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COMPACTS DE ROSENTHAL

GlLLES GODEFROY

We study in this work a class of compacts spaces which
extends in a natural way the class of metrizable compact
spaces. We clarify stability properties of this class under the
usual operations, and some topological properties of these
compacts spaces. Applications are given on property ( ^ ) of
Banach spaces, on sub-algebras of /°°{N), on Boolean sub-
algebras of
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On appelle dans ce travail "compacts de Rosenthal" les espaces
compacts qui sont homeomorphes a des compacts de functions de
premiere classe de Baire sur un espace metrique complet separable
P, la topologie consideree etant la topologie de la convergence ponc-
tuelle sur Γespace P.

Les compacts de Rosenthal furent introduits par H. P. Rosenthal
afin de caracteriser les espaces de Banach separables qui contiennent
un sous-espace isomorphe a S\N) (voir par example [10], [8]). Us
ont ete ensuite etudies en detail par J. Bourgain, D. H. Fremlin et
M. Talagrand ([3]). Tout compact metrisable K est un compact de
Rosenthal; en effet K apparaϊt comme un compact de fonctions con-
tinues sur Γespace metrique complet separable ^{K). II existe des
compacts de Rosenthal separables non metrisables; citons-en quatre
exemples:

— Le "compact de Helly" des fonctions croissantes de [0, 1] dans
lui-meme.

— Le compact [0, 1] x {0, 1} muni de Γordre lexicographique
("intervalle eclate")-

— Le compact K = [/: [0, 1] -> R | /(0) - 0, VIf ^ 1}
— La boule unite du bidual d'un espace de Banach separable ne

contenant pas sι(N) et a dual non separable ([7]), munie de la topologie
pre-faible ^*.

Les compacts de Rosenthal f orment done une classe de compacts
qui etend naturellement la classes des compacts metrisables, et qui
est distincte de la classe des compacts dΈberlein. Nous allons main-
tenant etudier cette classe plus en detail.

Dans un premier paragraphe, on va donner des caracterisations
topologiques des compacts de Rosenthal separables {Remarque: il
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existe des compacts de Rosenthal non separables, par exemple K =
{X{x} I x e [0,1]} U {0}), et en deduire les resultats suivants:

— La classe des compacts de Rosenthal n'est pas stable par
image continue.

— La classe des compacts de Rosenthal separables est stable par
image continue ouverte.

— Si K est un compact de Rosenthal, alors Γespace Mt(K) des
mesures de probability sur K, muni de la topologie vague, est un
compact de Rosenthal.

— Si if est un compact de Rosenthal, toute mesure de Radon
sur I a un support separable.

Dans un deuxieme paragraphe, on donnera des caracterisations
utilisant Γespace <^{K) des fonctions continues sur K. On en deduira
divers resultats de stabilite, ainsi que quelques applications aux sous-
algebres de s°°(N) et aux sous-algebres de Boole de P(N).

NOTATIONS ET DEFINITIONS. On appellera espace polonais tout
espace metrique complet separable. On dira qu'un espace topologique
est analytique s'il est image continue de Γespace NN; tout espace
polonais est analytique; la famille des sous-ensembles analytiques de
R contient la tribu des boreliens. Un espace mesurable (Ef τ) sera
dit souslinien s'il est isomorphe en tant qu'espace mesurable, a un
sous-ensemble analytique de R muni de la tribu des boreliens. Une
reference standard pour ces notions est [4]. Tout espace analytique
est souslinien pour sa tribu borelienne. L'ensemble P(N) des parties
de N, identifie a {0,1}N, sera muni de la topologie produit, qui en
fait un compact metrisable. Tout ίiltre sur un ensemble denombrable
D pourra done etre considers comme un sous-ensemble du compact
metrisable P(D). On dira alors que F, filtre sur D est un filtre
analytique si F s'identifie a un sous-ensemble analytique de P(D).

Enfin, si E est un espace de Banach, on notera ^ la topologie
faible sur E, e'est-a-dire la topologie de la convergence simple sur le
dual E* de E. On notera ^* la topologie pre-faible sur E*, e'est-
a-dire la topologie de la convergence simple sur E.

Rappelons enfin qu'une fonction definie sur un espace polonais
P est dite de l e r e classe de Baire si elle est limite d'une suite de
fonctions continues pour la topologie de la convergence simple; une
fonction / est de l e r e classe si pour tout ferme F de R, Γensemble
f\F) est un Gd de P.

Un espace requlier separe est dit "angelique" si:
(1) Tout ensemble relativement denombrablement compact est

relativement compact.
(2) L'adherence d'un ensemble relativement compact est exacte-

ment Γensemble des limites des suites de cet ensemble.
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On montre que Γespaces des fonctions de l e r e classe de Baire sur
un polonais est angelique ([3]); en particulier tout compact de
Rosenthal est angelique. Done, dans un compact de Rosenthal, tout
point adherent a une partie X sera limite d'une suite d'elements deX.

I* Caracterisation topologique des espaces de Rosenthal
applications*

Posons tout d'abord une definition.

DEFINITION 1. Soit A un ensemble denombrable, ^ une structure
uniforme sur A. On dira que ^ est analytique si le filtre des en-
tourages de ^ est une partie analytique de ^{A x A).

Pour une definition des espaces uniformes, voir [1], On a alors
le lemme.

LEMME 2. Soit A un ensemble denombrable, %f une structure
uniforme analytique sur A. Alors Vensemble S des fonctions bornees
de A dans R uniformement continues relativement a ^ est une
partie analytique de RA.

DEMONSTRATION. O n a S = \JneN (S n Bn), oύ Bn = [-n, + n]A.
II suffit de montrer que pour tout n, Γespace (SΓϊBJ est analytique.
Considerons le compact Kn = [ — n, +n]Λ x {0, l}AxΛ; soit keN.

On pose Fk - {{u, X)eKn\ V(Λ, l)eX,\u(h) ~ N(ϊ)\ ^ (1/fc)} Fk est un
ferme de Kn. O n a u e S n δ ^ Vft, 3 I G ^ tel que (u, X) eFk. On
On a done Sf)Bn= Γik,N Πi (Fh Π ([-w, +n]A x <&)) oύ Πi est la
projection de Kn sur [ — n, +n]A. Ceci montre que S f) Bn est une
intersection denombrable d'analytiques, done un analytique. •

Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME 3. Soίt X un espace topologique analytique. Soit (fn)neN

une suite de fonctions boreliennes sur X. Soit F un filtre analytique
sur N tel que limFfn existe; on note f = limFfn. Alors f est une
fonction borelίenne sur X.

DEMONSTRATION. Soit X' = Π»e
Les fonctions (/J etant boreliennes, Γespace X' est analytique.

On note ψ Papplication de X dans X' definie par

ψi X > Xf

X • (/»O*O)»eiir

On a alors fn = Tίn°ψ. On considere Γespace E = X'{xO, 1}N. On a



296 GILLES GODEFROY

fix) e [a, β] <=> Vε, iφeF tel que fn(x) e [a — ε, β + ε]Vn e φ. On pose
alors ^ = {(u, φ)eE\ Πn{u) e [α — ε, /3 + ε]Vw 6 9} ^ est un ferme de
E. On a

iφeF tel que /%(α;) 6 [α — ε, β + ε]Vn e φ

ψ() Π ( ^ n (iΓ x
1

done

/" ι([α, /3]) - Π Ψ-(Π ( ^ Π (X' x

f~Xa, β) e s t done analytique dans X pour tout couple (a, β)(a < /3)
de reels d'apres Γanalyticite de F et le caractere borelien de ψ; le
theoreme de separation montre alors que / est borelienne. •

On peut a present enoncer le resultat principal.

THEOREME 4. Soit K un compact separable. Les enonces suivants
sont equivalents:

(1) K est un compact de Rosenthal.
(2) Pour toute partie denombrable D dense K, la structure

uniforme %SD induίte sur D par la structure uniforme de K est
analytique.

(3) Pour toute partie denombrable D dense dans K, Vespace
r^(K) muni de la topologie de la convergence simple sur D est ana-
lytique.

DEMONSTRATION. (1) ==> (2). Soit K un compact de Rosenthal
separable, D une partie denombrable dans K. Soit X espace polonais
tel que K soit homeomorphe a un compact de BX{X), espace des
fonctions de premiere classe sur X. On note D = {/n}neΛτ Soit ψ
deίinie par

ψ:Xx N >^(D x D)

{x, k) 1 > {(/., Λ) e \D x D\ \fn{x) - f,(x)\ ^ 1 | .

Les fonctions {fn} etant boreliennes sur X, on verifie aisement
que ψ est borelienne. Par consequent ψ(XxN) est un sous-ensemble
analytique de &{D x D). Le filtre des entourages de f/D est le filtre
engendre par ψ(X x N); or un filtre engendre par un sous-ensemble
analytique de &(D x D) est lui-meme analytique (utiliser la continuite
de Γ application "intersection" et la compacite du graphe de la relation
"inclusion"); done <%SΌ est analytique.
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(2) => (3). Le sous-ensemble denombrable D de K etant dense dans
K, Γespace &(K) muni de la topologie de la convergence simple sur
D-que nous noterons desormais ^ ( i f )-s'identifie au sous-ensemble de
RD forme des fonctions uniformement continues pour ^D. Le Lemme
2 termine la demonstration.

(3) =» (1). Soit D une partie denombrable dense dans K. L'espace
&Ό(K) est analytique. On pose ^D{K) = A. Soit ^"{A\ R) Γensemble
des application de A dans R.

On considere

φ : K

»i >e9:f\ > f(x)

Γapplication φ est une injection, continue lorsqu'on munit ^{A\ R)
de la topologie de la convergence simple sur A. L'ensemble φ(K) est
done un compact, isomorphe a K, de fonctions sur Γespace A, Si
xeD, la fonction <p(x) est continue, d'apres la definition de D.
Montrons que pour tout x e K, la fonction φ(x) est borelienne.

Soit en eίfet D' = D U {x}. Par hypothese, Γespace <g"D(K) est
analytique. Ecrivons D — {xj. Soit ^ la trace du filtre des voisi-
nages de x sur D. On a

Fe &{D)\ F e ^ *=> f e^ί(K) telle que f(x) = 0, et

f(xn) > 1 VneCF .

Soit B={fe<ϊfϊ(K)\f(x) = 0}. L'ensemble B, ferme dans un
analytique, est analytique.

Soit a Γapplication

a:B
f\ >{xneD\f(xn)>l}.

On verifie aisement que Γapplication a est borelienne; done a(B)
est analytique. Or le filtre Jf est Γimage de a(B) par Γapplication
X—>CX, qui est un homeomorphisme de ^{J))\ le filtre &~ est done
analytique. On peut ecrire φ(x) — lim^ φ(xn), et deduire du Lemme
3 que φ(x) est une fonction borelienne.

φ(K) apparait a present comme un compact de fonctions boreliennes
sur A, contenant une partie dense de fonctions continues; on sait
qu'alors (voir [3]), φ{K) est forme de fonctions de l e r θ classe sur A.

Soit enfin h une surjection continue de NN sur A. Soit Ko —
{foh I / e φ(K)}. L'espace Ko est un compact de Rosenthal isomorphe
a K. Π

REMARQUE. Les equivalences ci-dessus montrent que les compacts
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separables qui apparaissent "naturellement" -c'est-a-dire sans Γusage
de Γaxiome du ehoix- sont "en general" des compacts de Rosenthal;
en effet, les sous-ensembles explicites des compacts metrisables sont
"en general" analytiques, et meme boreliens. Avec les notations
ci-dessus, le filtre %Ώ des entourages de ^ sur D sera done une
partie analytique de &(D x D) si K est donne explicitement. Les
compacts de Rosenthal ayant de bonnes proprietes (ils sont en par-
ticulier angeliques, voir [3], Def. 3, A) on obtient un resultat positif
sur les compacts separables "naturels".

Passons a present aux applications. Le classe des compacts de
Rosenthal est clairement stable par sous-espace f erme et par produit
fini ou denombrable. On a malheureusement le resultat negatif
suivant.

PROPOSITION 5. La classe des compacts de Rosenthal separables
n'est pas stable par image continue.

DEMONSTRATION. On va montrer qu'il existe une image continue
du compact "intervalle eclate"-c'est-a-dire [0, l]x{0, 1} muni de Γorder
lexicographique- qui n'est pas un compact de Rosenthal.

Soit Xun sous-ensemble non analytique de [0, 1], Soit K le compact
obtenu a partir de [0, 1] x {0, 1} en identifiant let points (x, 0) et
(x, 1) pour tout x 6 [0, 1]\X; le compact K est image continue de
Γintervalle eclate de faςon naturelle. On definit le sous-ensemble Y
de r^{K) de la faςon suivante:

Y = {*[(.,o),(i,i>] I * e X} U {Z[(βfi).u,i)] I x e χ)

si D est une partie denombrable dense de if, Γ ensemble Y apparaϊt
comme un ferme de ^(JSΓ); e'est en effet Γensemble des fonctions
croissantes a valeurs dans {0, 1}. Si if etait un compact de Rosenthal,
Γensemble Y serait done analytique. Mais l'espace X est image
continue de Y, et n'est pas analytique, ce qui est absurde. Q

REMARQUES. On peut egalement remarquer que Γensemble des
compacts de Rosenthal separables a la puissance du continu, puisqu'il
est image surjective de Γensemble des parties denombrables de
Γensemble B^N*), qui a la puissance du continu; or, Γintervalle
eclate a 2° images continues non homeomorphes deux a deux.

Nous allons voir dans la suite que sous certaines conditions
restrictives, on a des resultats de stabilite.

On a en effet le resultat suivant.

PROPOSITION 6. Soit K un compact de Rosenthal separable, φ
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une surjection continue ouverte sur un compact K'. Alors Kf est
un compact de Rosenthal.

DEMONSTRATION. On sait ([2]) que si K est un compact de
Rosenthal, K contient une partie dense de points Sf*.

Soit done K un compact de Rosenthal separable, A Γensemble
des points Ŝ> de K. Tout element de K est limite d'une suite
d'elements de A, puisque K est angelique ([3]). On peut done trouver
une partie denombrable dense D de K formee de points ^ .

Soit φ une surjection continue ouverte de K sur un compact K'.
Soit D' — φ(D); Dr est une partie denombrable dense de K\ formee
egalement de points &δ. On considere Γapplication

φ x φ:K x K >K' x K'

(α, 6) i > (φ(a), φ(b)) .

C'est clairement une application ouverte de KxK dans K'xK'. Soit ψ
Γapplication de P(DxD) dans P(D'xDf) definie de la faςon suivante

ψ = ^{Ό x D) > &*(D' x D')

X\ >φ X φ(X) Π (D' X D')

oύ X designe Γ adherence de X dans KxK.
Montrons que Γapplication ψ est borelienne. Soit a et b deux

points de D' x D', et soit ω = {YeP(D' x D')\Yea, Y$b}. II suffit
de montrer que pour tout ouvert ω ainsi defini, ψ^iω) est une partie
borelienne de 3?(D x D). On a

Xn(φ x φ)-\a) Φ 0

n{<pχ<P)-\b)= 0 .

Le point a etant un point g7,, le ferme (<p x φY1 (α) est egalement
un ferme g^. Soit (^ x 9)~1(α) = ΠneN0n. On a

x n (<p x 9)~1(α) ^ 0

Or, Γensemble α>Γ = {XeP(D x D) | I n Ow Φ 0} est un ouvert de
P(D x I>), et done G = {XeP(Z) x ΰ ) | ϊ n ( ^ x ^" '(α) ^ 0 } est un
ensemble %?δ de P(JD X D).

De meme on a

X Π (φ X ^)-1(δ) = 0

<=* 3V, tel que I n Vn = 0, oύ (φ x ^ ( δ ) - n . K

<=> 3 V, tel que X Π Vn = 0 .
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Done Γensemble G' = {XeP(D x D)\XΓ)(φ x φ)~\b) = 0} est un
ensemble Fσ. Or, on a ψ~\ώ) = G Π G', ce qui montre que ^ est
borelienne.

Notons maintenant que le filtre des entourages de la structure
uniforme de K est le filtre des voisinages de la diagonale Δ de
KxK dans KxK. On en deduit, avec les notations du Theoreme 4,
que ψ(%fD) = ^D>. En effet, Γapplication φ etant continue et ouverte,
Γimage de tout entourage est un entourage. D'apres le Theoreme 4,
le filtre <2SΌ est analytique, Γapplication ψ etant borelienne, le filtre
*%Sf

Ό est analytique.
En reprenant la methode employee dans la demonstration de

(3) => (1) du Theoreme 4, on fait alors apparaϊtre Kf comme un compact
de fonctions sur NN qui contient une partie dense de fonctions con-
tinues, et qui est par ailleurs sequentiellement compact, comme image
continue d'un compact sequentiellement compact. On sait qu'alors
([3]), K' est forme de fonctions de l e r e classe sur NN; done Kf est
un compact de Rosenthal. •

Etudions maintenant Γespace des mesures de probabilite sur K.

PROPOSITION 7. Soit K un compact de Rosenthal. Uespace
^/^{K) des mesures de probabilite sur K, muni de la topologie
vague, est un compact de Rosenthal.

DEMONSTRATION. Plaςons nous tout d'abord dans le cas oύ K
est separable. Soit D une partie denombrable dense de K. L'espace
^D(K) est analytique; la boule unite de <^D(K), qu'on note B, est
fermee dans cet analytique, done analytique. K apparaϊt comme un
compact uniformement borne de fonctions de premiere classe sur B.
On sait qu'alors ([3], Theoreme 5.E), Γenveloppe convexe fermee-pour
la topologie de la convergence ponctuelle- de K dans ^(B\ R) est
un compact de Rosenthal. Or, cette enveloppe convexe fermee
s'identifίe a ^{K).

Une methode un peu differente (due a M. Talagrand, qui nous a
gentiment autorise a la reproduire ici) per met de se passer de Γhypo-
these de separabilite.

On considere K comme un compact de BX(X), oύ Γespace X
est polonais. Soit Y Γespace somme directe des espaces (Xn)n^.
L'espace Y est analytique. Pour tout (tlf t2, , tΛ) e Y, on definit

φtvht ...tn:
 K > R

xι >flχ(ti) .
i=l

Les fonctions (φt)tex separent les points de K. D'apres le theo-
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reme de Stone-Weierstrass, Γespace vectoriel engendre par les
((Pt1,t.2r ',tn)t1,t2t'",tneγ e s " t normiquement dense dans r^(K).

Les fonctions

x: Y >R

(tlf t2, ••• tn)\ >φh,t2,...,tn(x)

ou x e K, forment un compact de fonctions de l e r e classe sur Y, done
Γenveloppe convexe fermee s'identifϊe a ^//^~{K), d'ou le resultat. •

On en deduit la

PROPOSITION 8. Soit K un compact de Rosenthal, et μ une mesure
de Radon sur K. Alors le support de μ est separable.

DEMONSTRATION. On peut evidemment prendre pour μ une mesure
de probability. On sait que μ appartient a Γadherence vague de
Γensemble des mesures de probabilite a support fini inclus dans
Supp(μ). Mais le compact .y/^{K) etant un compact de Rosenthal,
il est angelique; il existe done une suite (μn)neN de telles mesures
convergeant vers μ. Soit Fu = Supp(/^J. L'ensemble D = \JneNFn

est un ensemble denombrable dense dans Supp(μ). •

REMARQUE. La demonstration de la Proposition 7 permet de
montrer que si K est un compact de Rosenthal, tous les compacts de
{ft^{K)%, «*•*) sont des compacts de Rosenthal.

II existe, comme on Γa vu, des compacts de Rosenthal non separa-
bles—par exemple le compactifie d'Alexandroff d'un ensemble discret
de cardinal c-ce qui donne son interet a la Proposition 8.

II • Espace des fonctions continues sur un compact de
RosenthaL Soit E un espace de Banach. On notera Cyl(i7) la tribu
"cylindrique" de E, e'est-a-dire la tribu engendree par les formes
lineaires continues sur E; d'apres un resultat dΈdgar ([6], Theoreme
2.3), la tribu Cyl(i7) coincide avec la tribu engendree par les fonctions
continues sur {E, «.). Par contre, la tribu Cyl(ϋ7) est en general
distincte de la tribu des boreliens de la topologie faible. On montre,
par exemple, que si E est un Banach separable ne contenant pas
s\N), alors la tribu Cyl(J^) et la tribu de boreliens de la topologie
faible coincident si et seulement si Er est separable.

On a le resultat suivant.

THEOREME 9. Soit K un compact separable. K est un compact
de Rosenthal si et seulement si Γespace mesurable (^(K),
est un espace souslinien.
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DEMONSTRATION. Supposons que i£soit un compact de Rosenthal.
Soit D une partie denombrable dense dans K. L'espace ^D{K) est
analytique d'apres le Theoreme 4, et toute mesure de Radon sur K
est une fonction de l e r e classe sur cet espace. La tribu Cyl(^(iΓ))
s'identifie alors a la tribu induite par la topologie de ^D(K)\ elle est
done souslinienne.

Inversement, supposons ,que (^(K), Cyl(^(i£))) soit un espace
mesurable souslinien. Considerons Γapplication identite de (^(K),
Cy\(^(K))) dans <g*D(K); e'est une application borelienne a valeurs
dans un espace mesurable a base denombrable; on en deduit que ^D(K)
est un espace metrisable souslinien, done un espace analytique (voir
[4]); ceci pour toute partie denombrable D dense dans K. Le
Theoreme 4 termine la demonstration. •

REMARQUES. (1) La caracterisation ci-dessus ne s'etend pas aux
compacts non separables.

En effet, si K est le compactifie d'Alexandroff d'un espace discret
de cardinal c, la tribu Cyl(^(K)) n'est pas a base denombrable, done
n'est pas souslinienne, mais K est un compact de Rosenthal.

(2) Soit φ une surjection continue d'un compact de Rosenthal
separable K sur un compact Ko qui n'est pas de Rosenthal. L'ense-
mble F = {f°φ | / e ^(KQ)} est un sous-ensemble faiblement ferme
de ^(K) qui n'est pas souslinien dans (^(K)9 Cy\{^{K)))9 et en par-
ticulier non borelien dans (^(K), Cγ\(^(K))). On a done ici un autre
exemple d'un borelien de la topologie faible qui n'appartient pas a
la tribu cylindrique. On voit par ailleurs que la mise en evidence
de φ revient a mettre en evidence un sous-ensemble non souslinien
d'un espace souslinien, done un sous-ensemble non analytique de R,
d'oύ le caractere essentiellement necessaire de Γexemple donne dans
la demonstration de la Proposition 5.

( 3) La classe des compacts de Rosenthal separables n'etant pas
stable par image continue, on ne peut esperer une bonne caracterisa-
tion en termes de topologie ou de tribu borelienne deduite d'une
topologie sur ^(iΓ)-voir la Remarque (2) ci-dessus-. II semble
que le Theoreme 9 soit la bonne caracterisation en termes d'espace
ίf(JΓ).

(4) On montre aisement les equivalences suivantes: K est un
compact de Rosenthal <=> il existe une partie A, totale dans ^(K),
souslinienne dans (if (#), Cyl(<Zf(K))) « l a tribu Cyl(^(K)) est raffinee
par une tribu souslinienne.

Deduisons maintenant du Theoreme 9 quelques resultats de



COMPACTS DE ROSENTHAL 303

stabilite.

PROPOSITION 10. Soit K un compact de Rosenthal separable,
(1) Soit φ: K-+ K' une surjection continue, soit X = {f°φ \ f e

^{K')}. SHI existe une injection continue de Vespace C^{K)IX dans
S°°(N)—en particulier si ^{K)/x est separable—le compact K' est un
compact de Rosenthal.

(2) Soit K un compact de Rosenthal separable, K' un compact
separable. Si les espaces (^(K), «*.) et {Ί^(K'), **>) sont homeomorphes,
alors Kr est un compact de Rosenthal.

DEMONSTRATION. (1) Soit E un Banach. On a Γequivalence: il
existe une injection continue de E dans s°°(N) <=> Γespace (E*9 «**) est
separable.

Si done Γespace ((^(JBΓ)/JΓ)*«-*) est separable, Γespace (X1, «**)
qui s'y identifie est separable. L'espace X est done une intersection
denombrable d'hyperplans fermes de ^{K)9 et done XeCyl(^(K)),
Γespace <ίf(K'), isomorphe a X, verifie done {&(K'\ Cyl(^(K')))
souslinien; ee qui montre que Kf est un compact de Rosenthal.

( 2 ) Si les espaces (^(K), «.) et {^{K')9 **) sont homeomorphes,
les espaces mesurables (&(K), Cyl(rέ?(K))) et (&{K'\ Cγl(<έΓ(K'))) sont
isomorphes, puisque la tribu cylindrique est la tribu engendree par
les fonctions continues; le Theoreme 9 termine la demonstration. •

REMARQUE. La demonstration du (1) ci-dessus montre que le
compact des mesures de Radon de masse inferieure ou egale a 1 sur
Γintervalle eclate n'est pas hereditairement separable; en effet, si K'
est image continue de Γintervalle eclate par φ, Γensemble {f°φ\fe
r^{Kr)Y n'est pas e^*-separable. L'intervalle eclate est done un
compact hereditairement separable, tel que le compact des mesures
de masse inferieure ou egale a 1 ne soit pas hereditairement separable.
Notons cependant qu'on montre que l'espace des mesures de probabilite
sur Γintervalle eclate est hereditairement separable.

On a egalement.

PROPOSITION 11. Soit K un compact de Rosenthal, Kr un espace
compact. SHI existe une surjection lineaire continue de ^{K) sur

r), alors Kf est un compact de Rosenthal.

DEMONSTRATION. Soit ψ une surjection continue de ^(K) sur
Soit Ko = Wie^xeK'}). L'espace KQ est un compact

homeomorphe a Kf, lorsqu'il est muni de la topologie ^*. D'apres
la Proposition 7, et la remarque qui suit la Proposition 8, le compact
Ko est un compact de Rosenthal, ainsi que Kf. •
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H. H. Corson a defini dans [5] la propriete (^) des espaces de
Banach de la faςon suivante: on dira qu'un espace de Banach E a
la propriete (^) si toute famile de sous-ensembles fermes convexes
de E d'intersection vide contient une sous-famille denombrable
d'intersection vide. Tout espace de Banach separable a clairement
la propriete ( ^ ) . La propriete (^) a ete etudiee par E. Pol dans
[9], qui a montre en particulier que Γespace des functions continues
sur Γintervalle eclate a la propriete (^) , et qui a pose la question
suivante: Γespace des functions continues sur le "compact de Helly"
α-t'il la propriete (^)? On va repondre positivement a cette question,
en montrant que la propriete est veriίiee pour tout compact de
Rosenthal.

PROPOSITION 12. Soit E un espace de Banach. Si Γespace me-
snrable (E, Cyl (E)) est souslinien, et si le compact {BX{E*), ̂ *) est
separable, E a la propriete

DEMONSTRATION. En effet sous les hypotheses ci-dessus, le compact
{BX(E*), ̂ *) apparaϊt comme un compact separable de functions bore-
liennes sur un espace souslinien, done de functions boreliennes sur
NN. Le compact (B^E*), ^*) etant separable, il est alors homeomorphe
([3]) a un compact de Rosenthal. On sait ([9]) que la propriete {^)
se caracterise de la faςon suivante:

E a la propriete (^) <=> la boule unite BX(E*) de E* munie de
w* verifie: si x e A £ BX{E*), il existe un sous-ensemble denombrable
C de A tel que xeCU~"(C).

Or, si (B^E*), **<*) est un compact de Rosenthal, tout x adherent
a A est limite d'une suite d'elements de A, d'apres Γangelicite, et
done la propriete ci-dessus est a fortiori veriίiee. •

REMARQUE. On voit facilement que le compact (B^E*), ^*) est
separable si et seulement si E est isometrique a un sous-espace de

N).
On deduit de la Proposition 12 le

THEOREME 13. Soit K un compact de Rosenthal. Alors Γespace
a la propriete

DEMONSTRATION. Si K est un compact de Rosenthal separable,
Γespace ^(K) verifie, d'apres le Theoreme 9, les hypotheses de la
Proposition 12; d'oύ le resultat. Dans le cas general, on remarque
que (51(£r*), ^ * ) , compact de Rosenthal, est angelique, d'oύ le re-
sultat. •
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Terminons ce travail par quelques applications des resultats de
[3], en particulier du Theoreme 2.F. Ces resultats se deduisant aise-
ment de [3], sont donnes ici sans demonstration.

Sous-algebres de s°°{N). Soit E ne sous-algebre unitaire fermee
de s°°(N)9 analytique dans RN muni de la topologie produit. Deux
cas sont possibles, que nous designerons par "type I" et "type IΓ\

Type I. (E, Gyl(E)) est un espace souslinien.
<=> (E, Gyl(E)) est a base denombrable.
<=> (BX(E*), **>*) est un compact de Rosenthal.
*=> Pour tout application ψ: s°°(N) —> /°°{N) lineaire continue, ψ(E)

est une partie analytique de RN.
<=> E a la propriete

* - C.

Type II. HeP^N) tel que
<=» 3 une application lineaire continue φ:/™(N)-*E qui n'est pas

faiblement compacte.
<=> 3 une surjection lineaire continue ψ:E —> /°°(N).
— C a r d S ' = 2C.
<=> (E, Cyl(E)) est un espace mesurable qui n'est pas a base

denombrable.

On a ainsi une classification des sous-algebres "analytiques" de
/°°{N) -en particulier de celles qui sont des parties boreliennes de
R Y" .

Sous-algebres de Boole de & (N). D'apres le theoreme de repre-
sentation de Stone, toute sous-algebre de Boole A de &*(N) est
isomorphe a Γalgebre des ouverts-fermes d'un compact totalement
discontinu KA separable, et inversement. On voit aisement, en
employant le Theoreme 4, que si KA est un compact de Rosenthal,
Γalgebre A est une sous-algebre analytique de &*(N).

Inversement, soit A une sous-algebre de Boole analytique de
&(N). Deux cas sont possibles, que nous designerons la encore par
"Type I" et "Type II", ces deux cas s'excluant mutuellement.

Pour tout YeP(N), on note Aγ = { I n Y\Xe A}. L'ensemble
Aγ est une sous-algebre de Boole de

Type I. II existe une partie infinie Yde JVtelle que Aγ =

Type II. Pour toute partie infinie Y de N, il existe Z, partie
infinie de Y, telle que Az soit Γalgebre des sous-ensembles finis ou
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cofinis de Z.

REMARQUE. On notera -sans surprise- Γaspect "Propriete de
Ramsey" de ces dernieres proprietes.
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