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LES COGROUPES ET LA CONSTRUCTION DE UTUMI

LABIB HADDAD AND YVES SUREAU

Among other results, a criterion is established, using multiplica-
tors, for a cogroup to be obtainable by Utumi's partition method start-
ing from a Z)-hypergroup.

Several constructions are then given of families of cogroups, finite
or infinite, which are not obtainable by Utumi's method. This answers
a question raised by Stephen D. Comer (J. Algebra, 89 (1984), n° 2 ,
397-405).

1. Introduction. Soient G un groupe, g un sous-groupe quelconque
de G et H = {xg: x e G} Γensemble des classes ("a droite") de
G modulo g. Dans le cas general, lorsque le sous-groupe g n'est
pas necessairement invariant dans G, Γensemble H est muni na-
turellement d'une operation multivalente (une hyperloi de compo-
sition) qui fait de H un hypergroupe. Cet hypergroupe quotient
coincide, evidemment, avec le groupe quotient G/g lorsque g est
invariant.

Tout hypergroupe isomorphe a un hypergroupe du type precedent
est appele hypergroupe de classes a droite ou, plus simplement, D-
hyper groupe. Cette notion a ete introduite par Krasner [4] en 1937.

En 1940, Eaton [2] distingue parmi tous les hypergroupes la classe
particuliere des cogroupes (a droite) qu'il conςoit comme une generali-
sation de la notion de groupe aux structures multivalentes. II montre
que tout Z>-hypergroupe est un cogroupe et demande si la reciproque
est vraie.

En 1941, puis 1944, Krasner publie deux notes [5 et 6] oύ, en-
tre autres resultats, il donne une caracterisation des 2)-hypergroupes
parmi les hypergroupes a Γaide de ce qu'il appelle les "permutations
droites".

En 1949, Utumi [9] donne Γexemple d'un cogroupe fini ayant huit
elements et qui n'est pas un D-hypergroupe. II repond ainsi, par la
negative, a la question de Eaton. A cette occasion, il retrouve la no-
tion de "permutation droite" introduite par Krasner. II lui donne
le nom de multiplicateur sous lequel on la designe habituellement a
present. Et il retrouve, sous une forme legerement differente, la car-
acterisation des D-hypergroupes etablie par Krasner. II fournit aussi
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un procede general pour construire un cogroupe en partant d'un D-
hypergroupe donne H et d'une partition convenable de H. C'est ainsi
qu'il construit son exemple a partir du groupe cyclique d'ordre huit
qu'il partage convenablement en trois classes.

En 1984, en conclusion de son etude sur les polygroupes constru-
its a Γaide de cogroupes, Comer [1] pose naturellement la question
suivante: tout cogroupe provient-il d'une construction "a la Utumi"?
autrement dit, tout cogroupe est-il "du type Utumi"?

Nous apportons une reponse negative a cette question.

Dans un article precedent [3], nous avions etabli Γimpossibilite de
caracteriser la classe des Z)-hyρergrouρes par un systeme d'axiomes du
premier ordre, dans le langage des hypergroupes. Autrement dit, nous
avions montre que le critere de Krasner-Utumi ne peut pas s'exprimer
dans le langage du premier ordre.

Dans le present travail, nous donnons un critere (necessaire et suf-
fisant) pour reconnaίtre les cogroupes "du type Utumi". Puis nous
presentons deux methodes nouvelles et generales pour construire des
cogroupes. A Γaide de ces constructions et de notre critere, nous four-
nissons alors de multiples exemples de cogroupes (finis et infinis) qui
ne sont pas "du type Utumi". En dehors de leur valeur de contre-
exemples, ces cogroupes enrichissent considerablement les collections
connues de cogroupes et qui se limitaient a quelques rares exemplaires,
en dehors de la vaste classe des D-hypergroupes.

En fait, pour la clarte et la simplicite, nous avons commence par
introduire et traiter des notions plus generales (hypermagmas et co-
magmas) oύ disparait Γexigence d'associativite. Bien entendu, il sufϊit
ensuite de la reintroduire pour retrouver la situation habituelle.

Voici detaille le contenu de Γarticle.
Le paragraphe 2 est destine a rappeler ou fournir les principales

definitions et fixer quelques notations.
Dans le paragraphe 3, nous introduisons les notions d'hypermagma

de type C et de comagma (3.1). Un comagma est, en quelque sorte, un
"cogroupe non necessairement associatif \ Nous donnons un procede
general qui permet de construire tout comagma a partir d'un magma
muni d'une partition convenable (3.4). Ensuite, etant donne un hyper-
magma (H, *) quelconque et un classement (x)xeH de H, on definit
une nouvelle hyperloi sur H par la formule suivante

X . y = x * y.
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On obtient un nouvel hypermagma (//, •) construit a partir de
(H, *) a la maniere de Utumi. On passe ainsi d'un original (H, *)
a une replique (H, •) "a la Utumi" (3.5). On examine alors deux
cas particuliers de la construction generate precedente. Le premier est
celui oύ le classement donne est une partition de H (3.6). Le second
est celui oϋ Γoriginal (H, *) est un Z)-hypergroupe (3.7).

Dans le premier cas, si Γoriginal est un comagma, on donne une
condition necessaire et sufϊisante pour que la replique soit aussi un
comagma (3.6.4). De meme, lorsque Γoriginal est un cogroupe, on
donne des conditions necessaires et suffisantes pour que la replique
soit egalement un cogroupe (3.6.5).

Dans le second cas, et lorsque le classement possede en plus la pro-
priete suivante de saturation

e * x = x pour tout x e H, oύ e est le neutre du £>-hypergroupe
original, on dit que Γhypermagma (H, •), la replique, est du type
Utumi.

Dans le paragraphe 4, la notion de multiplicateur (4.1) nous sert
d'outil. Nous rappelons le critere de Krasner-Utumi qui, a Γaide
des multiplicateurs, caracterise les Z>-hypergroupes parmi les hyper-
groupoϊdes (4.5). Et nous donnons nous-memes une nouvelle car-
acterisation analogue a celle de Krasner-Utumi (4.8). Nous etablissons
aussi un critere qui distingue parmi tous les cogroupes (ou comagmas)
ceux qui sont du type Utumi (4.7).

On trouvera egalement dans ce paragraphe 4 des notions que nous
avons juge utile d'introduire et d'etudier: Celle de Z)-hypergroupe
sous-jacent a un hypermagma quelconque (4.3). Celle de G-transitivite
pour un hypermagma H oύ G est un groupe quelconque de multi-
plicateurs de H (4.6). On notera, en particulier, les deux resultats
suivants:

D'une part, le lemme (4.6.2) qui caracterise les groupes de multi-
plicateurs parmi les groupes de permutations de H.

D'autre part, le theoreme (4.2.1.) qui donne une caracterisation
remarquable des multiplicateurs speciaux des hypermagmas (//",*)
de type C: ce sont, precisement, les automorphismes qui preservent
la partition naturelle {e * x: x e H} .

Nous terminons le paragraphe en donnant un precede general qui
permet d'obtenir les cogroupes de type Utumi a partir des groupes
munis d'une relation d'equivalence convenable (4.9 et 4.10).

Les deux derniers paragraphes sont essentiellement consacres a la
construction de cogroupes, finis ou infinis, qui ne sont pas du type
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Utumi et cela repond, comme on Γa deja dit, a une question de Comer.
Au paragraphe 5, on commence par mettre au point une technique

generate de construction de comagmas a partir de groupes gironnes.
Un groupe gironne est un groupe G dans lequel on a distingue huit
parties C, C, F, F', D, D', E, E', oύ les paires {D, Z>'} et {£,
£'} sont deux partitions de G, et les paires {C, C;} et {F, i7'} sont
deux partitions de (?* (le groupe G prive de son element neutre). On
prend alors une autre copie G de G, on choisit un element e hors
de G et de G, on considere Γensemble H = {e} u G u G que Γon
munit d'une structure d'hypermagma donnee par la table (5.1). Nous
donnons les conditions pour que cet hypermagma soit un cogroupe,
(5.3) et (5.4). Le cas particulier des groupes tallies est d'un maniement
plus simple (5.5). Nous donnons des conditions suffisantes pour que
le cogroupe associe a un groupe taille donne ne soit pas du type Utumi
(5.9). Appliquee a des groupes cycliques, notre technique nous permet
de construire (explicitement) trois families de cogroupes finis et nous
montrons a Γaide de notre critere qu'ils ne sont pas du type Utumi:
Une premiere famille H(n), n > 2,oϋ H(n) possede 8n+l elements
(5.10.1). Une deuxieme famille K(n), n > 1, oύ K(n) possede
Iβn + 5 elements (5.10.2). Une troisieme famille enfin L(n), n > 1,
oύ L(n) possede 16ft + 13 elements (5.10.3).

Dans le paragraphe 6, le dernier, on associe a tout ensemble totale-
ment ordonne pointe (E, 0) une hyperloi comme suit:

a b = Sa = {x eE: x < a} s i έ < 0 ,

= {a} s i έ = O,

= Da = {x e E: x > a} si b > 0.

Puis Γon donne des conditions pour que Γhypermagma H(E, 0)
ainsi defini soit un cogroupe (6.3): Lorsque E Φ {0}, Γhypermagma
H(E, 0) est un cogroupe si et seulement si les deux conditions sui-
vantes sont reunies

1. Γensemble E est dense, sans premier ni dernier element;
2. on a \SX\ = \S0\ et \DX\ = \D0\ pour tout xeE.
On montre ensuite (6.4) que les multiplicateurs de H(E, 0) sont

precisement les automorphismes de Γensemble ordonne E. D'oύ la
condition (6.5) pour que H(E, 0) soit un cogroupe du type Utumi.
Cette technique generate mise au point, nous Γappliquons a une famille
d'ensembles totalement ordonnes particuliers (6.6). Pour chaque
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ordinal λ > 0, on considere la somme ordinale de λ copies de R:

pointee au point 0 = (o, ό) origine de la premiere copie Ro .
Nous designons par C(λ) Γhypermagma associe H(E(λ), 0). Nous

montrons alors que, pour 2 < \λ\ < 2**o , Γhypermagma C(λ) est un
cogroupe (infini) qui n'est pas du type Utumi.

Et, pour finir, (6.7), en prenant λ = θ cardinal successeur immediat
de 2**o, nous montrons que C(θ) est aussi un cogroupe qui n'est pas
du type Utumi et qui presente une particularite nouvelle!

2. Lexique. La notion de base utilisee dans ce texte est celle d 'hyper-
magma. II s'agit d'un ensemble H muni d'une hyperloi de composi-
tion qui fait correspondre a chaque couple (x9y) d'elements de H
une partie de H que Γon designe alors generalement par x y.

Avec cette notation, Γhyperloi se nomme encore hyperproduit.
On etend, bien sύr, a Γensemble des parties de H cet hyperproduit:

pour toutes parties A et B de H, on pose

A - B = {x e H: (3a e A)(3b e B)(x e a b)}.

Parmi les hypermagmas on distingue plus particulierement:
Les hypergroupoϊdes. Ce sont les hypermagmas pour lesquels on a

x ' y Φ 0 po^Γ tous x et y.
Les hypergroupes. Ce sont les hypermagmas tels que, pour tous x,

y, z, on ait

x . (y . z) = (x - y) - z (associativite)

et

x - H = H — H - x (reproductibilite).

On peut noter que tout hypergroupe est un hypergroupoϊde et qu'un
groupe est un hypergroupe oύ Γhyperproduit de deux elements quel-
conques se reduit a un singleton.

Soient H un hypermagma et e un element de H.
On dit que e est unite a gauche de H lorsque Γon a

x ee - x pour tout x e H.

On dit que e est unite scalaire a droite de H lorsque Γon a

x — x e pour tout x e H.

On dira que e est neutre (a droite) dans H lorsqu'il est a la fois unite
a gauche et unite scalaire a droite.
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On remarquera que si e et / sont neutres (a droite) dans H, ils
sont egaux car / ee / = e. Autrement dit, un hypermagma ne peut
posseder qu'un seul element neutre (a droite) au plus.

Un type d'hypergoupes joue ici un role privilegie, il s'agit des hy-
per groupes de type C (a droite) introduits par Sureau [8]. Ce sont les
hypergroupes possedant un element neutre (a droite) e et dans lesquels
on a

On se servira de la notation classique \E\ pour designer le cardinal
de Γensemble E.

Parmi les hypergroupes de type C on distingue les cogroupes (au
sens de Eaton). Ce sont les hypergroupes de type C verifiant la pro-
priete suivante:

\x y\ = \x z\ pour tous x, y, z.

Soient H et K des hypermagmas. On appelle morphisme de H
dans K toute application f\H-+K telle que

f(x y) c f(x) - f{y) pour tous elements x, y de H.

On dit que le morphisme / est bon lorsqu'on a Γegalite

f(x . y) = /(x). f(y) pour tous elements x, y de H.

Un isomorphisme est un morphisme bon bijectif et la bijection in-
verse est alors, elle aussi, un isomorphisme.

Enfin, on utilisera Γabreviation ssi pour "si et seulement si".

3. Les comagmas.

3.1. Quelques definitions. Soit H un hypermagma. Introduisons les
cinq conditions suivantes.

Cl II existe un element neutre (a droite) dans H.
C2 ("Regie de reduction a gauche"):

pour x, y, z, elements de H, si Γon a xy Πxz Φ 0 alors
on a sy = sz pour tout s eH.

C3 Pour chaque element x de //, la collection suivante H(x) =
{xy y e H} est une partition de //.

C4 Le cardinal de Γensemble xy ne depend pas de x.
C5 ("Reproductible a droite"):

Pour tout element y de H, ona, Hy = H.
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On dira que H est un hypermagma de type C (a droite) lorsqu'il
verifie les trois premieres conditions Cl, C2, C3.

On dira que H est un comagma (a droite) lorsqu'il verifie les cinq
conditions a la fois.

3.2. REMARQUES.

3.2.1. On notera que les notions que Γon vient d'introduire sont
lateralisees "a droite".

Definir les notions analogues "a gauche" revient a etudier Γhyper-
magma "correlatif" (H, *) oϋ x * y = yx .

Aussi nous en tiendrons-nous a Vetude de ces notions "a droite". Et,
afin d'alleger, nous convenons, des a present, de supprimer la mention
"a droite" dans toute la suite.

3.2.2. Un hypermagma de type C est necessairement un hyper-
groupoϊde puisque xy n'est jamais vide (d'apres la condition C3).

3.2.3. Tout hypermagma de type C verifie automatiquement la
condition de reproductibilite unilaterale suivante: xH = H pour tout
x, (d'apres la meme condition C3).

3.2.4. La notion d'hypergroupe de type C a ete introduite par
Sureau [8] comme une generalisation utile de la notion de cogroupe
(au sens de Eaton [2]).

Avec notre vocabulaire, un hypergroupe de type C est precisement
un hypergroupe qui est aussi un hypermagma de type C.

3.2.5. De meme, un cogroupe est tres exactement un comagma
associatif.

3.3. Exemples.

3.3.1. Tout Z)-hypergrouρe est un cogroupe [2]. Et tout cogroupe
I", en nartiπiiier un mmaemaest, en particulier, un comagma

3.3.2. Un comagma non associatif. Soit H = { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,
7} . On definit sur H une hyperloi resumee dans la table suivante, oύ
Γon a omis la premiere ligne et la premiere colonne en bordure.

Cela se lit comme suit: par exemple
4 2 = 4 6 = {2 ,6}e t2 l = 2 7 = { l , 7 } .
Et x - 0 = x pour tout x .
L'element 0 est neutre.
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0

1

2

3

4

5

6

7

4

5

6

7

0

1

2

3

1,7

0 , 2

1,7

2 , 4

3,5

4 , 6

1,7

0,6

3,5

4,6

3,5

0,6

1,7

0 , 2

3,5

2 , 4

2,6

3,7

0 , 4

1,5

2,6

3,7

0 , 4

1,5

L'hyperloi n'est pas associative puisque

(4 2) 1 = {1, 7} tandisque 4 (2 1) = {3, 5}.

3.4. Construction des comagmas.

3.4.1. Une construction generate. On se donne un ensemble quel-
conque H et une partition P de H. Pour chaque element x de H,
on designe par x sa classe dans la partition P. On se donne ensuite
une loi de composition * sur H, autrement dit, une application de
H x H dans // qui, a chaque couple (x, y) d'elements de H, fait
correspondre un element x * y de H.

Ainsi (//, *) est un magma (au sens de Bourbaki).
On dira que (H, *) est un P-magma lorsque les trois conditions

suivantes sont remplies.
Al. II existe un element e tel que e = {e} et e*x = x*e = x pour

tout x eH.
A2. Pour chaque element x de H, Γapplication σx definie par

y ι-» x * y, est une permutation de //.
A3. On a H *y = H pour tout y eH.
On definit enfin une hyperloi sur // comme suit:

On obtient ainsi un hypermagma (H, •) dont on dira qu'il est con-
struit sur le P-magma (H, *) comme toile de fond.

3.4.2. THEORfeME. 7bw£ hypermagma construίt sur un P-magma
comme toile de fond est un comagma.



LES COGROUPES ET LA CONSTRUCTION DE UTUMI 25

Demonstration. Avec les notations du 3.4.1. ci-dessus, on montre
que les cinq conditions du 3.1. sont satisfaites dans Γhypermagma
(H,.).

C l . On a x e = x*e = x*e = x

et e x = e*JcDe*x = x.

Done e est neutre.
C2. Si x-yΠx-z Φ 0 cela veut dire que σx(y) et σx(z) secoupent,

done y et z se coupent, done y = z et, par suite, s y = s z pour
tout s.

C3. Pour chaque element j / 5 ona:

e -y = e *y =y.

Done la collection //(e) = {e - y: y e H} n'est autre que la partition
P elle-meme. Et, pour chaque x, la collection H(x) — {x-y\ y e H}
est Γimage de la partition P par la permutation σx . C'est done une
partition de H.

C4. On a x - y = σx(y) de sorte que x y a le meme cardinal que
y , independant de x .

C5. On a // y = H * y = H. C.Q.F.D.

3.4.3. THέORέME (reciproque). Tout comagma s'obtίent par la con-
struction generate precedente sur un P-magma comme toίle de fond.

Demonstration. Soit H un comagma ayant e pour neutre. On de-
signe par P la partition naturelle de H

P = H(e) = {e y:yeH}.

A chaque element x de // correspond sa classe x = e x . Ainsi, en
particulier, on a done ^ = {e} . A chaque element x de// correspond
aussi la partition H(x) = {x - y: y e H} et Ton sait que x y a le
meme cardinal que ey . II existe done au moins une permutation σx

de H pour laquelle on a σx(e y) = x y pour tout y. On definit une
loi * sur H par:

χ*y = σx(y).

En choissant pour σe la permutation identique, les trois conditions
Al, A2, A3 de la construction generate sont remplies. Autrement dit,
(H, *) est un P-magma. Et Ton a bien

xy = σx(e -y) = σx(y) =x*y. C.Q.F.D.

3.4.4. REMARQUE. (Interpretation "geometrique" des trois condi-
tions.) Soient (//, *) un magma et P une partition de H.
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La condition Al revient a dire que le magma possede un element
neutre e et que Ton a e = {e}.

Portons notre attention sur la table de la loi du magma. On y
distingue, d'une part, les lignes (horizontales) et, d'autre part, les
colonnes (verticales). Appelons P -cylindre de cette table toute reunion
de colonnes ayant pour base une classe donnee quelconque de la par-
tition P. La condition A2 revient ainsi a dire que chaque element du
magma figure une fois et une seule dans chacune des lignes de la table.

Et la condition A3 revient a dire que chaque element du magma
apparait au moins une fois dans chacun des P-cylindres de la table.

3.5. La construction de Utumi genέralisέe. On se donne un hyper-
magma (//,*) quelconque et, a chaque element x de ΛΓ, on associe
une partie x de H telle que x ex.

On dira alors que la famille (x)xeH est un classement de H et que
x est la classe de x.

On definit ensuite une hyperloi sur H par x y = x*y. On obtient
ainsi un nouvel hypermagma (H 9 •). Nous dirons que Γhypermagma
(H, •) est constuit "ά la Utumi" a partir de Γhypermagma (H, *) et
du classement (x)xeH

On notera que Γon a alors:

x*y cx y pour tous x, y.

Lorsque (H, *) est un hypergroupoide et que la collection P = {x: x e
H} est une partition de H, on retrouve la construction presentee par
Utumi [9] qui designe alors (H, •) sous le nom de "scalar partition
hypergroupoϊd". Nous commencerons par presenter deux cas parti-
culiers de constructions "a la Utumi".

3.6. Premier cas particulier.

3.6.1. Soient (//",*) un hypermagma et P une partition de H.
Pour chaque element x de H, on designera par x sa classe dans la
partition P. On dira que (H, *) est un P -hypermagma lorsque la
condition suivante est remplie:

// existe un element neutre e dans (H, *) tel que e * x c x

pour tout x.

On notera que Γon a alors e * x = x.
Tout comagma (resp. cogroupe) qui est un P-hypermagma se nom-

mera P-comagma (resp. P-cogroupe).
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Soit (H, •) Phypermagma construit "a la Utumi" a partir d'un P-
hypermagma ayant e pour neutre: x y = x * y.

On observera, dans ce cas, que Γon a

x e e - x pour tout x.

Autrement dit que e est unite a gauche dans (H, •).
On va montrer que (H, •) est un comagma des lors que (H, *) est

un comagma et que e = {e}.

3.6.2. LEMME. 7bwί hypermagma construit "a la Utumi" a partir
d'un P-comagma est lui-meme un comagma si e = {e} oil e est le
neutre du P-comagma.

La demonstration est analogue a celle du Theoreme 3.4.2. ci-dessus.

Demonstration.
Cl. On a x e ex comme onΓadeja vuet x e = x*e = x*e = x.

Done e est neutre dans (H, •).
C2. On suppose que x y Π x z Φ 0 . Autrement dit Λ: * J; et c * z

se coupent.
II existe done a ey et b e~z tels que x * a et x * 6 se coupent.

Done, e * α = e * 6 par la condition C2 appliquee a (//, * ) . Or
e*a ca = y et e *b c b = ~z. Done j? = z . Par suite

s - y = s * y = s*~z = s - z p o u r t o u t 5 .

C3. On veut montrer que la collection H{x) = {x y: y e H} est
une partition de H.

On remarquera d'abord que si x y et x z se coupent ils sont
egaux d'apres ce qui precede.

D'autre part, pour chaque element t de H, il existe au moins un
element y tel que t ex *y. Or x*y <z x y. Done ί € x y . Ainsi
H(x) est bien une partition de H.

C4. On a x y = x * y . Et y est reunion d'un certain nombre de
classes de la partition naturelle {e * t: t e H} du comagma (H, *) .
Autrement dit, il existe une partie T de H telle que y = \J{e*t: t e
T}, oϋ les e * ί sont deux a deux disjoints.

Done x y = x *y = \J{χ * t: t e T}, etles x * t sont deux a deux
disjoints.

Comme, en outre, les ensembles x * t et e * t ont meme cardinal,
on voit que x y a meme cardinal que y independant de x .

C5. Enfin, on a H y = H*y D H*y = H. C.Q.F.D.
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Le resultat suivant est une sorte de reciproque au precedent.

3.6.3. LEMME. Soit H un ensemble muni de deux hyperlois * et
telles que (H, *) et (H, •) soient tous deux des comagmas. Soit e le
neutre de (H, •).

Les deux proprietes suivantes sont alors equivalentes.
1. Pour tous x, y, on a x y = x * (e y ) .
2. Pour tous x,y,onax*ycxy.

Demonstration.
1=>2. On a y e e y done x*ycx*(e-y) = x y.
2 =» 1. Soit z e r y alors x y = x z (comagma). Comme

x * z c x z pour tout z , on a x * (e y) c x y. Reciproquement,
soit t e x - y. II existe alors z tel que t € x * z (comagma). Done
£ e Λ: y Π .x z d'oύ e y = e z (par "reduction"). Done t ex* z c
x * (e z) = JC * (e - y). De sorte que Γon a x y c x * (e y) . D'oύ
Γ e g a l i t e x - y = x * ( e - y ) . C.Q.F.D.

On peut alors regrouper ces deux derniers lemmes sous Γenonce
suivant.

3.6.4. THEORέME. Soient (H, *) un comagma ayant e pour neutre,
(x)xeH un classement et (H, •) Γhypermagma construit "a la UtumΓ.

Les deux conditions suivantes sont equivalentes:
1. L'hypermagma (H, •) est un comagma.
2. La collection P = {e * y: y £ H} est une partition de H, le

comagma (H, *) est un P-comagma, e = {e}, et (H, •) provient "a
la UtumΓ dece P-comagma.

Demonstration. Rappelons que Γon a x * y c x y . et que e est
unite a gauche dans (//, •).

1 => 2 . Soit / le neutre de (H,-).
Alors / ee / = e. Done f = e est le neutre de (H, •).
Appliquons le Lemme 3.6.3.
On a χ y = χ * ( e y) = x * y pour tout x, y .
En particulier, on a e y = £ * ( £ y) = e * y . Done la classe de y

dans la partition P n'est autre que e y lui-meme. D Ό ύ le resultat.
2 => 1. C'est une consequence du Lemme 3.6.2. C.Q.F.D.

3.6.5. THEORfeME (d'associativite). Soit (H, *) tm cogroupe Λ P
partition de H telle que e = {e}. On suppose que (//, *) est
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un P-cogroupe et Von designe par (//, •) le comagma construit "a la
UtumΓ a partir de ce P-cogroupe.

Les trois propriέtέs suivantes sont alors equivalentes.
1. Le comagma (H, •) est un cogroupe.
2. Le comagma (H, •) est associatif.
3. Pour tous elements x, y de H, on a: x * y = ~x * y.

Demonstration. L'equivalence 1 o 2 decoule de la Remarque 3.2.5.
2 =» 3. Si (i/, •) est associatif on a alors, en particulier,

done
e * (x *y) = (e * x) * j .

Or ^ * z = z pour tout z puisque (H, *) est P-hypermagma. Done

* j; = x *y .
3 => 2. Reciproquement, si la condition 3 est satisfaite, on a

x . {y . z) = x * (y * z) = x * (y * z).

Or (H,*) est associatif par hypothese. Done

x (y - z) = x * (y * z) = (x * j;) * z = (Λ: y) z. C.Q.F.D.

3.6.6. L'exemple de Utumi. On designe par (//, +) le groupe
cyclique d'ordre huit H = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} . On considere la
partition de H formee des trois classes / = {0}, A = {1 ,4 ,7} ,
£ = { 2 , 3 , 5 , 6 } .

Ainsi (H, +) est un groupe qui est un P-hypermagma.
On pose x y — x + y.
On obtient "a la Utumi" le comagma (H, •). On verifie que la

condition 3 du Theoreme d'associativite 3.6.5 precedent est satisfaite.
De sorte que (//, •) est un cogroupe.

Utumi [9] a montre que ce cogroupe n'etait pas un Z)-hypergroupe.

3.6.7. REMARQUE. Comer et Utumi font intervenir "les inverses"
d'un element dans la condition 3 du Theoreme 3.6.5 precedent. On
peut s'en passer comme le montre la demonstration du theoreme. On
peut aussi faire le raisonnement direct suivant.

Soit (H, *) un hypergroupe de type C (par exemple un cogroupe)
ayant e pour neutre. On dit que y est un inverse de x lorsque e e
x * y. Or e e x * y ssi e e y * x. De sorte que y est inverse de x
ssi x est inverse de y. On designe par x~ι Γensemble des inverses
de x. Plus generalement on pose X~x = \JxeXx~x pour toute partie
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I de ί ί . On sait aussi que e * x~ι = x~ι pour tout x e H. Voir
Eaton [2] et Sureau [8].

On se donne une partition P de H telle que (H, *) soit un P-
hypermagma. On suppose que Γon a e = {e} et x *y = x *y pour
tous elements x, y de H.

On aura automatiquement

En effet, en remarquant que Γon a e e X ssi e e X, car e = {e}, on
a les equivalences suivantes:

e ex *y

3.7. Deuxieme cas particulier. Les hypermagmas du type Utumi.

3.7.1. Soient (//",*) un D-hypergroupe, e son element neutre et
(^);ce# u n classement.

On suppose que Γon a

e *x ex pour tout x.

Autrement dit,
e * 3c = x pour tout x.

On designe par (//, •) Γhypermagma correspondant construit "a la
Utumi"

X . y = x * y.

Tout hypermagma obtenu de cette maniere sera dit du type Utumi.
On se souviendra qu'on a alors

x*ycxyetxeex pour tous Λ: , y.

En particulier, e est unite a gauche dans (H, •).

3.7.2. L'exemple de Utumi rappele ci-dessus (3.6.6) est done un
cogroupe du type Utumi qui n'est pas un Z>-hypergroupe.

Comer [1] a pose la question suivante: Tout cogroupe est-il du type
Utumi? Notre reponse est non\ C'est ce que nous allons etablir. Pour
cela, nous commenςons par donner une caracterisation des hypermag-
mas (puis des comagmas et des cogroupes) du type Utumi.
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4. Caracterisation a Γaide des multiplicateurs. Dans tout ce para-
graphe, on designe par H un hypermagma.

4.1. Multiplicateurs. On appelle multiplicateur de H toute permu-
tation θ at H telle que

θ(χ y) = θ(x) - y pour tous x et y.

L'ensemble des multiplicateurs de H est un sous-groupe du groupe
des permutations de H. On Γappelle le groupe des multiplicateurs de
H.

4.2. Multiplicateurs speciaux. Pour tout element x de H, on dis-
tingue parmi les multiplicateurs ceux qui laissent x invariant. On
les appelle multiplicateurs speciaux relativement a x. Us forment un
sous-groupe du groupe de stabilite de x. Lorsque H est un hyper-
magma de type C on peut donner les caracterisations suivantes des
multiplicateurs speciaux relativement a Γelement neutre.

4.2.1. THέoRέME. Soit H un hypermagma de type C ayant e pour
neutre, Les trois enonces suivants sont equivalents.

1. σ est un multiplicateur special relativement a e.
2. σ est un automorphisme de H tel que

a{e JC) = e x pour tout x G H.

3. σ est un automorphisme de H tel que

σ(x) G e - x pour tout x G H.

Demonstration.
1 => 2. σ etant un multiplicateur de H, c'est une bijection de H.

On va montrer que c'est un morphisme bon.
Pour tout couple (x9y) d'elements de H, on peut ecrire,
d'une part

σ(x y) = σ(x)'y = σ(x) (e-y),

d'autre part,
σ(e y) = σ(e)>y = e>y.

O r o n a y € e -y, done σ(y) G σ(e y) = e y d ' o ϋ e σ(y) = e y .
Ainsi:

σ(x y) = σ(x) (e y) = σ{x) (e σ{y)) = σ(x) σ(y).

2=^3. De x ee - x on tire

σ(x) G σ(e - x) = e - x.
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3 =» 1. σ etant un automorphisme de H, c'est une permutation
de H. De plus on a

σ(e) = σ(e e) = σ(e) σ(e)

d'oϋ Γon tire σ(e) = e\ par ailleurs, pour tout couple (x , y) d'ele-
ments de H, σ verifie

<x(* y) = σ(*) σ(y) = <τ(*) (e

Or
σ(y) € e - y implique e σ(y) = e y.

Done
σ(x y) = σ{x) -{e y) = σ(x) y,

c5est-a-dire que σ est un multiplicateur special de H relativement
a e. C.Q.F.D.

4.3. Le D-hypergroupe sous-jacent On suppose que H possede une
unite a gauche e. On considere le groupe M des multiplicateurs de
H et le sous-groupe m des multiplicateurs speciaux relativement a e.

On considere ensuite le Z)-hypergroupe quotient

M/m = {am: σ e M}.

A chaque classe am correspond Γelement σ(e) de H. On obtient
ainsi une application canonique

φ: M/m —• H.

Cette application est injective.

En effet: soient σ, τ deux multiplicateurs de H. Si σ(e) = τ(^)
alors τ~ισ(e) = e done τ~xσ e m\ autrement dit σ e τm, soit
σm = τm. C.Q.F.D.

A Γaide de cette injection canonique φ on transporte Γhyperloi du
Z)-hyρergroupe M/m en une hyperloi sur la partie φ(M/m) de H.
On obtient ainsi une partie K de H munie d'une hyperloi * de sorte
que (K, *) est un D-hypergroupe canoniquement isomorphe au D-
hypergroupe quotient M/m.

On appellera (K, *) le Z)-hypergroupe sous-jacent a Γhypermagma
H relativement a e.

On observera ceci:
1. L'element neutre du D-hypergroupe (K, *) n'est autre que e.
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2. Soit x G H. Alors x G K ssί il existe un multiplicateur σ tel
que x = σ(e).

3. Soient x, y des elements de Â , et σ , τ des multiplicateurs tels
que x — σ(e), j ; = τ(e). Alors

z e x *y ssi z e σmτ(e).

4. Pour tous xeKetyeKona

x *y c x y.

En effet: soient z ex *y et σ, τ des multiplicateurs tels que

x = σ(e), y = τ(e) et z = στ(e).

Alors on a y = τ(e) e e τ(e) = e y et, comme σ est un mul-
tiplicateur, on obtient z = στ(e) — σ(y) e σ(e y) = σ(e) y =
x-y. C.Q.F.D.

On peut etablir plus generalement le resultat suivant.

4.4. LEMME. Soient (//, •) un hypermαgmα αyαnt une unite α
gauche e, et (AT, *) le D-hypergroupe sous-jacent relativement a e.
Alors, pour tout x G K et tout y G H, on a

(x y) Π K = x * [(e • y) Π AT].

Demonstration.
1. Soit z G (x y)nK o\x x e K. Autrement dit z ex y et z e K.

On choisit un multiplicateur σ tel que x = σ(e) et un multiplicateur
τ tel que z = τ(e).

Ainsi τ(e) = z e x y = σ(e) y = σ(e y). Soit t = σ~1(τ(^)) =
a - 1 ( z ) . On a ^ G β y et t = σ~ι(z) appartient a K.

De sorte que t e (e - y) n K. Or x = σ(e), / = cr~1τ(^) et z =
α(σ~ 1 τ(^)) done z e x * t c x *[(e - y) Γ\K],

2. Soient x , y et z trois elements de H verifiant x e K et
zex*[(e-y)nK].

II existe t e (e - y) ΠK tel que z e x * t. Done, d'une part, on a
z e i £ .

D'autre part, soit τ un multiplicateur tel que t = τ(e). II existe un
multiplicateur σ tel que σ(e) — x et z = στ(e). Done z = σ(ί) G
cr(^ y) = σ(^) y = x y . Ainsi z e (x - y)Γ)K. C.Q.F.D.

4.5. Le critere de Krasner-Utumi. Rappel. Nous dirons que Γhyper-
magma H est homogene lorsque, pour tous elements XQ , X\, yo, y\, c
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tels que X\ G Xo c et y\ G yo c, il existe au moins un multiplicateur
/ de H tel que

/(*o)=J>o et / ( x i ) = y i

En utilisant cette maniere de parler, on a la caracterisation suivante des
Z>-hypergroupes due essentiellement, et independamment, a Krasner
[5 et 6] et Utumi [9].

Critere de Krasner-Utumi. Soit K un hypergroupoϊde. Afin que K
soit un Z>-hypergroupe il faut et il suffit qu'il soit homogene et possede
une unite a gauche. (Voir aussi [3, paragraphe 9]).

4.6. Transitivite. Tout groupe de multiplicateurs de H peut etre
considere comme operant sur H. Aussi est-il legitime de poser la
definition suivante.

4.6.1. Definition. Soit G un groupe quelconque de multiplicateurs
de H. S'il existe un element a de H tel que G{ά) = {σ(a): σ G
G} = H, on dira que H est G-transitif.

II faut noter que cela equivaut a la condition G(x) = H pour tout
x G H. On peut aussi faire la remarque suivante.

4.6.2. LEMME. Soit H un hypermagma et a G H. Si G est un
groupe de permutations de H tel que G{a) = H, les enonces suivants
sont equivalents:

1. Tout element a de G est un multiplicateur de H.
2. Pour tous elements a de G et x de H, on a

σ(a - x) — σ(a) x.

Demonstration.
1 => 2. est immediat.
2 => 1. Soit σ un element de G.
On considere deux elements quelconques x et y de //. Puisque

G(α) = //, il existe r de G tel que x = τ(a).
II s'ensuit

σ(x - y) = σ{τ{a) y) = σ(τ(a y)) = στ{a y)

= (στ(α)) y = σ(x) y. C.Q.F.D.

4.6.3. THEORfeME (caracterisations des hypermagmas du type
Utumi). Soit H un hypermagma possedant une unite a gauche e.
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Soit M le groupe de tous les multίplicateurs de H. Les proprietes
suivantes sont equivalentes:

1. L 'hyperrnagma H est du type Utumi.
2. L'hypermagma H admet un groupe G de multiplicateurs pour

lequel il est G-transitif.
3. L'hypermagma H est M-transitif.
4. Le D-hypergroupe sous-jacent relativement a e recouvre H tout

entier.

Demonstration. Inequivalence 3 o 4 decoule des definitions (4.3 et

4.6.1.).
2 => 3. Si H est G-transitif il est a fortiori Λf-transitif.
3 => 2. Evidemment!
1 => 3. Par hypothese, il existe une hyperloi * sur H, un classe-

ment {x)xeπ de H tels que (H, *) soit un ZMiypergroupe et x y =
x * y pour tous x et y .

Mais tout multiplicateur θ du ZMiypergroupe (H, *) est multipli-
cateur de Γhypermagma (H, •). En effet:

θ(χ.y) = θ(x*y) = 0(x) *y = 0(x) y.

Or d'apres le critere de Krasner-Utumi, pour chaque x e //, il existe
un multiplicateur du Z)-hypergroupe (H, *) tel que 0(e) = x . Done
(H,-) est M-transitif.

4 => 1. Soit (JC, *) le Z)-hyρergroupe sous-jacent a (H, •) rela-
tivement a £.

Par hypothese, on a K = H.
Ainsi, d'apres le Lemme 4.4, on a:

x . y = x * (e . y).

En particulier, pour x = e, on obtient

e y = ^ * (̂  y).

On pose 3c = e x pour tout x E H. Ainsi (x)xeH
 e s ^ un classement

de (i/, •) et on a:

e * χ = ; χ et χ ); = χ*57

pour tous x et j ; de H.
Done l'hypermagma (//, •) est bien du type Utumi. C.Q.F.D.

4.7. COROLLAIRE. £//? comagma (resp. cogroupe) ay ant e pour neu-
tre est du type Utumi si et seulement si, pour tout element x, il existe
au moins un multiplicateur θ pour lequel θ(e) = x.
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Voici maintenant un critere analogue a celui de Krasner-Utumi pour
les Z>-hypergroupes.

4.8. COROLLAIRE. Soit H un hypermagmci possedant une unite a
gauche e. Les deux enonces suivants sont equivalents

1. L Ίnypermagma H est un D-hypergroupe.
2. // existe un groupe G de multiplicateurs de H tel que

(i) H soit G-transitif
(ii) g(x) = e x pour tout x G H oil g = {σ eG: σ(e) = e}.

De plus, dans ce cas, H est isomorphe au D-hypergroupe quotient

G/g.

1 => 2. Par hypothese il existe un groupe G\ admettant un sous-
groupe g\ tel que, a un isomorphisme pres, on ait H = G\/g\.

A tout a G G\ correspond un multiplicateur θa de H defini par

= ax\g\ pour tout xx G G\,

et Γapplication
θ: Gι -> S(H)

de G\ dans le groupe symetrique S(H) de H est un morphisme de
groupes dont Γimage G est un groupe de multiplicateurs de H.

La reproductibilite de G\ assure immediatement que H est G-
transitif. L'ensemble g des multiplicateurs speciaux de G relative-
ment a e correspond aux elements a de G\ verifiant ag\ = g\.

Autrement dit

g = {θa: aegι} = {θa G G: θa(e) = e}.

L'ensemble g est un sous-groupe de G.
Soit alors x = x\g\ et e = g\. On a g(x) = g\X\g\ = e x.

2 => 1. En reprenant les notations du paragraphe 4.3, le Theoreme
4.6.3. precedent etablit que φ est une bijection. De plus, pour tout
couple (σ, τ) d'elements de G, on a

ψ{ogτg) = σgτg(e) = σ(g(τ(e)))

et comme, par hypothese, g(τ(e)) = e τ(e), on a

Ainsi 9? definit un isomorphisme entre le D-hypergroupe G/g et
Γhypermagma ( / / , ) . C.Q.F.D.



LES COGROUPES ET LA CONSTRUCTION DE UTUMI 37

Dans la construction qui suit, on aura besoin de la notion de sous-
hypergroupe inversible a droite. On pourra consulter Sureau [7] pour
cela.

4.9. Une construction. Soit G un groupe multiplicatif ayant e
pour element neutre. On considere une relation d'equivalence R sur
G verifiant la propriete suivante

R{xR{y)) = R(x)R(y) pour tous x, y de G.

On pose:
g = R(e), x*y = xR(y).

On a alors ceci
1. g est un sous-groupe de G.
2. (G, *) est un hypergroupe.
3. (g, *) est un sous-hypergroupe inversible a droite de (G, * ) .

On considere le 2)-hypergrouρe G/g et le classement defini par ~xg =
R(χg)

4. Ce classement est une partition de G/g qui verifie la propriete

xgyg = *g yg

On pose enfin

5. Le cogroupe de type Utumi (G/g, •) est isomorphe a

Demonstrations.

1. Soient aeg, beg, x = a~ιb.

Alors

e e g = R(b) = R(ax) c R(aR(x)) = R(a)R(x)

= R(e)R(x) = R(eR(x)) = R(R(x)) = R(x).

Ainsi e G R(x) done I G ? . Autrement dit

Done g est un sous-groupe de G.
2. Se demontre sans detour.
3. II faut montrer que x £ y * g implique y G x * g. Or on a

y * <? = y<?, de sorte que:

x ey * g &y~ιx e g o x~ιy e g <=>y ex *g.
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4. On remarque tout d'abord que, pour tout x e G , o n a

R(xg) = R(xR(e)) = R(x)R(e) = R(x)g.

Done, d'une part, on a

et d'autre part, pour tout y e G, on a

u(xg) coupe ΛCv^) ^ Λ(x)# coupe R(y)g

«• (3xf e R(x))(3y' e R(y))(xfg = y'g)

=> R(xg) = R(yg) =» R(xg) coupe R(yg).

De sorte que le classement est bien une partition de G/g. Enfin

R(xgR(yg)) = i?(x£)i?()/£).

5. Le Theoreme 3.6.5 montre que (G/g, •) est un cogroupe. En-
fin, Γapplication x * g H+ X ^ est un isomoφhisme de Γhypergroupe
(G,*)/(g,*) sur (G/g, ) C.Q.F.D.

Voici, a present, un resultat qui montre que tout cogroupe du type
Utumi s'obtient par une construction du type precedent.

4.10. THEORέME. Soit G un groupe multiplicatif ayant e pour ele-
ment neutre et g un sous-groupe de G. On considere un classement
du D-hypergroupe G/g oil θ(xg) designe la classe de xg. On pose

et on suppose que (G/g, •) est un cogroupe.
On pose enfin

R(χ) = gθ(χg).

Alors on a ceci.
1. R est une relation d'equivalence sur G qui verifie la propriete

R(xR(y)) = R(x)R(y).

2. R(e) = g.
3. La construction precedente (4.9) redonne le cogroupe (G/g, •)

isomorphe a (G, *)/(#, * ) .

Demonstration. Notons * Γhyperloi du Z)-hypergroupe G/g.
D'apres le Theoreme 3.6.4, on peut dire ceci:
La collection P = {g * θ(xg): x eG} est une partition de G/g le

ZMiypergroupe G/g estun P-cogroupe; on a θ(g) = {g} et (G/g, •)
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provient "a la Utumi" de ce P-cogroupe. De sorte que le cogroupe
(G/g, •) est du type Utumi.

Le theoreme d'associativite 3.6.5 montre que Ton a alors
θ(xg * θ(yg)) = θ(xg) * θ(yg) pour tous x et y de G.

1. L'ensemble {gθ(xg): x G G} est une partition de G done R
est bien une equivalence sur G.

De plus,

R(xR(y)) = R{xgθ{yg)) = gθ(xgθ(yg))

= gθ(xg)θ(yg) =

D'oύ le resultat
2. et 3. sont sans detour.

5. Comagma associe a un groupe gironne.

= R(x)R(y).

C.Q.F.D.

5.1. Une construction. On se donne un groupe G ayant 0 pour
element neutre et note additivement.

On pose G* = G\ {0} et on se donne deux partitions de Γensemble
G* que Γon designera comme suit:

{C ,C} d'unepart

et
{F, F'} d'autre part.

Cela suppose que G possede au moins trois elements.
On se donne aussi deux partitions de G lui-meme que Γon designera

comme suit:
{£>,£>'} d'unepart

et
{E, E'} d'autre part.

On dira que (G C, C, F JF1, D, D!, E, E') est un groupe gironne.
On prend une autre copie G de G, disjointe de G. On choisit enfin
un element e hors de G et de G.

Si x e G, on designera par x Γelement correspondant de G. De
meme, si I c G , o n designera par X la partie correspondante de G.
On pose H = {e}uGu~G.

On definit enfin une hyperloί sur H resumee dans la table suivante.

e

X

~x

G

e x+C x+D

x + E' x + F'

G

x + C' x + D'

e x+E x+F
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Sur une colonne, on lit de haut en bas les produits ea, x α , xa (pour
tout x e G), oύ a = e pour la colonne de gauche, a est element de
G pout la colonne centrale et a est element de G pour la colonne de
droite.

Void quelques explications. La collection H(e) = {{e}, G, G} est
une partition de H. Pour chaque element a de H, Γhyperproduit ay
ne depend que de la classe a laquelle appartient y dans cette partition.

En particulier, on a

ae = a et a € £α.

On dira que Γhypermagma H ainsi construit est associe au groupe
gironne.

5.2. LEMME. L'hypermagma H associe a un groupe gironne est de
type C et verifie la reproductibilite (a gauche et a droite).

Demonstration.
Cl. L'element e est neutre dans H.
C2. Si ay Πaz Φ 0 alors y et z appartiennent a la meme classe

de la partition H(e). Autrement dit, ou bien y = z = e, ou bien y
et z appartiennent tous les deux a G,ou tous les deux a G. On a
done sy = sz pour chaque element 5 de H.

C3. La collection H(a) = {ay: y e H} = {{a}, aG, aG} est une
partition de H pour chaque element a de H.

Enfin, on a bien α// = H = Ha pour tout element α de
//. C.Q.F.D.

5.3. LEMME. L'hypermagma H associe au groupe gironne (G; C,
C , F , F1, D, D7, E, Ef) est un comagma si et seulement si on a les
egalites suίvantes entre cardinaux

1 + | C | + |Z>| = \E'\ + \F'\ = |C?|

En eίfet, ces egalites sont necessaires et suffisantes pour que la con-
dition C4 (paragraphe 3.1.) soit satisfaite.

5.4. Associativite. Voici des conditions necessaires et suffisantes
pour que Γhypermagma H associe au groupe gironne soit associatif.
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Ces conditions sont formees des six paires suivantes:

(1) (C + D)U{D + F') = G, (F + E)U(E + C') = G,

(2) (C + C')U(D + E) = G*, {F + F')\J{E + D) = G*,

(3) (C + C) U

(4)

(5) (C' + C)U(D' + E) = G, (F' + F')U(E' + D) = G,

(6) (C' + D')ί)(D' + F) = G, (F1 + E') U (E' + C) = G.

On peut les ramasser sous la forme matricielle commode suivante

m . , - . / C Z)\ (C D\ (G* G
( 1 ) e t ( 2 ) U F) \E F') = \G G

t ^ (C D'\ (C D'\ ίG* G

et(6) ^ J ^ J ^

(4)et(5)

5.4.1. LEMME. LΊiypermagma H associeangroupegironne (G\ C,
C , F, Ff, D, Df, E, E1) est associatif si et seulement si les six paires
de conditions precedentes sont remplies.

La demonstration, technique mais sans detour, est renvoyee en ap-
pendice.

5.4.2. REMARQUE. Lorsque les six paires de conditions d'associati-
vite sont satisfaites, on a necessairement

C = -C, F = -F, E' = -D, Df = -E

(oϋ -X designe Γensemble des opposes des elements de X dans le
groupe G).

En effet: La condition (2) implique que 0 φ C + C, done -C c C
et -C c C d'oύ l'egalite C = -C.

De meme F = — F.
D'autre part, toujours d'apres (2), on doit avoir 0 φ. D + E, done

-D c E1. De meme la condition (3) implique que Ton a O ^ D ' + F ,
done -D' c E. Or {E, E'} et {-£>, -D'} sont des partitions de
G. DΌύ £' = -i) et E = -D1 (i.e.) Df = -E. C.Q.F.D.

5.5. Un cas particulier. Groupe taille. On considere une partition
{*S, T} de G* verifiant les deux conditions suivantes

(S + T) U T = G* et T+T = G.
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On dira que (G;S,T) est un groupe taille.
On prend alors U = S U {0} et

C = S, C' = T,

F = S, F'=T,

D=U, D'=T,

E=T, E'=U.

On obtient alors un groupe gironne particulier

(G S, T,S, T, U, T, T, U).

On dira que Γhypermagma associe a ce groupe gironne est Γhyper-
magma associe au groupe taille (G S, T).

On va verifier que les six paires de conditions d'associativite sont
toujours satisfaites dans ce cas.

En effet: On commence par remarquer que Γon a S -f T c G*
par l'hypothese. Done S = -S et T = -T. Ainsi 0 € S + S et
(T + S)UT = G*.

Et done U + T=T+U = G*. On verifie ensuite, une a une, les
six paires de conditions:

(1) (C + D)U(D + F')=(S+U)U(U + T)

{F + E)l>(E + C') = (S+T)U(T+T) = G,

(2) (C + C)U(D + E) = (S+T)U(U+T) = G*,

(F + F') U {E + D) = (S + T) U (T + U) = G*,

(3) (C + C) U (£>' + E') = (T + S)U{T+U) = G*,

(F' + F)U (E' + D') = (T + S)U(U+T) = Gt,

(4) (C + D) U (£>' + F') = (Γ + U) U (Γ + Γ) = G,

(F' + E) U (E' + C) = (Γ + Γ) U (C/ + T) = G,

(5) (C + C) U (£>' + £) = (Γ+ Γ) U (Γ+ T) = G,

(F' + F')U (E' + D) = (T + T)U (U + U) = G,

(6) (C + !>') U (£>' + F) = (Γ + T) U (Γ + 5) = G,

(F' + E') U {E1 + C) = (T + U) U (U + 5) = C?* U {0} = G.

On a done le resultat suivant:

5.5.1. LEMME. L'hypermagma associe a un groupe taillέ est toujours
un hypergroupe de type C.

Voici, a present, une condition pour que Γhypergroupe associe a un
groupe taille soit un cogroupe.
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5.6. THEORfeME. L'hypergroupe H associe au groupe taille (G S,
T) est un cogroupe si et seulement si Von a

(5.6.1) 2|SΊ + 2 = 2|7Ί = |<7|.

Demonstration. On utilise le Lemme 5.3.
La condition est necessaire car, avec les notations de ce lemme, on

doit avoir

autrement dit

1 + |S| + |5Ί + 1 = |Γ | + |Γ | = |C?|.

La condition est suίϊisante car on aura toujours

l + \E\ + \F\ = l + \T\ + \S\ = \G\

et
\E'\ + | F ' | = 1 + \S\ + \T\ = |G|. C.Q.F.D.

REMARQUE. Lorsque le groupe G est fini, H est un cogroupe

ssi 2 |5| + 2 = |G| ssi 2\T\ = |G|.

Lorsque le groupe G est infinU H est un cogroupe

Les deux lemmes qui suivent nous serviront a etablir des criteres suf-
fisants pour qu'un cogroupe associe a un groupe taille ne soit pas
du type Utumi.

5.7. LEMME. Soient (G S, T) un groupe taille, H Γhypergroupe
associe, 0 Velement neutre de G, e Velement neutre de H.

On suppose la condition suivante satisfaite.

(5.7.1) ISnOc + S)! < \S\ pour tout xeG*.

II n'existe alors aucun multiplicateur θ tel que θ(e) = 0.

Demonstration. Raisonnons par Γabsurde.
Soit θ un multiplicateur tel que θ(e) = 0.
Alors

Θ(G) = θ(eG) = θ(e)G = 0G = {e}uSuV oύ U = S U {0}.

Soit Y = θ'ι(S). Ainsi Y cG.
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On considere alors les deux intersections suivantes:

I = (eG)nf){yG:yeY},

J = (OG)nf){xG:xeS}.

On a done Θ(I) = J. Les deux ensembles / et / devraient done
avoir meme cardinal.

Or, on va voir que |/| < 1 et |/ | > 2.

En effet: Supposons que / renferme les deux elements a et b.
Alors a eG et aey + S pour tout y eY, done y e(a — S) = a + S.

Autrement dit Y c a + S. De meme, on aura Y c b + S. Done

\(a + S)Π(b + S)\>\Y\ = \S\.

En posant d = -b + a, on aura done

|S|<|(tf + S)n(6 + S)|
< |(-Z? + α + S) Π (-6 + b + 5)| = |(d + S) n 5|.

D'apres la condition (5.7.1), on a done d = 0 soit a = b.
Ainsi |/| < 1.
D'autre part, on a e e J car ̂ e x G pour tout x e G. Et on a

aussi U € / : en effet, 0 e U = D done U € ΰ done O G O G ; et,
pour chaque x e S = C, on a (-x) eS c D done O G ( I + D ) d'oύ
UEJC + D

Ainsi | / | > 2 . CQ.F.D.

5.8. LEMME. Soient (G S, T) un groupe taille, H I'hypergroupe
associέy 0 Velement neutre de G, e Velement neutre de H.

On pose

A= f){x + S: xeS},

B= f\{x + T:xeSu{0}}.

On suppose que I'on a Γinegalite suivante:

(5.8.1) \A\>l + \B\.

II nyexiste alors aucun multiplicateur θ de H tel que θ(e) = 0.

Demonstration. On raisonne par Γabsurde.
Soit θ un multiplicateur de H tel que θ(e) = U.
Alors:

Θ(G) = 0(eG) = 0(e)G = 0G = {e}uTuS.
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Ainsi θ~ι(S)cG. Soit 7 = e~l(S) (avec Y c G).
On considere les deux intersections suivantes

Ainsi Θ(I) = J. On devrait done avoir |/| = \J\. On va montrer
cependant qu'il n'en est rien.

En effet: On a eG = G et yG = {e} U (y + T) U (y + 5) pour tout
y eY. De sorte que Ton a:

D'autre part, on a:

0 G = {e\ u T U S et

pour tout
Done

= {e}uBuN

Verifons que N est vide, par Γabsurde.
Si on avait a e N, on aurait a e (x + S) pour tout x G ASU{0} . En

particulier, on aurait done a e S done aussi a G (a + S), autrement
dit 0 e S c G* ce qui est absurde.t e S c * ce qui est absurde.

On a done, finalement:

On distingue alors deux cas:
1 er cas. Si / est vide, alors |/| = 0 et | / | > 1.
2 erne cas. Si / n'est pas vide.
II existe alors un element a e f]{y + S: y e Y}. Done Y c a - S =

a + S (car S = - 5 ) . Ainsi

+ x + S:xeS} = a + f^\{x + S: x e S}

= a + A.

Or, par hypothese on a \A\ > 1 + |J?|. DΌύ |/| > \A\ > 1 + | 5 | = | / |
(car e $ B). Dans les deux cas, on a done bien |/| φ\J\. C.Q.F.D.
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5.9. THEORέME. Soit (G S, T) un groupe taille tel que la propriete
suivante soit satisfaite.

(5.6.1) 2|S| + 2 = 2|Γ| = |G|,

et soit H le cogroupe associe. Lorsque Vune ou Γautre des conditions
5.7.1 ou 5.8.1 est satisfaite, le cogroupe H n'est pas du type Utumi.

Cela decoule de notre critere 4.7 a travers les deux Lemmes 5.7 et
5.8 ci-dessus.

5.10. Exemples de cogroupes finis qui ne sont pas du type Utumi.

5.10.1. Une premiere famille. On se fixe un entier n > 2, on pose
m = An et on considere le groupe cyclique G = Z/mZ.

On pose

S = {n+ 1, ... , 3/1- 1} et T = {1, ... , n\ 3Λ, ... , An - 1}.

obtient un groupe taille (G\ S, Γ) #w/ v m ^ /es conditions 5.6.1
rt 5.7.1.

£n effet:
Γ On a |5 | = In - 1, |Γ| = In, |G| = 4n, et la condition 5.6.1

est verifiee.
2° On cα/cute Γ + T

Γ + Γ = {2, ... , 2/i; 3/i + 1, ... , 5 n - 1; 6π, ... , 8/1-2}. Soit, en
calculant modulo 4n, Γ + Γ = {2, ... , 2/i; 3/ι+ 1, ... , 4/i; 1, ... ,
/i - 1 2/i, ... , 4/i - 2} = G.

3° On calcule S+T

S + T = {n + 2, ... , 4n - 1 An + 1, ... , Ίn - 2}

= {n + 2, ... , 4/1- 1; 1, ... , 3n-2}

et, comme n > 2, on a 3n-2 > n+2, done 5 + Γ = {1, ... , An-l} =
G*. Ainsi (G; S, T) est bien un groupe taille.

4° Enfin, pour x Φ 0, on a x + 5 ^ *S car 5 est un "arc" dans le
groupe cyclique! Done \S Π (x + S)\ < \S\.

Et la condition 5.7.1 est verifiee. C.Q.F.D.

On designe par H{n) le cogroupe associe.

La famille H(n), n > 2, est done une famille de cogroupes finis qui
ne sont pas du type Utumi.
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Lecogroupe H(ή) possede 2ra+l = 8/2 + 1 elements. Le plus petit
de la famille, H(2), possede 17 elements. Voir sa table ci-dessous en
appendice.

5.10.2 Une deuxieme famille. On se fixe un entier n > 1, on pose
m = 8/2 + 2 et on considere le groupe cyclique G = Z/mZ.

On pose

S = {/ι+ 1, . . . , 3/r, 5/1 + 2 . . . , 7/1+1},

Γ = {1, . . . , /2; 3 n + 1, . . . , 5/2 + 1; 7/2 + 2, . . . , 8/2 + 1}.

On obtient un groupe taille (G; S, T) qui verifie les conditions 5.6.1
Λ 5.8.1.

En effet:
1° On a \S\ = 2n + 2n = An, \T\ = 4n + 1, |G| = 8/2 + 2, et la

condition 5.6.1 est verifiee.
2° On calcule T +T

Γ + Γ = {2, . . . , 2/ι 3/ι + 2, . . . , 6/i + 1; 7/1 + 3, . . . , 9/ι + 1;

6/1 + 2, . . . , lOw + 2; 10/1 + 3, . . . , 13/2 + 2;

14/1 + 4, . . . , 16/2 + 2}

= {2, . . . , 2/2 3/2 + 2, . . . , βn + 1 Ίn + 3, . . . , 8/2 + 1

0, . . . , n - 1 6/2 + 2, . . . , 8/2 + 1 0, . . . , 2n

2/ι + l , . . . , 5/ι 6/1 + 2, . . . , 8/1} = G.

3° On calcule S+T

S+T={n + 2, . . . , 4/2; 4/2 + 2, . . . , 8/2+ 1; 8/2 + 3, . . . , 11/2+ 1;

5/ι + 3, . . . , 8/1 + 1 8« + 3, . . . , 12/2 + 2

12/2 + 4, . . . , 15/2 + 2}

= {/2 + 2, . . . , 4/2 4/2 + 2, . . . , 8/2 + 1 1, . . . , 3/2 - 1

5/2 + 3, . . . , 8/2 + 1 1, . . . , 4/i 4/ί + 2, . . . , Ίn}

= {1, . . . , 4/2;4/2 + 2, . . . , 8/2+ 1}.

Or (4n + 1) e Γ done (S + T) U T = G*.
De sorte que (G; S, T) est bien un groupe taille.
4° On montre enfin que la condition 5.8.1 est verifiee en etablissant

que \A\ > 2 et \B\ = 0 (avec les notations du Lemme 5.8).
( l ) O n a 5 = - 5 f . Done, pour tout x e S on a 0 e x + S, d'oύ

0 e A. D'autre part, en posant r = 4/2 + 1, on a r + S = S. Done
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A = f){x + S; x eS} = f]{χ + r + S: x e S} = r+A. Or 0 appartient
a A done r aussi et par suite on a \A\ > 2.

(2) Pour montrer que Γensemble B = f]{x + T: x e S U {0}} est
vide, on raisonne par Γabsurde.

Si a G B, on aurait, en particulier, S c a — T = a+T et cela n'est
pas possible: S est compose de deux "arcs" chacun de "longueur" 2/2
tandis que T est compose de trois "arcs" de "longueurs" respectives
n, 2n+\, n. C.Q.F.D.

On designe par K(n) le cogroupe associe.
On obtient ainsi une deuxieme famille, K(n), n>\,de cogroupes

finis qui ne sont pas du type Utumi.

Le cogroupe K(ή) est d'ordre 2m + 1 = \6n + 5 . Le plus petit de

la famille, K(l), est d'ordre 21.

5.10.3. Une troisieme famille. On prend w > l , m = 8w + 6,

G = Z/mZ,

S = {n + 2, . . . , 3n + 2 5n + 4, . . . , Ίn + 4},

Γ = {1, . . . , /ι+ 1; 3/ι + 3, . . . , 5Λ + 3 ; 7n + 5, . . . , 8/1 + 5}.

On obtient un groupe taille (G; S, T) qui verifie les conditions
5.6.1 et 5.7.1.

En effet:
1° On a \S\ = (2/i + 1) + (2/ι + 1) = 4/i + 2, \T\ = An + 3,

1(71 = 8/ι + 6, et la condition 5.6.1 est verifiee.
2° On αj/cttfe Γ + T et on trouve T+T = G.
3° O/z cα/cw/e 5 + Γ et on trouve S + Γ = G*.

On voit ainsi que ((7; *S, Γ) est bien un groupe taille.
4° La condition 5.7.1. L'ensemble S est compose de deux "arcs"

SΊ = { « + 2 , ..., 3/2 + 2 } et S 2 = { 5 « + 4 , ..., 7/2 + 4 }

tous deux de "longueur" 2/2 + 1.
Supposons que x + S = S et x ^ O . On a alors x + S\ = S2 et

x + S2 = S{ done 2x = 0 autrement dit x = 4/2 + 3 mais pour cette
valeur de x , o n a x + S\ Φ S2 .

Ainsi, pour tout x ^ 0 , o n a J C + * S f ^ 5 ' done \S Π (x + *S)| <
\S\. C.Q.F.D.

On designe par L(n) le cogroupe associe.
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On a ainsi une troisϊeme famille, L{n), n > 1, de cogroupes finis
qui ne sont pas du type Utumi.

Le cogroupe L(n) est d'ordre 2m + 1 = I6n + 13. Le plus petit de
la famille, L(l) , est d'ordre 29.

6. Comagma associe a un ensemble totalement ordonne. On se donne
un ensemble E totalement ordonne et pointe. On designe par < la
relation d'ordre total et par 0 Γelement distingue de E. Pour tout
element a de E, on pose

Da = {xeE\x>a},

et Γon definit un hyperproduit sur E comme suit:

(S2 sib<0,

ab = < {a} si b = 0,

( D2 si b > 0.

On obtient ainsi un hypermagma H(E, 0) associe a Pensemble to-
talement ordonne pointe (E, 0).

De toute evidence 0 est unite scalaire a droite et, si E = {0},
Γhypermagma H(E, 0) est un groupe!

Lorsque E Φ {0}, on va donner des conditions necessaires et suf-
fisantes pour que H(E, 0) soit un cogroupe. Pour cela, on etablit le
lemme et le theoreme suivants.

6.1. LEMME. On suppose E Φ {0} et Von pose H = H(E, 0). On
a alors

1° xH = H pour tout x de H ssi 0 n 'est ni premier ni dernier
element.

2° Hy = H pour tout y de H ssi E n 'a ni premier ni dernier
element.

La demonstration de la premiere equivalence est triviale. Celle de
la seconde repose sur les egalites suivantes:

ύy = 0,

Sx si>><0,

Dx ύy> 0.

Si p est le premier element de E, distinguons deux cas:
1. S'il existe y > 0, alors Hy = \JxeHDx et il s'ensuit p φ Hy.
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2. S'il n'existe pas d'element y > 0, alors on a p < 0 et 0 <£ So =
Hp.

Ainsi, la reproductibilite a droite de // necessite que E n'ait pas de
premier element et, de meme, de dernier element. Reciproquement,
si E n'a ni premier ni dernier element il s'ensuit

Hy = ( J Sx = H pour tout y < 0,

= ( J Z)x = H pour tout y > 0,
xeH

HO = H. C.Q.F.D.

6.2. THEORfeME. On suppose E φ {0}. Soit H = H(E, 0). Les
trois assertions suivantes sont alors equivalentes:

(i) L'hypermagma H est un hypergroupe.
(ii) L 'ensemble totalement ordonne E est dense et n 'a ni premier

ni dernier element
(iii) L'hypermagma H est un hypergroupe de type C.

Demonstration. L'assertion (iii) implique trivalement (i).
Reciproquement, si H est un hypergroupe, pour tous a, b et c

de H, Γensemble ab Π ac est non vide seulement dans les trois cas
suivants:

b = c = 0 alors ab = {a} = ac,

b > 0 et c> 0 alors ab = Da = ac,

b < 0 et c < 0 alors ab = Sa = ac.

Ce qui montre que 7/ est de type C, et done (i) implique (iii). On
etablit maintenant Pequivalence de (i) et (ii).

Si H est un hypergroupe, par le Lemme 6.1, Γensemble E n'a ni
premier ni dernier element et si E est non dense il existe au moins un
element a de E ayant un successeur immediat c = a+ et alors, pour
tout element b > 0 de E (dont Γexistence est assuree par Γabsence
d'un dernier element) on a:

a(bb) = aDb=Da^Dc=\jDx = (ab)b
x>a

ce qui est absurde!
Inversement, si E (Φ {0}) est dense sans premier ni dernier ele-

ment, le Lemme 6.1 assure la reproductibilite de Γhyperloi de H.
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Verifions-en Γassociativite. Pour cela, a, b et c etant trois elements
de H, on pose u = a(bc) et v = (ab)c.

Pour c = 0 ou b = 0 on verifie aisement u = v. Pour c / 0 et
6 / 0 distinguons 4 cas:

b > 0 et c> 0: On & be = Db ^ 0, d'oύ:

v = Dac=\jDx.
x>a

L'inclusion v c w est immediate, et, si a est dans u, par la densite
de £",11 existe β verifiant a < β < a d'ou Γon tire a e Dβ c v et
Γon conclut u = v . Ainsi pour 6 > 0 et c > 0, il vient a{bc) = Da =
(ab)c. On traite de meme les trois cas restants:

b > 0 et c < 0, aφc) = H= (ab)c

b < 0 et c> 0, Λ(ftc) = H = (ab)c

b < 0 et c < 0, α(ftc) = ^ = (ab)c C.Q.F.D.

On en arrive maintenant aux conditions necessaires et suffisantes
annoncees en debut de paragraphe.

6.3. THέORέME. Si E φ {0}, alors H = H(E, 0) est un cogroupe
ssi:

1. L 'ensemble E est dense, sans premier ni dernier element et
2. on a \SX\ = \S0\ et \DX\ = \DQ\ pour tout x de E.

En effet, la condition 1 est necessaire et suffisante pour que H soit
un hypergroupe de type C (e'est le theoreme precedent) et, pour tout
x et y de H, on a

ί \SX\ s i y < 0 ,

\xy\ = < 1 siy = 0 ,

[ \DX\ siy>0.

Ainsi, JJCJVI est independant de x si et seulement si tout x de H
satisfait les egalites

\SX\ = \S0\ et \DX\ = \D0\. C.Q.F.D.

La seconde partie de ce paragraphe est consacree a la determination
des multiplicateurs de Γhypermagma H(E, 0).
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6.4. THέORέME. Pour qu'une application θ: E —• E soit un multi-
plicateur de H(E, 0), ilfaut et il suffit que θ soit un automorphisme
d'ordre de E.

Supposons que θ soit un multiplicateur de H(E, 0). C'est une
permutation de E. On va etablir que θ est un automorphisme d'ordre
de E, c'est-a-dire:

x < y => θ{x) < θ{y).

On distingue trois cas:
x > 0. Alors on a y > 0 εt y e xy = Dx mais d'autre part

θ(xy) = 0(*)y = A? W

done 0(y) appartient a DQ(X) soit β^) > θ(x).
y < 0. Comme ci-dessus: x < 0 et x e yx = Sy mais 0(^x) =

0(j;)x = Sθ{y), done 0(x) e ^ ( } ; ) soit (9(x) < β(y).
x < 0 rf y > 0. Alors on a y e xy = Dx d'oύ θ(y) e θ(xy) =

0(x)y = Dθ{x). Ainsi (9(y) > Θ(x).
Reciproquement, supposons que θ soit un automorphisme d'ordre

de E et considerons deux elements x et j ; de E. On va montrer
l'egalite θ(xy) = θ(x)y.

Pour cela, on distingue encore trois cas:
y = 0. Alors on a xy = x, d'oϋ θ(xy) = θ(x) done

y > 0. II s'ensuit xy = Z)x et 0(^)y = DΘ(X)

d'oϋ 0(jcy) = Θ(DX) = θ({z: z > x})

= {θ(z):θ(z)>θ(x)}

= Dθ(x) = θ(x)y.

y < 0. Comme ci-dessus on obtient

0(*>;) = Θ(SX) = Sθ{x) = θ(x)y. C.Q.F.D.

6.5. COROLLAIRE. Si I'hyper'mαgmα H(E,0) est un cogroupe αlors
les deux έnonces suivαnts sont equivalents:

(i) Le cogroupe H(E, 0) est du type Utumi.
(ii) Pour chaque element x de E, // existe au moins un automor-

phisme d'ordre f de E verifiant /(0) = x.

Le corollaire est immediat compte tenu des resultats 4.7 et 6.4.
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6.6. Une famille de cogroupes. On presente maintenant une famille
de cogroupes C(λ) associes des ensembles totalement ordonnes E(λ)
et qui servent d'exemples et de contre-exemples.

Pour chaque ordinal λ > 0, on considere la somme ordinale de λ
copies de R

C'est un ensemble totalement ordonne dense, sans premier ni dernier
element. On pointe Γensemble E(λ) en 0 = (o, o), Γorigine dans la
premiere copie Ro de R.

On considere alors Γhypermagma associe C(λ) = H(E(λ), 0}. C'est
un hypergroupe de type C, en vertu du Theoreme 6.2.

Commenςons par observer ceci.

1. Tout automorphisme f de Γensemble totalement ordonne E(λ)
transforme chaque copie R/ en elle-meme.

En effet: On remarque tout d'abord que /(R/) qui est isomor-
phe a R ne saurait couper deux composantes distinctes de E(λ) car,
sinon, il couperait deux composantes consecutives R7 et R ; + i ce qui
determinerait une coupure sur /(Rz ) !

Ainsi, pour chaque / < λ, il existe φ(i) < λ tel que /(R/) C R^(, ).
Et puisque Ton a de meme f~{(Rφ^) c R/, on conclut que /(R, ) =
Hφ(i) e t Ψ e s t u n e application surjective strictement croissante de
Γordinal.A sur lui-meme. On a done φ(i) = /. C.Q.F.D.

On designe par γ le cardinal du continu, γ = 2̂ o 9 et on observe
ensuite ceci.

2. Pour 0 < \λ\ < γ, Γhypergroupe C(λ) est un cogroupe.

En effet: II suffit de montrer que, pour chaque x E E{λ), on a

(5^1 = \DX\ = y

et d'appliquer le Theoreme 6.3.
Or, si x appartient a la copie R, (/ < λ), on a d'une part

7 < \SX\ <

d'autre part

DΌύ le resultat.
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3. Ainsi, pour 2 < \λ\ < γ, Vhypergroupe C(λ) est un cogroupe qui
n 'est pas du type Utumi. C'est une consequence de ce qui precede et
du Corollaire 6.5.

On pourra observer, enfin, que C(l) est un Z>-hypergroupe et que
C(2) est un exemple simple et commode de cogroupe qui n'est pas du
type Utumi.

6.7. Un dernier exemple. L'un des hypergroupes de la famille C(λ)
definie ci-dessus presente une particularite sur laquelle nous dirons
deux mots pour finir. II s'agit de C(θ) oϋ θ = γ+ est le cardinal
successeur immediat du cardinal du continu γ = 2**o.

1. LΊtypergroupe C(θ) est un cogroupe. Plus precisement, pour
chaque x e E(θ), on a

\SX\ = γ et \DX\ = θ.

En effet: Si x appartient a la copie R, (/ < θ), on a

<γγ =

car Γensemble {j\j < i} a pour cardinal γ au plus. D'oύ \Sx\ = γ.
D'autre part,

et Γensemble {j\i < j < θ} a pour cardinal θ done

θ > \DX\ > θ γ = θ.

DΌύ

\DX\ = θ.

Le Theoreme 6.3 permet de conclure que C(θ) est bien un co-
groupe. C.Q.F.D.

2. Le cogroupe C{θ) n'est pas du type Utumi.
C'est une consequence du Corollaire 6.5 et de 6.6.1.
3. Pour chaque couple (x, y) dfelements non nuls de C(θ) tels que

0 € xy, les deux ensembles Ox et Oy n βont pas le meme cardinal.
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En effet: Les deux elements x et y ne sont pas du meme cote par
rapport a 0. Supposons done que Ton ait

Alors

de sorte que Γon a

De meme, si Γon avait

x < 0 et y > 0.

Ox = So et Oy = Do

\0x\ = γφθ = \0y\.

x > 0 et y < 0

C.Q.F.D.
on aurait

|0x| = θφγ = \0y\.

Cette derniere particularite ne se recontre jamais dans les cogroupes
finis. On relira a ce sujet le Theoreme 5 de Eaton [2]. On notera, au
passage, que la demonstration donnee par Eaton, quelque peu cursive,
ne saurait s'appliquer aux cogroupes infinis.

Appendices

Demonstration des conditions d'associativite 5.4.
On se donne des elements α, b, c de H.
On pose u = a(bc), v = (ab)c.
1. Pour c = e: on a u = α(6e) = ab et t> =

= v.
2. Powr b = e,cφe: O n a

Done

v } \aG si c e G j ac

v = (ae)c = αc. Done u = vk nouveau.
3. Pour a = e, b Φ e, c Φ e: On a w = eφc) et i; = (^έ)c. DΌύ

le tableau suivant qui donne aussi bien la valeur de u que la valeur
de v . On constate done a nouveau Γegalite u = v.

\c

b\

G

G

G

H

H\{e}

G

H\{e}

H
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En resume, on a u = v si Γun quelconque des elements a, b, c
est egal a e. II s'ensuit done que, pour toutes parties A et B de
H, on a Λi? = (Ae)B = A(eB), ce qui permet d'ecrire simplement
AB = AeB.

4. Pour a Φ e, b Φ e, c / £ : i l y a 2 x 2 x 2 = 8 cas a examiner
que nous regroupons en 4 + 4 suivant que a est dans G ou dans G.

4.1. Cas oil a eG. II se decompose en quatre cas.

4.1.1. Cas b £ ( ? , c € G. En vertu de 3 on a w = a(bc) = ae(bc) =
aH = H et

= (ab)c = ({e} υ(a + C)u(a + D))G

= <? U {<?} U (α + C + C) U (α + C + D)

U(a + D + E')[J (a + D + Fr).

Ainsi, on aura u — v si et seulement si Γon a la condition

P(a) (a + C + D)U(a+D + F') = G.

Pour a = 0, cette condition s'ecrit

(1) (C + D)U(D + F') = G.

Et Γon voit bien que la condition P(a) est satisfaite pour tout a € G
si et seulement si la condition (1) est satisfaite.

On procede de meme pour les trois autres cas.

4.1.2. Cas b eG, c eG. u = a{bc) = ae{bc) = a(H\{e}) =
H\{a}. Et

v = (ab)c = ({e} u (a + C) u (α + 2>))G

U (a + D + E) U (α + D + F).

On aura done u = υ pour tout α € G, si et seulement si Γon a

(2) (C + C')U (£> + £) = (?*.

4.1.3. Cas beG, ceG. u = a(bc) = H\{a}.Έi

v = (ab)c = {{a + C ) U (a + £>'))(?

{e} U (a + C + C) U (α + C + D)
U(a + D' + E') U(a + D' + F').
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On aura done u — v pour tout a e G si et seulement si les deux
conditions suivantes sont reunies

(3)

(4)

( C + C) U (D' + E1) = G*,

( C + D) U (£>' + F') = <7.

4.1.4. Cas beG, ceG. u = a{bc) = H. Et

υ = (ab)c = ((a + C) u (a + D'))G

= (a + C' + C) U (a + C' + D>) u {*>}

U (a + Z>' + £) U (α + Z)' + F).

Ainsi w = υ pour tout a € (?, si et seulement si les deux conditions
suivantes sont remplies

(5)

(6)

C')U{D'

4.2. Cas oil a € G. II s'obtient par "symetrie" en echangeant d'une
part C e t F , d'autre part D et E. C.Q.F.D.

TABLE DU COGROUPE H(2) (paragraphe 5.10.1)
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G = Z/SZ S = { 3 , 4 , 5 } Γ = { 1 , 2 , 6 , 7 }

C = F = S D = SU{O} E=T
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