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88. FEinige Eigenschaften der endlichen separablen
algebraischen Erweiterungen uber per-
fekten Korpern.

Von Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut der Hokkaido Kaiserlichen Universitit zu Sapporo.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA,, Nov. 12, 1941.)

Die vorliegende Note soll als eine Vorbereitung meiner Arbeiten
iiber die abelschen Erweiterungen iiber perfekten Korpern dienen, in
denen die klassische Klassenkorpertheorie im Kleinen von einem sehr
allgemeinen Standpunkt aus behandelt wird.

Hilfssatz 1. Es sei k ein exponentiell bewerteter Korper in bezug
auf einen Primdivisor p und K eine endliche Erweiterung vom Grade
n tber k. Ist dann P ein Primteiler von p aus K, so ist der Rest-
klassenkorper & nach P in K endlich algebraisch von einem Grade
< n tber dem Restklassenkérper f nach p in %.

Beweis. Es sei @y, ..., @, ein Elementsystem aus £ und m > n.
Ferner sei w; ein Reprisentant aus o; (1 <7 <m). Dann gilt fir die
fir p ganzen Elemente ay, ...,a, aus k:

m
_Z Q;w; = 0 ’
=1

weil (K:k)=n<m ist. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann
man annehmen, dafl unter den @; mindestens eine Einheit (in bezug
auf p) existiert. Geht man nun in den Restklassenkorper iiber, so er-
hélt man

wo die @; Elemente aus ! bedeuten und mindestens eines von den a;
von Null verschieden ist. Somit ist gezeigt, daBl die @, ..., @, tiber f
linear abhingig sind. Hieraus schlieBt man in geldufiger Weise, dafl
& iber f endlich algebraisch von einem Grade < ist.

Im folgenden bezeichne %k durchweg einen perfekten Koérper in be-
zug auf einen (Exponenten-) Primdivisor p, und K sei eine endliche
separable Erweiterung vom Grade n tiber k. Dann besitzt K bekannt-
lich nur einen einzigen Primteiler ¥ von p. Wir konnen im folgenden
ohne Mifiverstindnis vom Restklassenkorper von K bzw. k sprechen,
indem wir darunter stets den Restklassenkorper K/ bzw. k/p ver-
stehen, und bezeichnen ihn mit & bzw. £

Betrachtet man nun die Wertgruppe w(K) bzw. w(k) von K bzw.
k, so ist w(K)/w(k) endlich. Wenn man also mit f und e bzw. (K:k)

und (w(K) : w(k)) bezeichnet, so gilt stets:
ef |n.
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Wir nennen den Korper K iiber k& unverzweigt, wenn e=1 ist. Wenn
insbesondere f=m ist, so heile K tber k eigentlich-unverzweigt. Ob-
wohl K uber k separabel ist, so braucht K doch nicht {iber f separabel
sein. Es existiert daher iiber f ein maximaler separabler Teilkoérper
& von & Dabei bezeichnen wir mit f;, den Grad von &" nach f und
nennen f; den reduzierten Restklassengrad von K tber k. Es sei &
ein primitives Element von &* iiber f, und ferner f(x)=a"+aw 1+
---+@y, ein irreduzibles Polynom in f[x], welches &, als eine Nullstelle
besitzt. Im Integritidtsbereich &*[x] gilt nun:

f@)=@—E)j),

wo g(x) ein Polynom aus £*[x] bezeichnet. Ferner gilt wegen der
Separabilitit von & tiber f:

(@—E), g@))=1.

Nun bezeichnen wir mit aj, ..., a;, die Elemente aus k, welche bzw. zu
@y, ..., @y, gehoren. Dann gilt, der Zerlegung f(z)=x—&)g(x) ent-
sprechend, die Kongruenz :

fw)y=a"+ a1+ +a,=(@—E&)g(x) mod P,

wo g(x) ein Polynom mit ganzen Elementen aus K als Koeffizienten
und &, ein Element aus & bezeichnet. Ferner gilt offenbar :

(x—&'o, g(w))El mod P.

Nach einem bekannten Henselschen Lemma® gilt in K[x] folgende
Zerlegung :

f@)=(@—8&) hx),

wo £=&, hMzr)=g(x) mod P sind. Bildet man nun den Kérper
K*=k() S K, so enthilt der Restklassenkorper von K* den Korper
£(€), welcher iber f vom Grade f; ist; es ist also nach dem oben Be-
merkten f(§) der Restklassenkérper von K* Da R*=f(&) und £=£,
mod P ist, so kann man wie wblich f(&) mit & identifizieren; d. h.
der Restklassenkorper von K* ist gleich &%, und ferner ist K™ {iber
k eigentlich unverzweigt, weil ({8*:¥)=f,=(K*:k) ist.

Die Diskriminante D des Polynomes f(x) gehért definitionsgeméif3

zur Restklasse D, welche die Diskriminante von f(z) definiert. Da D 30
ist, so ist D eine Einheit in bezug auf p. Also ist K*=Fk(€) tiber k
separabel. Zusammenfassend alle obigen Tatsachen, haben wir folgenden
Satz bewiesen :

Satz 1. Besitzt der Restklassenkérper & den maximal-separablen
Teilkorper &* vom Grade f, iiber £, so existiert in K ein eigentlich-unver-
zweigter separabler Teilkorper K* vom Grade fy diber k. Ferner gibt
es etn primitives Element von K™ dber k derart, daf3 die thm zugehiorige
Restklasse ein primitives Element von K idiber ¥ wird.

1) Vgl etwa Van der Waerden, Moderne Algebra, 2. Aufl,, S, 2569-261,
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Ist nun « ein Element aus einer separablen Erweiterung vom
Grade » Uber k, so nennen wir vorliufig die Determinante Dy (o)

1 ag..afP

n—1 . . o . o .
=1 a..0f die Diskriminante von a nach k. Dabei sind a=ay, ...,

1 aeeeat™

a, die zu a konjugierten Elemente tiber k. Wir beweisen nun folgenden

Hilfssatz 2. Es sei K eine separable Erweiterung vom Grade n
iiber einem perfekten Korper k. Gibt es dann in K ein ganzes Ele-
ment £ vom Grade n dber &, dessen Diskriminante eine Einheit ist, so
bildet 1, ¢, ..., £ eine Minimalbasis des Bewertungsringes von K iiber
dem Bewertungsring von k.

Beweis. Da (§:k)=n=(K:k) ist, so bildet 1, ..., £*"1 eine Korper-
basis von K iiber k. Ist « ein ganzes Element aus K, so ist offenbar

a=0ot+E F a0,

WO Ug, 0y, --+, -1 Elemente aus k bezeichnen. Bezeichnet man nun mit

a=uay, oz +-ya, bzw. die zu a konjugierten Elemente aus k(5)=K,
k(&2), ..., k(,), so gilt:

DK. Ic(E)a"i:A(ly E; AR Ei_l, a, Ei+1’ ccey &nnl)d(]-’ E’ h) En—l) ’

1 El-..(ll...s?_l
i-1 i+l -1y — |1 &pouvatge.. EX1 n—-1
wo 4(1,&, ..., 87 o &1 ., =11 Seevapeee Sy und 4(1,5, ...,
1 6.1 1 Epeeitge. B2
=1 ‘?2'"‘?5‘_1 ist. Da nach Vorausetzung &, a« ganze Elemente aus

1 &,...61

K sind, so ist a;Dx 1(§) ganzes Element aus k; also sind die a; ganz,
weil Dg 1(£) eine Einheit ist, w.z. b. w.

Hilfssatz 3. Es sei fy der reduzierte Restklassengrad von K tber
k und K* ein solcher eigentlich-unverzweigte Teilkorper von K vom
Grade f, Gber %k, daB der Restklassenkorper von K™ iiber f separabel
ist. Ist dann K ein eigentlich-unverzweigter Teilkorper von K tiber k
derart, daBl der Restklassenkorper von K; iiber f separabel ist, so ist
K, stets in K* enthalten.

Beweis. Nach dem eben bewiesenen Satz 1 existiert in K ein

primitives Element &, dessen Restklasse £ gerade ein primitives Ele-
ment des Restklassenkorper &; von K; tber f wird. Ferner geniige ¢
einer irreduziblen Gleichung

f@)=a"+ba™ 1+ +by,=0

in k, wo by, ..., b,, ganze Elemente aus k bezeichnen. Geht man nun
in die Restklassen iiber, so ist das Polynom

f@)=a"+bam 1+ +by,

in f[x] irreduzibel, weil & eine Nullstelle von f(x) und (f(E):f)=n1 ist.
Da (%) iiber f separabel ist, so ist die Diskriminante von f(x) eine
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Einheit. Bildet man nun das Kompositum K*K; von K* und K, so
ist K*Ki=K™*(&). Spaltet nun f(x) in K*[x] einen irreduziblen Faktor
g(x) vom Grade m; ab, welcher ¢ als eine Nullstelle besitzt, so ist g(x)
sicher iiber K™ separabel. Wir kénnen dabei ohne Einschrinkung an-
nehmen, dafl g(x) ein Polynom mit ganzen Elementen als Koeffizienten
und sogar den hochsten Koeffizienten 1 besitzt. Da die Diskriminante
von g(x) als Teiler der Diskriminante von f(x) eine Einheit ist, so ist
die Diskriminante des Polynomes g(x), welches man as g(x) durch den
Ubergang in den Restklassenkoérper K erhilt, von Null verschieden.

Die Restklasse € aus dem Restklassenkérper von K*K, ist eine Null-
stelle von g(x) und infolgedessen iiber dem Restklassenkérper & von

K* separabel. Da alsdann &*(¢) iber f separabel wird, so mu8 wegen

der Maximaleigenschaft von &* iiber f das Element £ in &% enthalten
sein. Nach dem Henselschen Lemma besitzt g(x) bereits in K *[x] einen
linearen Faktor als Teiler, es muf3 also m;=1 sein, w.z.b. w.

Nach dem eben bewiesenen Satz ist der Koérper K* durch die
Eigenschaft, da8 er iiber k eigentlich-unverzweigt vom Grade f, und
sein Restklassenkorper tiber f separabel ist, eindeutig bestimmt. Den
Korper K* wollen wir im folgenden den Trigheitskorper® von K iiber
k mnennen.

Satz 2. Wenn der maximal-separable Teilkorper & von K idiber
f galoissch ist, so ist der Trigheitskorper K* von K dber k auch
galoissch. Ferner gilt :

Galoisgruppe von K" iber f22 Galoisgruppe von K™ iiber k.

Beweis. Der Restklassenkérper von K™ ist nach Voraussetzung
tiber k galoissch, weil er gemdf Satz 1 &* ist. Es sei f(x)=a"+
a1+ --- +a;, =0 eine definierende Gleichung von K* {iber k. Dann kann
man nach Satz 1 ohne Einschrinkung annehmen, dafi beim Ubergang

in den Restklassenkérper f(z)=a"4ax 1+ -+ dy, in Hax) separabel ist
und eine Nullstelle £ von f(x) aus K* ein primitives Element £ von
K&* {iber f definiert. Da & iiber f galoissch ist, so sind alle Nullstellen

von f(x)=0 Polynome von & mit Koeffizienten aus f. Es sei also
E=aP+aPe+ - a2, Eo?

eine Nullstelle von f(@)=0, wo 1<i<f, die aPef(0=<j=<f—1)
sind, und £=£, ist. Bezeichnet man dann mit a$¥ ein zu a$® gehoriges
Element aus %, so gilt fiir §=a{+--+af &0 stets:

fEN=0 mod P* A= =S);
d. h. es besteht in K* die Kongruenz :

f@=11 @—£) mod $*,

wo PB* der Primdivisor von K* ist. Beachtet man nun, da8 f(z) in

1) A. Ostrowski hat K* den regulidren Trégheitskorper genannt,
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flx] separabel ist, so erhdlt man durch wiederholte Anwendung des
Henselschen Lemmas in K*[x]

fo
f (oc)=iT_I1 (x—7;)
und
&=7; mod B (t=1,...,50);
d.h. K* ist iiber & galoissch.

Da nach Hilfssatz 2 1, ..., 7! eine Minimalbasis von K* iiber k&
ist, so kann man

007+t T = 04(7)

setzen, wo 7= 771-—E und ¢, ..., ¢, ganze Elemente aus k sind. Da

=&, ist, so gehoren 7, ..., 77f0 bzw. zu f, verschiedenen Restklassen
mod P*. Wenn bei Anwendung eines Automorphismus ¢ von K* iiber
k 7 in 7;=@,y) ubergefihrt wird: 7*=@,(7), so induziert ¢ durch

den Ubergang in die Restklassen (’7"’)=>7i=§i=(7¢(77) einen Automor-
phismus ¢ von & uber f, welcher 7 in 7; Uberfithrt. Auf obige Weise
induzieren f, verschiedene Automorphismen von K* tiber & die simt-
lichen Automorphismen von £ iiber f. Es seien nun ¢, ¢ Automor-
phismen von K* iiber k&, und 7*=2(7), 7*=¥(y), wo @(x), ¥(x) wieder

Polynome in ¢ mit ganzen Elementen aus k als Koeffizienten bedeuten.
Dann ist

7= (o))’ =0(¥@),

also ist

)=0(¥(@)) ;
d.h. nach Definition gilt: 7*? ( (7)). Da anderseits

7= (3(7)"=0(7®)

ist, so ist sicher py=9¢. Somit ist gezeigt, da die Galoisgruppe von
&* tber £ mit der von K* iber %k isomorph ist.

Es sei nun K endlich separabel galoissch tiber k und & die Galois-
gruppe von K/k. Dann existiert in K der Invariantenkérper 7' der
Tragheitsgruppe T {iber k. Nach der galoisschen Theorie der be-
werteten Korper ist T galoissch iiber %, und zwar ist die Galoisgruppe
von Tk isomorph zu G/T. Ferner ist der Restklassenkérper von T
der maximal-separable Teilkorper des Restklassenkérpers von K iiber
. Der Korper T stimmt daher mit dem oben definierten Trigheits-
korper von K iber k iiberein. Somit ist die Bennenung des Trigheits-
korpers gerechtfertigt.

Satz 8. Es set K eine endliche separable Erweiterung iiber einem
perfekten Korper k und K* Tragheitskorper von K wber k. Dann ist
jede Eimseinheit ¢ aus k Norm eines Elementes aus K.

1) M. Deuring, Verzweigungstheorie bewerteter Korper, Math. Ann. Bd. 105
(1931), S. 290-291.

2) D.h. ¢ ist kongruent 1 nach dem Primdivisor aus k.
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Beweis. Wie wir schon oben bewiesen haben, existiert in K* ein
ganzes primitives Element £ derart, dafl die Diskriminante von 1,
E,...,E071 eine Einheit aus % ist, wo f, den reduzierten Restklassengrad
von K uber & bedeutet. Da die Diskriminante von & nach %k eine Ein-
heit ist, so bestitigt man leicht, daB es unter den Spuren von 1,§, ...,
£/071 pach k mindestens eine Einheit gibt. Wir bezeichnen also mit
7 ein ganzes Element aus K™, dessen Spur nach %k eine Einheit ist.
Bezeichnet nun = eine passende, ganze Nichteinheit aus %, so gilt nach
Voraussetzung : e=1+4n. Wir betrachten nun eine formale Potenz-
reihe ayr+ag®+ -+ a7+ --=¢(r) mit ganzen Elementen aus k als
Koeffizienten, und bestimmen die a4, ..., @, ... aus der Gleichung

e=N(1+7¢(x)) =1+8() ¢(x)+ Agp(r)P+ -+ + A ()",

wo N( ), S( ) bzw. Norm, Spur nach k bezeichnen, und A,, ..., 4y,
ganze Elemente aus k sind. Offenbar gilt dann:

S(@)ay =1,
S(7az+ A0i=0,
S(V)a3+ 2A2a1a2+ Aga:f =0 s

Im allgemeinen gilt:
S(V)av"{_ G(CL], ceey Qyyy A2, ety Afo) =0 ’

wo G(ay, .-, @hy_1, Ay, ..., Az) ein Polynom in ay, ..., @1, Ay, ..., Ap, mit
ganzzahligen Koeffizienten bezeichnet. Da sich offenbar ay, a,, as alle
als ganze Elemente aus k& bestimmen lassen, so bestitigt man leicht
durch vollstindige Induktion, daB «, ganzes Element aus k ist. Die
Potenzreihe ¢(z) gehort also zu k, und es gilt:

s=N(1+77<p(n')) , W.z. b.w.



