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98. ur une proprit des ensembles plans
de mesure positive.

Par Kinjiro KUNUGUI.
(Comm. by T. Yosm, M.I.A., Dec. 12, 1941.)

1. Pour fixer les idles, considrons un ensemble plan E situ dans
le carr T’0z_l, 0yl. Si la mesure de E (au sens de M.
Lebesgue) est positive, il existe un sous-ensemble ferm F de E qui
est de mesure positive. Dsignons par p la mesure de F. Divisons en-
suite le carr Ten n carrs (ferms) - gaux par des droites paral-
lles aux axes de coordonnes. Si n es$ assez grand, il existe un carrd
e() jouissant de la proprietY" la mesure de la partie commune F etnl

ce carr est plus grande que (1-)/n, e gtant un hombre rel positif
arbitraire, mais donn d’avance. En effet, supposons qu’il existe
carrs c’ disjoints de F, et r, carrs d’, qui ont des points communs avec
F. La somme des carrs c’,(n= 1, 2, 3, ...) tant gale au complmentaire
de F, la quantit a/n tend vers 1-p lorsque n s’augmente indfini-
ment. Par suite la quantit r/n tend vers pavec n-- . Si, pour
tout carr d,, la mesure de F.d est infrieure ou gale (1-e)/n,
la mesure de F serait infrieure ou gale r,(1-e)/n, et celui-ci tend
vers (1-z)p. Cela est impossible, puisque p :>0. Done, il existe un
hombre n et un carr d’, soit e()* tel que la mesure de F. e()* est
suprieure (1-)/n. Supposons d’ailleurs que nous ayons 0 <= e <: 1/18.

Divisons, maintenant, le carr e* en n carrs (ferms) ^2 gaux.
Le cSt horizontal du carr . sera divis en n2 intervalles que nous
dsignerons par $(2, 2, 2 et le cSt perpendiculaire sera divis
galement en n intervalles dsigns par y(), y), ..., ..() Le petit carr
ainsi obtenu sera dsign done par ((), y)), ou plus brivement par

" disjoints(/, ,), /, ,= 1, 2, 3, ..., n. Supposons qu’il existe a carrs c
de F et carrs d qui ont des points communs avec F.

Soit e un hombre rel arbitraire satisfaisant " l’ingalit 0 <: <: .
Je dis qu’il existe alors un nombre n assez grand jouissant de la pro-
prit non seulement qu’il existe un carr d’’ dont la mesure de la
partie commune avec F est supgrieure (1-e)/(n n), mais encore
que la mesure de la somme des parties communes F des ,-() tels que
la mesure de () F soit suprieure (1-e)](n n) surpasse (1-fTt2
En effet, dsignons d’abord par p la mesure de la partie commune

"* F. Remarquons que la somme de l’aire des c tend vers
lorsque n2 s’augmente indfiniment. Si la mesure de la somme des
d’’. F tels que la mesure de d’-F soit suprieure (1-2)/(n x n)

lereste infrieure ou gale (1-2e)/n, on a, en dsignant par
nombre de tels carrs,

> (1 2) x n/(1-) (1)Tn2 Tn2 Tn

Or, comme lim {v./(n n)} =p, (2)
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nous avons lim {r’d(n x n)+Cr,--r,)/(n x n)} =p (3)

En d4signant par p’ la mesure de la partie de F contenue dans la
somme de tousles tels carr6s, nous avons

(4)

(5)et

D’aprs (3), (4) et (5), on a

lim r______ +.

Done, (1) entraine

lim

_
r (1 2e,)n/(1 ) x (1 )

lim r. (1 e) -t- (1 2s,)s. } > p.
->( n x n n(1 s)

ou

D’aprs (2), on a alors

(1 2z)e. 1 2e, >__ p,.ou

Comme p,_> (1-,)/n, nous avons finalement

1-2e,_>_ (1-e)(1-) ::> 1-,-e. ou ,e.,
ce qui est contraire notre supposition, c. q. f. d.

D’ailleurs, il est 6vident que nous pouvons poser n.--3a.. Alors,
() () () (i= 1, 2, 3, a). Dese groupe en a. classes 3i-2 3i-1 3i "mSme, () se groupe en a2 classes" q3-2,’(2) V3.-

"(2) 7./(2)t" 1, 2, ..., a2). La
paire (i, j) nous donne alors neuf carrs. Tous les car%s (if, ,)se
groupe donc neuf par neuf en a classes.

Je dis, maintenant, qu’il existe une classe (i, j) dont tous les neuf
carrds sat@font 4 la condition la mesure de la partie commune
F et chacun de ces carrgs est supdrieure (1-)/(n x n). En effet,
s’il existe, pour routes les classes (i, j), au moins un carr8 pour lequel
la mesure de la partie commune F est infrieure ou gale
(1-s,)/(n x n), le nombre des carrs d’’_ pour lesquels la mesure de la
pattie commune F est superieure (1-)/(n x n) ne surpassera pas
n x (8/9). Donc, la mesure totale de ces parties (commune F)serait
inf6rieure ou 6gale 8/(9 x n). Ceci est absurde, puisque nous aurions
alors (1-2e)/n >__ 8/(9 x n) ou e<__1/18. Done, il existe une classe (i,
j) dont tous les neuf car%s satisfont la condition" la mesure de la
partie commune F et chacun de ces carr6s est supSrieure "(1 s)/(n x n).

Parmi les neuf ear%s de eette elasse, les quatre qui se trouvent
aux coins seront d6signes par e()* Ainsi, nous avons dmontr8 qu’il2
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existe quatre carrs d2* qui satisfont aux conditions suivantes"n2

(1) Les projections sur l’axe 0x et sur l’axe 0y des quatre carrs
coincident deux deux, et elles sont situes la distance mutuelle
1/(n n2).

(2) La mesure de la partie commune ces carrs et F est supri-
eure (1- 2)/(n n22). Supposons de plus qu’on air 0 <:: 2 <: 1/(2 4 9).

Supposons maintenant, pour un nombre k, # 3, il existe des carrs
e’* (#’ 1, 2, 3, #- I), satisfaisant aux conditions suivantes"nk .

*e, (k’=2, 3, ..., k-l) sont des carrs obtenus en divisant un

carr (-)* en n, petits carrs gaux par des droites parallles auxnkt_

axes de coordonnes.
(2) Les ,’)* sont en nombre 4’-. Les projections de

les deux axes 0x et 0y coincident 2’- par 2-; elles se compose
d’un nombre 2’- des intervalles ferm4s, disjoints et de longuer
1/(n x n2 x ...n,).

(3) Ces intervalles se groupent deux deux en 2’-2(k ::>k’3) classes
toute classe contient deux intervalles situes la distance 1/(n x n2 x x n)
et leures sommes sont la distance 2/(n x n2 x x n,-.O- 1/(n x n2 x
x n,) de celles des voisines.

(4) I1 existe des nombres rels positifs e, (k’= 1, 2, 3 ..., k-1),
::> 2 ::> ea ::> ::> e-l, 0 <:: , <2 1/(2 x 4’- x 9), tels que la mesure de

la partie du carr , commune l’ensemble F est suprieure

x x x
Divisons, maintenant, chacun des 4- carrs (-D, en n=(3)nk_

petits carrs gaux e( par des lignes droites quidistants et parallles

l’axe Ox ou l’axe Oy. Nous pouvons dmontrer maintenant, comme
nous avons fair plus haut, que, si n devient assez grand, n jouit de
la proprietY" la mesure de la somme totale des parties communes
F et aux e( tels que la mesure de ().F soit suprieure

(1-e)/(n n n), off e est un nombre rel positif infrieur
e_, surpasse (1-2_0/(nn n-0, et cela pour tous les
Supposons d’ailleurs que nous ayons 0 <:: <: 1/(2 x 4- x 9).

Les 4-2x n petits carrs pourront classes de la manire sui-

vante. Prenons un (-)* Les () contenus dans un (-)* peuvent,nk_ ,,nk_

tre dsigns par deux nombres / et ,, /, --1, 2, ..., n en signifiant
la paire de F-ime petit intervalle de la projection de n sur l’axe Ox
et ,-ime petit intervalle de la projection de sur l’axe Oy, obtenus
par la division excute plus haut. Comme nous avons pos n=3a,
les numros/ seront classes en a classes, le i-ime classe (i= 1, 2, ...,
en contient trois" 3i-2, 3i-1, 3i. De mme, les numros , seront
classes en a classes, le j-ime classe (j 1, 2, 3, ..., a,) en contient trois"
3j-2, 3]-1, 3j. Dsignons maintenant par (i, j) la classe de tous ces
neuf carrs et tous les petits carrds contenus dans les autres "nk_

mais situds dans la mdme position relative (par rapport 4 e(-)* quink-1
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les contient). Toute classe (i, j) contient alors 4-2 9 petits carrs
gaux et il existe done a de classes; les carrs sont toujours disjoints,
c. d. tous les carrs sont compts une et une seule fois.

Alors, il existe une classe (i, j) dont tous les 4-2 9 carrs satis-
font la condition: la mesure de la partie commune F et chacun
de ces carrs est suprieure (1-2)/(nn n). En effet, s’il
existe, pour toutes classes (i, j), au moins un carrs pour lequel

la mesure de la partie commune
(1-z)/(n n ..- n), le nombre des carrs pour lesquels la mesure
de la partie commune F est suprieure (1-e,)/(n n)
ne surpassera pas (4z-2 n)((4z- 9-1)/(4--2 9)}. Done, la mesure
totale de ces parties (commune
(4- n){(4- 9-1)/(4- 9)}/(n n n). Ceci est absurde,
puisque nous aurions alors (4- n){(4- 9-1)/(4- 9)}/
(n x n x x n) {(1-2_)/(n x x n_)}4-, c. d.

1
2 4-- 9

Parmi les 4=9 carrs e( de cette classe, les 4- qui sont

trouvs aux coins (par rapport aux sommes des 9 carrs contigus)
seront dsigns par e)*% Ainsi, nous avons vu que les carrs %)*
satisfont aux conditions suivantes"

(1) )* sont en hombre 4- Les projections de e()* sur les,nk k

deux axes Ox et Oy coincident 2- par 2-.
(2) Cette projection se compose d’un nombre 2- des intervalles

ferms et disjoints, de longueur 1/(n n n).
(3) Ces intervalles se groupent deux deux en 2- classes; toute

classe contient deux intervalles situs la distance 1/(n n. n) et
leures sommes sont la distance 2/(n
de celles des voisines.

(4) La mesure de la pattie du carr v% commune l’ensemble
F est supSrieure a (1-e)/(n n n), z tant un nombre rel,
0 <:: <:: e_, <:: 1/(2 4- 9).

Done, nous pouvons continuer cette construction indfiniment.
D’aprs cette construction, nous remarquons d’abord la somme des

carrs e()* peut tre obtenue par le produit combinatoire (cartsien)
k

A B off l’on dsigne par A et B les projections de cette somme
sur l’axe 0x et 0y resp. A ou B se compose des 2- intervalles
situs la distance mutuelle positive et on a A__ A/, B__B/,

k=l, 2, 3, Done A= 1-[ A et B--II B sont des ensembles parfaits
k=l k=l

et non denses (de la cat6gorie de celui de CantorD) situ6s sur l’axe 0x
et 0y resp.. A et B done poss6dent la puissance du continu c.

D’autre part, l’ensemble A x B appartient F, par suite E.
En effet, soient a et b deux points quelconques de A et B resp.. I1

1) Voir p. ex. Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften, II, C, 9. p. 876.
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existe alors une suite {a} et (/}, o a et sont les projections

d’un carr e* sur l’axe 0x et 0y, tels que a= I-[ak, b-Y[k. Commenl k=l k--1

la partie commune e* et F possde la mesure positive, on a

e*-F 0. e* tend donc vers le point (a, b) et (a, b) est un point

limite d’une suite des points de F. F tant un ensemble fermi, (a, b)
appartient F. Done, nous avons A B F.

Dfinition. Tout ensemble M du plan qu’on peut exprimer sous la
forme" M=A B, off A, B sont des ensembles situs sur l’axe 0x et
0y resp. et x dsigne le produit cartsien, s’appellera ensemble du
type rectangulaire. Alors, nous avons dmontr le.

Thorme. Tout ensemble E plan de mesure (au sens de Lebesgue)
positive contient un sous.ensemble parfait P du type rectangulaire.

Considrons, dans un plan, un ensemble D d’aire intrieure positive
au sens de Peano-Jordan. D’aprs la dfinition, D contient toujours
un petit rectangle fermi. Notre thorme est donc, une gnralisation
de ce fair vident pour les ensembles de mesure intrieure positive au
sens de Lebesgue.

D’ailleurs, il faut remarquer que notre raisonnement pour construire
l’ensemble parfait P peut tre modifi de faon que nous pouvons nous
passer de l’axiome de choix de M. Zermelo, dans le cas off E est ef-
fectivement de mesure positive1).

2. Application. M. ErdSs a pos rcemment le problme suivant)"

Existe-t-il un ensemble E, situ dans le carr ferm T" 0 x 1,
0yl, de mesure 1 et qui satisfait la condition’pour toute
paire d’ensembles X et Y de la puissance c du continu, contenus dans
T, X+ Y n’est jamais contenue dans E ? Or, il est vident que nos
ensembles A et B donns plus haut sont contenus dans ce carr T et
satisfont la condition" A B=A+B. Done, le problme de M.
ErdSs est rsolue ngativement.

1) Nous disons qu’un ensemble E du carr d’unit, T’0 x, y 1 est effective-
merit de mesure positive lorsque l’ensemble complmentaire de E est contenu dans la
somme d’une suite effective des rectangles dont l’aire totale est infrieure 1.

2) Cf. S. Kakutani" Extrait d’une lettre adresse M.K. Yosida, Zenkoku Shi-
jodanwakai, 205 (1940), p. 430. Cf. aussi un article (japonais), de M.M. Kond5" sur
un problme de M. ErdSs, ibid. 225 (1941) p. 542, off il dmontre qu’en faisant appel

l’hypothse du continu de Cantor, tout ensemble de mesure 1 situ dans T contient
deux ensemble A, B de la puissance du continu, tels que A/B E.


