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1. Le but de cette note est de donner les conditions pour que
diverses familles d’ensembles et monotones prsentent les types
d’ordinations linaires. Nous dirons avec M. A. Denjoy) qu’un
ensemble ordonnd E prdsente un type d’ordination lindaire si E est
semblable un ensemble linaire, et qu’un ensemble ordonn E
prsente un type d’ordination planaire si E est semblable un
ensemble de points situs sur un plan et ordonnds alphabdtiquement.
Considrons une 2amille d’ensembles contnus dans l’espace eucli-
dien U ’ r dimensions et tels que, de deux quelconques d’entre eux,
l’un contient l’autre, et ordonnons entre eux dans le sens de la
dcroissance--c’est--dire de iacon que l’ordination E.E. soit
simultande la relation l’inclusion E E.) /qous l’appelons une
2amille monotone.

Si la iamille donnde consiste d’ensembles ermds et est
monotone, on sait que cela prsente un type d’ordination linaire.)

Voici une dmonstration trs brive. Soit"

(1) u, u, u,
une base ouverte, dnumre et bien dtermine de l’espace U.
Maintenant, dfinissons les applications f()(E) pour tout ensemble
de de manire que

lorsque Eu.0,
(2) f(n(E)=

1, lorsque E(u--0,
et posons

( 3 ) f(E)--, f(’)(E).
,1 2

Prenons deux ensembles , E. appartenants h . Si l’on a E E,
l’un contient l’autre proprement, soit p.e. E E; on peut alors
trouver un point p tel qu’on ait p e E et p E. E tant fermi,
il existe un ensemble ouvert u. de la base (1)qui contient p, mais
auquel E est disjoint. D’aprs la dfinition (2), il est f()(E)=0,

1) A. Denjoy" L’numration transfinie, Livre I (1946).
2) Nous dcrivons E z, lorsque E E et Ex E.
3) A. Denjoy" Loc. cit., et C. Kuratowski: Sur les familles monotones d’ensembles

ferms et leurs applications la thorie des espaees connexes. Fund. Math., 30 (1938).
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mais f(E),- 1.
D’autre part, l’inclusion E E. extralne que pour tout nombre

naturel n, si f(’(E)-l, on a toujours f(’(E)=l. Donc, on a f(E)
<f(E.), d’aprSs la dfinition (3). D’oh, f(E) est une application
conforme demande.

Ce fair a aussi lieu pour une famille d’ensembles ouverts,
mais il n’a pas en gnral lieu pour celle d’ensembles ferms ou
bien ceux ouvertssurtout, celle d’ensembles F. Voici les ex-
emples trs simples"

1. La famille des intervalles Ix, 1 (0 x 1) et les intervalles
Ix, 1, qui consistent de tous nombres rels " x < 1 (0 x < 1),
ne prsente aucun type d’ordination linaire comme on voit sans
peine.

2. Pour tout point (x, y) du rectangulaire Q(0xl, 0yl),
posons

E,-Ens.(,) Q.x. V (-x)(>y).

La famille de tous ensembles E(.,) ne prsente alors aucun type
d’ordination linaire.

2. Maintenant, considrons le cas off , est une famille d’en-
sembles F. Nous avons le

Thorme 1. Toute famille monotone d’ensembles F prsente
un type d’ordination planaire.

En effect, on peut appliquer dans le rectangulaire Q(0x 1,

0yl) par O(E)=(f(E), 1-f(E-E)), en utilisant l’application

(3), parce que E-E est ferm pour tout ensemble E de la classe
F

Avant d’noncer le thorme 2, nous posons quelques ddfinitions.
Dfinition 1. Un ensemble E de est dit un lment de pre-

miere espce de si Ens (X e .X=E) n’admet qu’un seul ldment
X

E lui-mme, et il est dit un $lgment de deuxime espce de si non.
Dfinition 2. Une amille est dit de jouir de la proprit$ P

si la totalitd des , tels que E soient les dlments de deuxime
espce de , est au plus ddnombrable.

Thorme 2. La condition ncessaire et susante pour qu’une
famille monotone d’ensembles F prsente un type d’ordination
linaire est qu’elle jouisse de la propri$t$ P.

En effect, si ne jouit pas de la proprit P, il y a des

ensembles E indnombrables tels que E soient des dlments de
deuxime espce de , et donc, on verra sans peine que ne pr-
sente aucun type d’ordination lindaire.

4) Ddsignons par , la fermeture de E, et E-E la diffdrence de et E.
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En autre part, si jouit de la proprit P, la totalit de E,
tels que E soient les lments de deuxiSme espce, est au plus
dnombrable; l’numrons et soit"

(4) E, E,,..., E,
Pour tout ensemble E de , dfinissons l’application cp(E) comme

il suit"
1 15 ) -2 f (P,) +

off a(E) est un ensemble de nombres naturels n tels qu’on ait

EE. Nous avons alors

( 6 si E- E’ (E E’), cp(E) p(E’)
pour deux ensembles E et E de .

Ensuite, si E est un dlment de premiere espce de , posons

f(7)
si non, posons

(E E),8 fl(E)-cp(E)--f
oh n est un nombre naturel tel qu’on air E=E.

On verra sans peine que fl(E) rdalise une application conforme
entre ordonnde et un ensemble lindaire.

:. Soit E un ensemble quelconque contnu dans U. Posons
inductivement

(10) Ro(E)-E, R(E)-)---E et R(E) -R_(E)-R_(E).
Nous avons le

Lemme. Pour qu’un ensemble E soit une somme de m ensembles

E=(F1- F2) + (F-)+... + (.F._-
oit F(k--1, 2, 2m) soient ferm$s, il faut et il sut que R(E)
soit vide (c’est--dire R_,(E) soit fermh).

Ds maintenant, nous appelons E un ensemble (D) si E est
une somme de m ensembles F.

De ce lemme, il r4sulte que si E est un ensemble (D), E est
4crit univoquement en l’4galit suivante"

E--- Ro(E) R(E) +R(E) R(E) +...R_(E) R_(E).
Maintenant, nous pouvons poser les thormes gnraliss pour

deux thormes precedes.
Thorme :. Etant donn un nombre naturel m, une famille

monotone d’ensembles (D+) est semblable & un ensemble de U::
ordonnh alphabhtiquement.
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Ensuite, pour un nombre naturel k, ddsignons par R,() la
famille de tout ensemble R,(E) dont E appartient

Thorme 4. Etant donn un hombre naturel m, la condition
ncessaire et susante pour qu’une famille monotone d’ensembles
(D) pr$sente un type d’ordination lin$aire, c’est que et R,()
(k--l, 2, ...,2m-2) jouissent de la propri$t$ P.

I1 n’est pas du tout difficile de prouver la ncessitd de notre
condition. Pour vdrifier qu’elle soit suffisante, supposons que et
R,()(/c 1, 2, ..., 2m- 2) jouissent de la propridtd P.

D’abord, dans s’il existe des dldments E de deuxiSme espSce,
la totalit des fermetures de eels dldments est au plus dnombrable
l’numrons et ddsignons encore par (4). Pour tout n, soit . la

famille de tout ensemble E appartenant et tel qu’on ait E=E
(si la suite (4) est termine n, posons =0 pour nn’). Ensuite,
raisons R(,) pour tout ,. Dans une R(.o)de celles-ci s’il existe
des dldments R(E) de deuxi6me espSce, la totalit des fermetures
R(E) de tels dldments est au. plus dnombrable, parce que R()
jouit de P et R(,o) R(); l’numdrons et dsignons par

Pour tout n, soit o,- la famille de tout ensemble E appartenant

-o et tel qu’on ait R(E)--R,o,, (si la suite (11) est termine
n, posons o,--0 pour nn’). Si, dans une R(,o) il n’y a pas
d’lments deuxiSme espce, posons, ,o,,-0 pour tout n. Et ainsi
de suite.

En supposant qu’une sous-famille -o-...- de soit dfinie
pour un systSme fini (no, n, n,) de k+l(k 2m-3) hombres
naturels, nous dfinissons o-...-, pour n=l, 2, Si -o.-.-
n’est pas vide, nous raisons R,/(o,....,) pour -o-...-" Dans
R,/(,o,...,) s’il existe des lmens R,/(E) de deuxiSme espSce,
la totalit des fermetures R,+ (E) de tels lments est au plus
dnombrable, parce que R,() jouit de P et R,/(.o...,) R,/
(); l’dnumrons et ddsignons par

(12) R.o.....,, R,o....,: Ro...,.
Pour tout n, soit o...-, la famille de tout ensemble E appartenant

.o.... et tel qu’on ait R(E)=Ro...,,, (si la suite (12)est
terminde n naturel, posons o....,.=0 pour nn). Si, dans
R/(o,...,) il n’y a pas d’lments de deuxime espce, posons
o....,=0 pour out n.

Pour toutes familles o... (k=0, 1, 2, ..., 2m- 2) ainsi ddfinies,
nous avons

(13)
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(la) si (no, n, ..., n) (n, n, n), "o...- ( -o’-.....# =0.
Maintenant, dfinissons l’application O.o....(E) pour tout en-

semble E de -o...- (k=0, 1, 2,...,2m-2) comme il suit"

1 1(15) .o....,(E)=f(R+(E)) + 3,Onl

off 6.o....(E) est un ensemble de nombres naturels n tels qu’on

air Ro,...., R+(E).
Soit E un ensemble quelconque appartenant . Si E est un

lment de premiere espce de , posons

(16) f(E)-(E).
Si non, il y a deux cas.

0u bien il existe un et un seul nombre entier k(0k2m-3)
et un systme de hombres naturels (no, n, ..., n) tels qu’on air-

(17) E -o-..., et E o...."
En ce cas, s’il y a des lments deuxime espce de R,(.o..... ),
posons

(-1)(18) f(E)=(E)---L ,o(E) +... + 3o’+’" o...,(E)o +

et s’il n’y en a rien, posons

(is) +

+
30+I+ +

Ou bien il existe un systme de nombres naturels (no, n,...,
n_) tel qu’on air-

(2o) m
En ce cas, posons

1 f(R_(N)).
+I +

On verra sans peine que f(E) r6a]ise une application conorme
entre ordonn6e et un ensemble ]in6aire.


