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71. Les Eléments Primitifs
(L’enumeration transfinie. II)

Par Motokiti KoNDO
Université Métropolitaine, Tokyo
(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., May 13, 1954)

Cette note est une continuation d’une® de mes notes et son
but est de considérer la structure des ensembles quasi-clairsemés.

1. Pour un ensemble E quasi-clairsemé dont les éléments sont
les nombres rationnels, il existe un nombre ordinal ¢ tel que
5®(F)=0. Nous appelons le nombre minimal parmi tels nombres
Pordre E et nous le désignons par Ord(E). Nous avons alors sans
peine

(1.1) Ord((»+F)=<O0rd(E£)+1 pour tout point p de L,

1.2) Ord((p, @)E) < Ord (E) pour tout intervalle (p,q) ouvert

de L.
Encore, nous posons pour un point p de L
box('. i)nf. (Ord ((g, »E+(p)); g<p<T), si p est fini,
o

Ord(p, E)= bor.rinf. (Ord ((r, + 0)E), i p=+ oo,
bor. inf. (Ord ((— <0, r)E), i p=— oo,

et nous 'appelons 'ordre de E en p. Nous avons alors sans peine
1.8) Ord (E)=bor.psup. (Ord (p, E); p e E),

(1.4) Ord(p, E) < Ord (E)+1,

(1.5) si p est fini, Ord (p, E) est isolé.

2. Etant donnés un ensemble E quasi-clairsemé et un nombre
a ordinal, nous posons

F,=Ens (p; Ord (p, £) = a)

et nous l’appelons la frontiére de ’ordre o de E. D’aprés la défini-
tion, nous avons

(2.1) F, sont fermés dans L,

(2.2) F,=F,=L, et F(a=2) sont non-denses,

(2.8) a<p implique F,2 Fj,

(2.4) a>Ord (E)+1 implique F,=0,

(2.6) S(E)SF,

(2.6) si a est limité, nous avons F,=F,,,.

3. Nous appelons F=F,,;, ou »=0rd (&), la frontiére complete

1) M. Kond6: Les éléments quasi-clairsemés (I’énumération transfinie. I). Proc.
Japan Acad., 30, 66 (1954).
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de E. 1l est fermé et non-dense dans L, si E est non-vide. Or,
nous avons la

Proposition 1. St nous avons F=0, nous avons

(8.1) (p, Q)8 (E') est fint pour tout intervalle (p, q) ouvert et fini,
ou bien

(3.2) 8((p, @)E)=0 pour tout intervalle (p,q) ouvert et fini,
sutvant que n=0rd (E) est tsolé et n=ny,+1 ou bien » est limite,
et done, la

Proposition 2. St nous avons F=0 et K est borné, » est tsolé et
S(E) est find.

Or, dans ce cas, nous pouvons distinguer les cas suivants,

(8.3) Ord(—eco, E)=y,  Ord(+ e, E)=y,

(8.4) Ord(—eco, E)=y, Ord (+ o, E)<n,

(83.5) Ord(—oo, E)<y, Ord (+ oo, E)=9y,

(8.6) Ord(— e, E)<y, Ord (+ e, E)<y,
et si E est non-vide, nous appelons E son élément primitif ou bien
quast-primitif d’ordre 5, suivant qu’il appartient au cas (3.83)-(3.5)
ou bien (3.6).

4. Puis, nous considérons le cas ou F est non-vide et non-
dense dans L. Soit [a,b] un intervalle contigu & F tel que (a,b)
E==0. Nous avons alors la

Proposition 3. Si (a,b)E contient le point minimal, nous avons
a=—oo, et s'il contient le point maximal, nous avons b=+ co.
Done, st a et b sont finis en méme temps, ©l ne contient le point
minimal ni celui maximal.

5. Or, nous supposons d’abord que » soit isolé. Si a et b sont
finis en méme temps, nous posons

a=0rd (a,(a, D)E), et B=0rd(®,a,b)E) (1)

et nous dirons que (a,b)E est du genre (e,8). Or, nous pouvons
distinguer les cas suivants,

(5.1) a=ny+1, B=n+1,
(5.2) a=77+1, B=n,
(5.8) a=y, B=n+1,
(5.4) a=n, B=7y.

De méme, pour le cas ou a=— et b est fini (ou bien a est
fini et b=+ o), nous définissons « et 8 par (1). Alors, (e,8) est
le genre de (a,b)E et nous pouvons distinguer les cas suivants,

(6.5) a=y, B=n+1 (ou bien a=5+1, B=y),

(6.6) a=y, B=y (ou bien a=y5+1, B<yp),
(5'7) a<77’ /8:7]+1 (Ou bien aéq, 6277)’
(5.8) a<y, B=n (ou bien o=y, B<n).

Nous avons alors les
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Proposition 4. Pour que (a,b)E appartient au cas (5.1) (ou bien
(5.5)) ou (5.2) (ou bien (5.6)) ou (5.8) (ou bien (5.7)) ou (5.4) (ou bien
(5.8)), ol faut et il suffit que &™((a,db)E), ow n=n,+1, soit du type
o*+to ou o ou w ou bien il est fini.

Proposition 5. St (a,b)E appartient au cas (5.4) (ou bien (5.8)),
nOUS QVONS

&P ((a, b)E)=0.

Maintenant, nous appelons (a,b)E qui appartient au cas (5.1)
ou (5.2) ou (5.8) ou (5.5) ou (5.6) ou (5.7) un élément primitif
d’ordre 5 de E.

6. Puis, nous supposons que 5 soit limité. Si a et b sont finis
en méme temps, nous définissons o et B par (1). Alors, (a,8) est
le genre de (a,b)E et nous pouvons distinguer les cas suivants,

6.1) a=n+1, B=n+1,

(6.2) a=n+1, B<n,

(63) a1, /8:77+1:

(6.4) a<y, B<n.

De méme, pour le cas ou a=—co et b est fini (ou bien a est

fini et b=+ =), nous définissons « et B8 par (1). Alors, (a,B) est
le genre de (a,b)E et nous pouvons distinguer les cas suivants,

(6.5) a=»n, B=y+1 (ou bien a=x+1, B=y),

6.6) a=y,  B<n (ou bien a=y+1, B<y),
6.7 a<y, B=n+1 (ou bien a<, B=n),
(6.8) a<y, B<n (ou bien a<y, B<n).

Enfin, nous appelons (a, b)E qui appartient au cas (6.1) ou (6.2)
ou (6.3) ou (6.5) ou (6.6) ou (6.7) un élément primitif d’ordre n de
E.

7. Puis, nous considérons le cas ou (a,b)E appartient au cas
(5.4) ou (5.8) ou (6.4) ou (6.8). Si 5 est isolé, (a,b)E appartient au
cas (5.4) ou bien (5.8), et nous pouvons distinguer les cas,

(7‘1) Ord ((a” b)E)=77)

(7.2) Ord ((a, b)E)< 9.

Puis, si 5 est limité, (@, b)E appartient au cas (6.4) ou (6.8), et
nous avons (7.2).

Ici, nous appelons (a, b)E qui appartient au cas (7.1) un élément
quast-primitif d’ordre 5 de E et (a,b)E qui appartient au cas (7.2)
un élément imprimitif d’ordre 5 de E.

8. Or, pour chaque point p d’un élément (a,,b,)E imprimitif
d’ordre 5, de E, il existe les intervalles [a,, b:](k=0,1,2, ..., N)
et les nombres ordinaux 7,(k=0,1,2, ..., N) tels qu’on ait

8.1) [ b = [r—15 b ] (ICZ]., 2, ... N)’

(8.2) pe[ay, by,



34 M. KonDd [Vol. 30,

(8.8) Ord((@e-1, be-)E)=n  (k=1,2,... N=1),

(8.4) Ord(E)=rs,

(8.5) (a4 bp)E est un élément imprimitif d’ordre 5, de (a1,

be_E,

(8.6) (ay,by)E est un élément primitif ou bien celui quasi-

primitif d’ordre 7y de (@y_;, by_y)E.

Ici, nous appelons (ay,by)E un élément primitif ou bien quasi-
primitif d’ordre 5y de E.

Alors, d’apres les définitions, nous avons le

Théoreme. Tout ensemble E quasi-clairsemé et non-vide est une
somme d’un nombre fint ou bien dénombrable des éléments E,(n=1, 2,
...) primitifs ou bien quasit-primitifs de quelques ordres de E tels
qu’on ait EE;=0 (¢=:7), et ’ensemble de ces éléments est ordonmé
suivant ’ordre naturel des points extrémes de ceuws-ct.

9, L’ensemble ordonné, donné dans le théoreme précédent et
dont les éléments sont E,(n=1,2,...), jouit du role important dans
notre considération et nous le désignons par «(&) ou bien #“(E).

Or, nous pouvons définir les ensembles ordonnés = *(E) pour
les nombres ordinaux « par l'induction transfinie comme il suit,

(9.1) les éléments E®(n=1,2,...) de #*“(&) sont les sous-

ensembles de FE, ou nous posons EP=FE,(n=1,2,...),

9.2) EPEP=0 (n==m),

(9.8) si nous avons B<a, chaque EJ est contenu dans un de

E»(n=1,2,...),

9.4) E=SE®,
n=1

(9.5) #“(&) est ordonné suivant l’ordre naturel des points
extrémes de ceux-ci,
9.6) quand =(E)(é<a) sont quasi-clairsemés, il existe (&),
9.7) =+Y(F) est isomorphique a (= (E)).
Alors, nous pouvons distinguer les cas suivants,
9.8) 7 (E)a< ) sont tous quasi-clairsemés,
(9.9) il existe un nombre ordinal 5 tel que =(E) ne soit pas
quasi-clairsemé,
et pour le cas (9.8), il existe un nombre ordinal , tel que =(E)
ne consiste que E. Ici, nous dirons que E est biclairsemé, quand
il appartient au cas (9.8). Tout ensemble clairsemé au sens de
Pordre est biclairsemé, mais il existe un ensemble quasi-clairsemé
qui n’est pas biclairsemé.



