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15. Sur les Equations Difrentielles Algbriques du
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(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Feb. 12, 1960)

Introduction. Briot et Bouquet s’dtaient propos de dterminer
toutes les equation f(y, y’)=O, off f(Y, Z) est un polynSme de Yet Z
dont l’intgrale gnrale est une fonction uniforme; la rponse cette
question est que si l’quation f(y, y’)=O admet une solution uniforme,
la courbe f(Y, Z)=O est ncessairement du genre zro ou un, et dans
ce cas cette solution n’introduit pas de transcendantes distinctes de la
fonction exponentielle et des fonctions elliptiques.

Nous allons considrer le problme au point de vue plus gnrale
et chercher les intgrales de l’quation f(y, y’)=O, le genre p de la
courbe f(Y, Z)=O tant quelconque. Si (Yo, zo) est un point simple sur
la courbe f(Y, Z)=O, le thorme d’existence affirme que l’quation
f(y, y’)=O admette une solution locale et une seule y=(x) satisfaisant
aux conditions y0=(x0), z0=’(x0), pour chaque x0. Par la continua-
tion analytique de cette fonction on aura une solution globale, mais on
ne peut plus esprer en gnral que cette solution soit uniforme, d’aprs
le rsultat mentionn ci-dessus. Cependant il se peut que l’quation
donne admette une solution infiniment multiforme. Nous montrerons
darts ce mmoire qu’en effet cela arrive et donnerons explicitement la
representation globale d’une telle solution.

1. Vari$t$s jacobiennes. Soit F une courbe algbrique f(X, Y)

=0 de genre p. Soient systgme des p intgrales

abliennes de premiere espce linairement indpendantes, a (1 _kg2p)
les vecteurs de ses priodes le long des cycles C, C tant 2p cycles
1-dimensionnels homologiquement indpendants sur F. Nous dsignons
par & l’espace vectoriel de dimension p sur le corps des complexes g,
par / le groupe engendr par 2p vecteurs a; z/ est un sous-groupe
discret de rang 2p dans & et l’espace quotient O-&/z/ est un tore
complexe de dimension p.

D’aprs la thdorie des varidtds abliennes, toute fonction symtrique
des p points (x, y) variables inddpendants sur F est une fonction
abdlienne admettant 2p pdriodes a, ddfinie dans l’espace & et elle
induit une fonction mdromorphe sur le tore 9; rdciproquement on peut
montrer que route fonction mdromorphe sur (9 est une fonction symd-
trique des p points variables sur F. Donc si l’on ddsigne par
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-((x, y),..., (x, ))
l’ensemble des lments du corps g(x, y,..., x, y)qui sont invariants
par toutes les permutations de p points (x, y) entre eux, c’est--dire
si est un corps des fonctions rationnelles symtriques des (x, y),
est isomorphe au corps () des fonctions mromorphes sur

Soit t-(t, t,.,..., t) un systme de fonctions dans tel que l’on
ait -(t). Le lieu de t sur est une varit algbrique J de dimen-
sion p dans un espace g de dimension N assez grande; les coordonnes
de J sont alors exprimes par les fonction abliennes (u) cause de
l’isomorphisme $ (). Autrement dit, le tore complexe 0 est ap-
pliqu sur la varit algbrique J par les fonctions abliennes
Nous appelons J la varit jacobienne de la courbe F.

Ceci pos, soit

(1) u- + +...+j
le systme des p quations. Alors une fonction dans , par exemple,

xx....x est une fonction ab61ienne de u:

( 2 xx..,x-(u).
2. Les fonctions infiniment multiformes. Soient (x, y) (l_<i

_<p) les p points variables ind6pendants sur la courbe F. Le point
(x, y) (x, y)... (x, y) est un point variable ind6pendant sur le
produit F xF... X F de p facteurs 6gaux la courbe F. Alors
l’application

(x, y) ... (x, y,)-u--,J , (mod. p6riodes)

est un surjectif de ce produit sur le tore complexe @-/zl. (9 est,
son tour, appliqu6 biunivoquement sur la vari6t jacobienne J de F

par l’application
u- t-- ((u)), (1 _<,<N),

tant les fonctions abliennes.
Maintenant supposons que le point (x, y) seul soit variable et les

autres p-1 points (x., y.),..., (x, y) soient fix6s (mais arbitraires).
Soit t l’image de (x, y) dans J. Le lieu de t est une courbe alg6brique
/ birationnellement 6quivalente F; son image dans le tore est une
sous-varit6 complexe analytique de dimension un que nous d6signerons

par W. L’application compos6e de F sur F est appel6e la fonction
canonique.

Dans cette circonstance les p variables u-(u) dans ne peuvent
plus tre ind6pendantes; elles sont regard6es comme fonctions de l’une
d’entre elles, par exemple, u, u,..., u sont les fonctions de u. Nous
examinerons de plus pros leur comportement.

Soient
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/(m,) /(m’,,’-)u- + +... +j , (1ip).

Puisque nous avons fix les p-1 points (x, y),..., (x, y), les
(xp,yp)c-- (o+...+j w sont constantes; nous avons donc les p

quations

a u- +c, c-(c),

u tant la fonction de u avec les valeurs dans E. Je dis que cette
fonction u-u(u) est infiniment multiforme. En effet, pour chaque
valeur ul donne il existe un nombre infini de points (x", y")) sur F
satisfaisant

[-( ,Yi
u j w+c, (mod. priodes)

et tels que les points dans correspondant ces (x"), y")):

(")--J oC, --#i

soient incongruents entre eux modulo priodes; si l’on regarde le point

(, g) eomme le oint variable indendant et - +e eomme

fonetion de (, ), alors le lieu de dans ehaque arall61iipgde est une
sous-vari6t eomlexe analytique de dimension un, et W interseete avee
le hyerlan -eonst. en nombre fini de oints, mais ees oints dans
un autre arallliigde ne sont as en general eongruents modulo
6riodes avee les oints dans le remier parallliigde, et il y en a un
nombre infini qui sont ineongruents. Car, s’il n’y avait qu’un nombre
fini de oints ()ineongruents modulo p6riodes, il existerait, our
ehaque , 1NN2p, un entier rationnel non 6ro tel que

de sorte que a-0 et a-0 (1NkN), ee qui est impossible uis-
que tous les lments d’une ligne de la matriee de riodes ne euvent
s’annuler la lois. Ainsi on a obtenu une fonetion, infiniment multi-
forme.

Ceei-os, dans la formule (2) de 1, suosons que les -1 oints
(, g,),..., (, ) soient fix6s et la eonstante K=zza’’ "w ne soit pas
gro, alors -() est une fonetion infiniment multiforme de et

1

est aussi une fonction infiniment multiforme de u, admettant en gnral
2p priodes a, a,..., a.

3. Les solutions de lYquation diffrentielle f(y, y’)-O. Main-
tenant revenons notre quation f(y, y’)-O, oh f(Y, Z) est un poly-
nSme en Y et Z et la courbe algbrique F’f(Y, Z)-O est irrductible
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et de genre p. y’ est une fonction algbrique z=.(y) et nous avons
d___y_y =z c’est-/-dire
d

dy
X--C-’-

Z

(y, z) tant un point variable sur la courbe F et c tant une constante

arbitraire. Si l’intgrale ablienne sur F est de premiere
Z

espce, on a, d’aprs (4) de 2,

off est une fonction ablienne de p variables et u=u(x) est une
fonction infiniment multiforme de x, tudie dans 2. Lorsque l’int-

grale est de deuxigme ou de troisigme esgee, il faut rem-

laeer la varitg jaeobienne J de F ar la varit6 jaeobienne generalise
e la fonetion ablienne ar la fonetion quasi-abglienne. Nous traite-
tons de ee roblgme ailleurs.


