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54. Sur les Treillis de Boole x-Généraux

Par Tokui SATO
Institut de Mathématiques, Université de Kobe
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., April 12, 1960)

1. Introduction. Dans un mémoire antérieur [4]" nous avons
traité les fonctions d’ensemble définies dans un corps borélien. Puisque
ce corps est considéré comme représentation d'un treillis de Boole, la
partie principle de notre analyse devrait s’appliquer sans aucun change-
ment aux fonctionelles définies dans un treillis de Boole.

Le corps topologique des nombres réels est un des systémes mathé-
matiques les plus importants, et le treillis de Boole est un des membres
importants du genre non-numérique d’algébre universelle.

Cela posé, il est bien connu que les théories de la probabilité, de
Pergodicité et de la cybernétique jouent des grands roles dans les sciences.
C’est puisque ces théories sont des branches appliquées de 'analyse con-
struite sur la synthése de ces deux systémes mathématiques.

A ce point de vue il me semble qu’il est bien naturel de proposer
le probléme suivant:

Chercher le systéeme mathématique autant général que possible ow
les théorémes de Panalyse classique subsistent.

Pour répondre & ce probléme, nous introduisons, comme exemple,
un systéme mathématique (treillis de Boole x-général), qui est une sorte
de la géométrie continue de von Neumann, et voyons que presque tous
les théorémes obtenus dans le mémoire susmentionné [4] y subsistent.

2. Treillis de Boole #-général. Soit x> x* une application d’un
treillis T dans 7. Lorsqu'on a x**=2a (x**=(x*)*), x—>a* est appelée
application involutive. Lorsqu’on a £* >y* pour <y, on dit que x— x*
est antiordonnée.

Lemme 1. Une application involutive est biunivoque.

Pour raisonner par l'absurde, supposons qu’on ait

y*=z*=wx, yF=z
On aurait y=2z=2a*, ce qui est absurde. C.Q.F.D.

On a immédiatement les lemmes suivants.

Lemme 2. Si une application x—>x* est involutive et antior-
donnée, elle est auto-duale.

Lemme 3.2 Soient T un treillis avec élément nul 0 et élément
universel 1, et x—x* une application involutive et antiordonnée de

1) Les chiffres dans les chrochets renvoient aux Références placées a la fin de cet
article.
2) Voir [2, 3].
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T dans T.

Si Von a £~2*=0, on a r—a*=1.

La réciproque est d’ailleurs vraie.

Lorsqu’une application z—x* d’un treillis T dans T est involutive
et antiordonnée, nous dirons que x—>2x* est Uapplication s-orthocom-
plémentaire, T est x-orthocomplémenté et que x* est le x-orthocom-
plément de .

Théoréme 1. Soit T un treillis g-complet et x-orthocomplémenté.
Oon a

(Usz)*=Nom @k, (Namz)*= U oa.
En effet, Noo 2, <z, (k=1,2,---) ayant lieu, on obtient

(n:;lxn)*zx;ck (k=1, 2)"')’
d’otr (Nez)* > Us, xf.
De méme, U, %t >af (k=1,2,- ) ayant Heu, on a U, %F > (o 2)*.
On a done (N ,)*=Usmy @k,
De méme on obtient (Ui @) * = Nomy 2k, C.Q.F.D.

D’une maniére analogue, on établit le corollaire suivant.
Corollaire. Soit T un treillis complet et x-orthocomplémenté.
On a
(Uer)*=Na2¥, (Nex)*=U.22

Soient T' un treillis o-complet et {x,} une suite d’éléments de T.
Posons  lim a,= U, M@y, lim @, = N5, Usin®;.
n>o0 n->00

>0

On a alors lim 2, <lim x,,.
e n>c0
En particulier lorsqu’on a limx,=limx,, cet élément commun
=] n>00

g’'appelle limite de {x,} et se note lim x,.

n->00

D’aprés le théoréme 1 on a le théoréme suivant.

Théoréme 2. Soient T un treillis o-complet et x-orthocomplémenté
et {x,} une suite d’éléments de T. On a
(lim «,)*=lim ¥, (lim «,)*=lim }.
7> n->00 n->00 nroo
Théoréme 3. Soit T un treillis complet et x-orthocomplémenté.
Si Pon o x,=x, (x,==;) pour a<pf<0, on a
(Uaco @) ~2=U aco (T 2)
(( ﬂ alg xu)\./wz n a<lf (xa\'/x))r
o 2 est unm nombre ordinal transfini quelconque.
D’abord, on a Uwco Ze>=Uaco (Xa—2).
x>x,~x entraine 2> Uacg (@ ~2).
On a donc (Uaco o) ~2> U gco (T ~).
T étant x-orthocomplémenté, x,<xz, (a<p) entraine xz}>ux}.
On a donc (Necp@X)wa* >aFwa* >N 4cn (¥ —n*),
d’olr (Maca @F)~2* = Naco (€ —2*).
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D’aprés le corollaire du théoréme 1, on a
(Uaco @) "< U e (e~ 2).

On obtient donc (Uaca Za) ~Z=U aco (. ~2), C.Q.F.D.

Soit 7' un treillis *-orthocomplémenté. Définissons la différence
x—y des deux éléments « et y de T par

r—y=x~y*,

y* étant le x-orthocomplément de y. On a aisément les corollaires
suivants.

Corollaire 1. Soient T un treillis a~complet et x-orthocomplémenté
et {x,} une suite d’éléments telle que

By =Ly e e 28, >0, X,€T (m=1,2,-+:).
Posons Y, =X —, (n=1,2,---),
on a limy,=z,—limz,.
n->00 nro0

Corollaire 2. Soient T wun treillis x-orthocomplémenté et K un
ensemble d’éléments de T qui satisfait aux conditions suivantes:

i) K posséde au moins un élément,

ii) si Uon a zeK, on a x*cK,

iii) si Pon a xeK, yeK, on a v ~ycK;
K est un sous-treillis de T.

Ce treillis K s’appelle treillis de Jordan.

Corollaire 3. Soient T un treillis g-complet et x-orthocomplémenté

et B un ensemble d’éléments de T qui satisfait aux conditions sui-
vantes:

i) B posséde au moins un élément,

ii) st 'on a xeB, on a x*¢B,

iiiy st Pon a x,eB (n=1,2,--+), on a U2, x,¢B;
B est un sous-treillis de T.

De plus st U'on a

By <, < v - <, < - s anB (n:l, 2. ')’ (93129022 e, ')y
on a (U ) ~o= U, (2,~2)
(Nmz,) — o= N (@, )

pour tout élément x de B.

On appelle B treillis de Borel.

Soit T un treillis complet, modulaire et complémenté. Lorsqu’on
peut définir une application x-orthocomplémentaire de 7 dans T, T
g’appelle géométrie x=-continue.

Exemple 1. Considérons le plan projectif dans lequel une courbe
d’ordre 2 est définie. Lorsqu’on définit une application *-orthocomplé-
mentaire par la relation de pble et axe polaire par rapport & cette
courbe, on obtient un treillis T *-orthocomplémenté. T est une géo-
métrie x-continue.

D’aprés le théoréme 8, on obtient immédiatement le théoréme sui-
vant,
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Théoréeme 4. La géométrie x-continue est une géométrie continue
de von Neuwmann (au sens général).®

Soit T un treillis avee élément nul 0. Lorsqu’'on a dans T

c=(a—ec)~(b—c)
pour a~b=0, T g'appelle treillis quasi-distributif.
Exemple 2. Le treillis représenté par la Fig. 1 est quasi-distributif,
1 mais il n’est pas distributif.

Avec M. F. Maeda on dira qu’un treillis T avec
élément nul 0 est séparable, lorsqu’on peut prendre un
élément ¢ tel que

a~c=0, b~cx0
pour a<b. Alors d’une maniére analogue & la démon-
0 stration d’un théoréme de Wallman,? on peut aisément

Fig. 1 prouver le théoréme suivant.

Théoréme 5. Soit 2 Pensemble des dualidéaux maximauxr d’un
treillis séparable T. St Uon désigne E(a) par Uensemble de dualidé-
aux maximaux contenant un élément a(eT), Uapplication a— E(a)
est ume correspondance biunivoque entre T et la famille des ensembles
{E(a); ac T} dans 2 et on a

E(a~b)=E(a)~E (b).

En particulier, si T est un treillis séparable et quasi-distributif,
T est isomorphe aw treillis des ensembles {E (a); acT}. _

Lemme 4. Soit T un treillis quasi-distributif et avec élément
nul 0 et élément universel 1. T posséde au plus un complément pour
un élément.

Soient y et z deux compléments de x. On a 2=(x—2)~(y2),
d’ott z>y.

De méme, on a Yy>2.
On obtient done y=2z, C.QF.D.

D’aprés le théoréme bien connu® et les lemmes 3 et 4, nous avons
aisément le théoréme suivant.

Théoréme 6. Soit T un treillis quasi-distributif et avec élément
nul 0 et élément universel 1. Pour que T soit un treillis de Boole,
il faut et il suffit qwon peut définir une application x-orthocomplé-
mentaire x—x* telle que x~x*=0,

Soit T un treillis complet, modulaire et x-orthocomplémenté. Lors-
qu’on a

r~x*=0
pour tout élément x de T, T s’appelle treillis de Boole x-général.
3) Voir [8].
4) Voir [8].

5) Voir [1, 3].
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FExemple 3. Le treillis représenté par la Fig. 2 est un treillis
complet et x-orthocomplémenté satisfaisant & la condition x~ax*=0,

1

b 2t Application z->x*:
021,
. b aa*,
b =2 b*.
0
Fig. 2

Exemple 4. Le treillis représenté par la Fig. 8 est un treillis
complet, distributif et x-orthocomplémenté.

1

b ax Application x— x*:
0221,
a = a¥,
: b b2 b*.
0
Fig. 3

Exemple 5. Le treillis représenté par la Fig. 4 est un treillis
de Boole x-général.

1

Application x— x*:

a b* 0:1,
a2 a*,
Y b 2 b*.

Fig. 4

D’aprés le lemme 3, on obtient le théoréme suivant.
Théoréme 7. Le treillis de Boole x-général est ume géoméirie
x-continue.

Corollaire 1. Soient T un treillis de Boole x-général et {x,} une
suite d’éléments telle que

L x, <L, < ey, €T (=1,2,--0).
Posons y,=z—2x, (n=1,2,---), ot v=limz,. On a

n->o0
(i) =2, ~Y, (7L=1, 2;"'),
(ii) lim y,=0.

7-»00
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Corollaire 2. Si l'on pose
2=x—(x~y)
dans un treillis de Boole x-général, on a
r=2—(x~Yy).

En effet, 2<z ayant lieu, on a

2~ (x—r)=2~{x~(x~(x~Y)*)*}
=z o~ @*— (~p))
=zA{(@~y)— (@~x*)}
=z (r~Yy).
D’autre part on a
o (x—2)=2— (x~2*)=(2—2*) ~x =1, C.QF.D.

De résultats obtenus ci-dessus, on pourrait dire que presque tous les
théoremes de Uanalyse comcernant les fonctions d’ensemble damns le
mémoire susmentionné [4] se généralisent aux fonctionelles définies
dans le treillis de Boole x-général.
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