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54. Sur les Treillis de Boole ,.Gnraux

Par Tokui SAT5
Institut de Mathmatiques, Universit de Kobe

(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., April 12, 1960)

1. Introduction. Dans un mmoire antrieur 4 nous avons
trait les fonctions d’ensemble dfinies dans un corps borlien. Puisque
ce corps est considr comme representation d’un treillis de Boole, la
partie principle de notre analyse devrait s’appliquer sans aucun change-
ment aux fonctionelles dfinies dans un treillis de Boole.

Le corps topologique des nombres rels est un des systmes math-
matiques les plus importants, et le treillis de Boole est un des membres
importants du genre non-numrique d’algbre universelle.

Cela pos, il est bien connu que les theories de la probabilitY, de
l’ergodicit et de la cyberntique jouent des grands r61es dans les sciences.
C’est puisque ces theories sont des branches appliques de l’analyse con-
struite sur la synthse de ces deux systmes mathmatiques.

A ce point de vue il me semble qu’il est bien naturel de proposer
le problme suivant:

Chercher le systme mathmatique autant gnral que possible ot
les thormes de l’analyse classique subsistent.

Pour rpondre ce problme, nous introduisons, comme exemple,
un systme mathmatique (treillis de Boole .-gnral), qui est une sorte
de la gomtrie continue de von Neumann, et voyons que presque tous
les thormes obtenus dans le mmoire susmentionn [4J y subsistent.

2. Treillis de Boole .-gnral. Soit x-+ x* une application d’un
treillis T dans T. Lorsqu’on a x**=x (x** (x*)*), x-->x* est appele
application involutive. Lorsqu’on a x* _>y* pour x<_ y, on dit que x--> x*
est antiordonne.

Lemme 1. Une application involutive est biunivoque.
Pour raisonner par l’absurde, supposons qu’on air

y* -----Z* --X, y =k= Z.

On aurait y-- z-- x*, ce qui est absurde. C.Q.F.D.
On a immdiatement les lemmes suivants.
Lemme 2. Si une application x->x* est involutive et antior-

donne, elle est auto-duale.
Lemme 3. Soient T un treillis avec lment nul 0 et lment

universel 1, et x-> x* une application involutive et antiordonnSe de

1) Les chiffres dans les chrochets renvoient aux Rdfdrences placdes la fin de cet
article.

2) Voir [2, 3].
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T darts T.
Si l’on a xx*-O, on a xx*-l.
La rSciproque est d’ailleurs vraie.
Lorsqu’une application xx* d’un treillis T dans Test involutive

et antiordonne, nous dirons que x->x* est l’application ,-orthocom-

plmentaire, T est ,-orthocomplmentd et que x* est le ,-orthocom-

plment de x.
Thorme 1. Soit T un treillis a-complet et ,-orthocomplment.

On a
(U

En effet, N.xx (k-l, 2,...) ayant lieu, on obtient
(x)* (k-l, 2,...),

d’o (.%x)*=x.
De mme, ,xx (k-l, 2,...)ayant lieu, on a x3(x)*.
0n a donc (.x)*-, x3.
De mme on obtient (x)*-.x3, C.Q.F.D.

D’une manire analogue, on tablit le corollaire suivant.
Corollaire. Soit T un treillis complet et ,-orthocomplment.

On a
(x)*-x, (x)*-

Soient T un treillis a-complet et {x.} une suite d’lments de T.
Posons lira x-- =x, lira Xn--, =,X.

0n a alors lim x lim Xn.

En particulier lorsqu’on a limx--limxn, cet lment commun

s’appelle limite de [x} et se note lira x.
D’aprs le thorme I on a le thorme suivant.
Thorme 2. Soient T un treillis a-complet et ,-orthocompldment

et {x} une suite d’$l$ments de T. On a

(lim x)* lira x, (li x)* lim x3.

Thorme . Soit T un treillis complet et ,-orthocomplment.
Si l’on a xx (x) pour a<fl<9, on a

x)x- (xx)
((x)x-<()),

o 9 est un nombre ordinal transfini quelconque.
D’abord, on a <x<(xx).

x xx entrane x <, (xx).
0n a donc (<x)x < (xx).
T tant -orthocomplemente, x.x (a<fl) entrane xx.
0n a done (<x) x* x x* < (x x*),
d’o (5<, x)x* <(xx*).
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D’aprs le corollaire du th6orme 1, on a
(U o<o < U,,<o

On obtient donc (U,,< x,)x= U.< (x,x), C.Q.F.D.
Soit T un treillis ,-orthocomplment. Dfinissons la difference

x--y des deux lments x et y de T par
x--yxy*,

y* tant le ,-orthocomplment de y. On a aisment les corollaires
suivants.

Corollaire 1. Soient Tun treillis a-complet et ,-orthocomplment5
et {Xn} une suite d’dldments telle que

xl>_x. >_xn>_ ., xne T (n--l, 2,...).
Posons Yn x x (n-- 1, 2,... ),
on a lim Yn.: Xl lim Xn.

Corollaire 2. Soient T un treillis ,-orthocomplment et K un
ensemble d’Slments de T qui satisfait aux conditions suivantes:

i) K possSde au moins un $ldment,
ii) si l’on a x eK, on a x*eK,

iii) si l’on a x e K, y e K, on a xy e K;
K est un sous-treillis de T.

Ce treillis K s’appelle treillis de Jordan.
Corollaire 3. Soient Tun treillis a-complet et ,-orthocomplSment5

et B un ensemble dlments de T qui satisfait aux conditions sui-
vantes"

i) B possSde au moins un ldment,
ii) si l’on a x eB, on a x*eB,

iii) si l’on a x eB (n--1,2,...), on a U,%1xeB;
B est un sous-treillis de T.

De plus si l’on a
X__X.__’’’ __Xn__..., XnB (n--l, 2,...), (x>_x>_... >_x>_...),

((N x,,) x- N
pour tout lment x de B.

On appelle B treillis de Borel.
Soit Tun treillis complet, modulaire et complment. Lorsqu’on

peut dfinir une application .-orthocomplmentaire de T dans T, T
s’appelle g#om#trie .-continue.

Exemple 1. Consid.rons le plan projectif dans lequel une courbe
d’ordre 2 est dfinie. Lorsqu’on dfinit une application .-orthocompl-
mentaire par la relation de pSle et axe polaire par rapport & cette
courbe, on obtient un treillis T .-orthocomplment. T est une go-
mtrie .-continue.

D’apr6s le thor6me 3, on obtient immdiatement le thor6me sui-
vant.



210 T. SAT5 [Volo 36,

Thorme 4. La g$omStrie ,-continue est une g$omStrie continue
de yon Neumann (au sens gdn$ral).8)

Soit Tun treillis avec lment nul 0. Lorsqu’on a dans T
c--(ac)(bc)

pour ab-O, T s’appelle treillis quasi-distributif.
Exemple 2. Le treillis reprsent par la Fig. 1 est quasi-distributif,

1 mais il n’est pas distributif.
Avec M. F. Maeda on dira qu’un treillis T avec

lment nul 0 est sparable, lorsqu’on peut prendre un
lment c tel que

ac--O, bcO
pour a< b. Alors d’une manire analogue la dmon-

0 stration d’un thorme de Wallman,) on peut aisment
Fig. 1 prouver le thorme suivant.
Thorme 5. Soit [2 l’ensemble des dualidaux maximaux d’un

treillis sdparable T. Si l’on d$signe E(a) par l’ensemble de dualid-
aux maximaux contenant un lment a(eT), l’application a-->E(a)
est une correspondance biunivoque entre T et la famille des ensembles
[E(a); a e T} dans [2 et on a

E(ab)=E(a)E(b).
En particulier, si T est un treillis s@arable et quasi-distributif,

T est isomorphe au treillis des ensembles {E(a); a e T}.
Lemme 4. Soit T un treillis quasi-distributif et avec lment

nul 0 et dlment universel 1. T possde au plus un complment pour
un lment.

Soient y et z deux complments de x. On a z=(xz)(yz),
d’of z>_y.
De mme, on a y_> z.
On obtient donc y- z, C.Q.F.D.

D’aprs le thorme bien connu) et les lemmes 3 et 4, nous avons
aisment le thorme suivant.

Thorme 5. Soit T un treillis quasi-distributif et avec lSment
nul 0 et dldment universel 1. Pour que T soit un treillis de Boole,
il faut et il sut qu’on peut dSfinir une application .-orthocomplO-
mentaire x->x* telle que xx*-O.

Soit T un treillis complet, modulaire et .-orthocomplment. Lors-
qu’on a

x.,x*--O

pour tout lment x de T, T s’appelle treillis de Boole ,-gnSral.

3) Voir [3].
4) Voir [3].
5) Voir [1, 3].
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Exemple 3. Le treillis reprsent par la Fig. 2 est un treillis
complet et ,-orthocomplment satisfaisant la condition xx*--O.

b a*

b*

0

Application x --> x*"

0_1,

b - b*.

Fig. 2

Exemple 4. Le treillis reprsent par la Fig. 3 est un treillis
complet, distributif et ,-orthocomplment.

b*

0

Application x - x*:

01,

b - b*.

Fig. 3

Exemple 5. Le treillis reprsent par la Fig. 4 est un treillis
de Boole ,-gnral.

Application x - x*"a b* 0_1,

b__b*.
0

Fig. 4

D’aprs le lemme 3, on obtient le thorme suivant.
Thorme 7. Le treillis de Boole ,-gnral est une gomtrie

,-continue.

Corollaire 1. Soient T un treillis de Boole ,-gnral et {Xn} une
suite d’ldments telle que

xx...x..., xneT (n=l, 2,...).
Posons y-- x--x (n-- 1, 2,...), oh x-- lim x. On a

(i) X=xYn (n=l, 2,’’ "),
ii lim y=0.
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Corollaire 2. Si l’on pose

dans un treillis de Boole ,-gSnSral, on a

En effet, z<_x ayant lieu, on a

--z{x(x*(xy))}
--z{(xy)(xx*)}
----z(xy).

D’autre part on a

z(x--z)--z(x-z*)--(zz*)x--x, C.Q.F.D.
De rsultats obtenus ci-dessus, on pourrait dire que presque tousles

thdormes de l’analyse concernant les fonctions d’ensemble dans le
mmoire susmentionn 4 se gnralisent aux fonctionelles dfinies
dans le treillis de Boole .-gnral.
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