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72. Sur la mthode des espaces ranges. I

By Kinjir KUNUGI, M.J.A.
(Comm. April 12, 1966)

1. Considrons un espace aux voisinages, c’est--dire, un
ensemble R non-vide, dont chaque point p possde une famille non-
vide, des sousensembles de R, dsigns par V(p) et appells voisinages
du point p.

Rappelons-nous la notion "profondeur" d’un espace. Itant donn
un point p d’un espace R, nous disons qu’une suite monotone
dcroissante de voisinages V(p) est du type /, off / est un nombre
ordinal de Cantor, si a parcourt tousles nombres ordinaux infrieurs
/ et que les relations d’inclusion V(p)_ V(p) ont lieux pour tous

les nombres a, / tels qu’on ait 0a//:
Vo(p) v (p) v (p) v (p)

(1)
Si, de plus, il n’y a aueun voisinage U(p) de p, tel qu’on ait

V,(p)_U(p),
la suite (1) est appellee "maximale". Si un point p de R ne possde
aueune suite de voisinages qui est maximale, nous disons que la
profodeur de R au point p est "l’infini actuel". Dans les autre
eas, nous dfinissons la profondeur de R au point p eomme le plus
petit nombre ordinal des types des suites monotone deroissantes et
maximales des voisinages de p. Nous le dsignons par

w(R, p).
Le plus petit nombre ordinal des profondeurs w(R, p) de R aux
points p, p tant variable, s’appelle "la profondeur de l’espace R".
Nous le dsignons par

I1 faut remarquer que w(R) est gal ou bien 1 ou bien un
nombre limite inaccessible. Si le systme des voisinages {V(p)} du
point p de R satisfait l’axiome (B) de Hausdorff"

(B) Pour deux voisinages U(p), V(p) quelconques de p, il en
existe un troisime W(p) tel que

v(p) y(p)
alors le premier eas est exelu.

Supposons dans la suite que l’axiome (B) de Hausdorff a toujours

1) F. Hausdorff: Grundzfige der Mengenlehre. Leipzig (Veit), p. 213 (1914).
2) Un nombre limite a est dit inaccessible, si, pour tout fl tel que fl<a et

pour toute fonction a(,) dfinie pour ,, 0_<,<fl et telle que 0__<a(’)<a, on a nces-
sairement sup a() <a.
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lieu. Choisissons une lois pour toutes un nombre o) ordinal, limite
et inaccessible, tel qu’on air

et appelons-le "indicateur" de l’espace R.
2. Dgfiniion de l’espace vangg. Etant donn un nombre

ordinal , qui, parcourt l’intervalle 0w, supposons que nous
ayons une famille 1I des voisinages, dits voisinages de rang
Appelons R "un espace rangd", si la suite des familles
satisfait l’axiome (a)"

(a) Pour tout voisinage V(p) de p (p tant un point quelconque
de R) et pour tout nombre tel que 0<_<w, il existe un nombre
fi et un voisinage U(p) de p tels qu’on ait la lois

<_<o, U(p)

_
V(p), U(p) e

3. De’finition de la convergence d’une suite des points. Etant
donn une suite des points de R
(2) P0, P, P, "", P., "’,

et un point p de l’espace rang R, nous disons que la suite (2):
{p.} converge vers le point p, s’il existe une suite monotone
dcroissante des voisinages V.(p) de p"

a Vo(p)
_
v(p)

_
v.(p)

_ _
v.(p)

_
et une suite monotone croissante des nombres ordinaux:
(4) 7og%g%g <A_ 7. < ..., 0<7.<0)
telles qu’on ait la lois

p. e V.(p), V(p) e 1I pour 0
et sup 7.--w.

Dans ce cas, nous crirons
( 5 p e {lim p.}.

Etant donne une suite des points {p.}, 0<_ao), de l’espace R,
nous disons qu’une suite des points

{p.()}, O<f<o
est une sgie partielle de la suite {p.}, si a() se trouvent dans les
a, et que a() est une application univoque et eroissante de f,
e’est--dire, si l’on a, pour toute paire (f, ’),

ds qu’on air 0<</9’<o.
I1 est facile maintenant d’6tablir la proposition suivante:

3) Quant aux espaces ranges, voir
K. Kunugi" Sur les espaces complets et rgulirement complets, I. Proc. Japan
Acad., 30, 553-556 (1954).

T. Shirai: A remark on the ranked space et ibidem II. Proc. Japan Acad., 33,
553-556 (1957).

H. 0kano: Some operations on the ranked spaces, I. Proc. Japan Acad., 33, 172-
176 (1957).
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Proposition 1. Si, pour une suite des points {p,}, 0_c<o)
et un point p de ’espace R, on a

p {limp,},
aors, pour gouge suite partiee {p.()}, 0___/3o), de a suite {p.},
Ob a

p {lim

3. Introduisons maintenant le deuxime axiome:
(b) L’espace R lui-m6me est un voisinage de chaque point p

de R et il appartient la famille 110.
Alors, il est facile d’6tablir la proposition suivante:
Proposition 2. Soit donnde une suite de points {p.}, 0_co)

d’un espace rangd R saisfaisan a ’axiome (b). Si, pour un
hombre ordina o, 0

_
o<w, e un point p de R, on a

p {lim P.o+.},
on a necessazremen

p {limp.}.

4. Ensuite, supposons que l’axiome suivant, dit l’axiome (A)
de Hausdorff) air lieu.

(A) Chaque voisinage V(p) de p contient la point p. D’aprs
cette supposition, il est 6vident que nous avons la proposition suivante.

Proposition 3. Si, pour une suite des points {p.}, 0___c o),
d’un espace rangd satisfaisan l’axiome (A), on a constamment

p,- p, O_c<o),

alors, nous avons ndcessairement
p e {lim p.}.

5. Montrons maintenant qu’il est possible qu’une mme suite
{p.} des points d’un espace rang6 R tend vers deux points diff6rents
de R"
( 6 p e {limp,}, q e {limp,},

p=/==q, p, q e R.
Pour cela, consid6rons l’espace R deux dimensions, dont les

points sont rep%sent6s par deux coordonn6es x et t, <x< + ,
-<t<+’p-(x,t). D’autre part, prenons un nombre positif l0
(assez grand) fixS. une lois pour routes. Soit l un nombre quelconque,
sup6rieur /0: lo<l<+ . Pour tout point po-(X0, to) de R, d6finis-
sons le voisinage

vo, (po)
dpendant d’un nombre entier positif n (n-1, 2, ...) et de 1. V,.(po)
est l’ensemble de tous les points p-(x, t) de R, dont les coordonnes
x, t satisfont aux ingalits suivantes"

4) F. Hausdorff: loc. cit.
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i) --oo<t<t0
2) O<_c(t--to)--(X--Xo)<c/n
3) O>__c(X--Xo)--(t--to+l/l+c)

off c est une contante positive.
Le systme de voisinages V,.(po), po=(Xo, to) de l’espace R

satisfait l’axiome (A) et (B) de Hausdorff, mais ni l’axiome (C),
ni l’axiome (D) que voici:

(C) tout point q d’un voisinage quelconque V(p) d’un point
p, il existe un voisinage U(q) de q qui est un sous-ensemble de

V(p): U(q)_ V(p).
(D) k toute paire (p, q) de deux points distinets p, q de R, il

existe un voisinage V(p) de p et un voisinage U(q) de q, qui sont
disjoints l’un de l’autre"

U(q)V(p)=O (ensembre vide).
Pour voir que l’axiome (D)n’est pas satisfait, nous n’avons qu’

prendre deux points p=(O, O) et q=(x, O) off x satisfait
o < x, <20//i+ (/c)’.

D’autre part, notre systme de voisinages satisfait l’axiome
(T0) de sraration de Kolmogoroff, qui est plus gnral que (D). Pour
l’exprimer, introduisons d’abord une dfinition" nous disons qu’un
point p est sgparg du point q, lorsqu’il existe un voisinage V(p) de
p qui ne contient pas le point q.

L’axiome (To). De toute paire (p, q)de deux points distincts p,
q, p=/=q de R, il existe au moins un des deux qui est spar de
l’autre.

dfaut de l’axiome (C), notre systme de voisinages ne donne
pas la topologie au sens de Bourbaki.) Mais, il est trs facile de
voir que cet espace R peut tre regard comme un espace rang.
En effet, la profondeur de Rest gale w0 chaque point de R.
Donc, en prenant w0 comme l’indicateur, nous pouvons dfinir la suite
des familles 1I, 0_<a<w0 comme il suit:

110 se compose d’un seul ensemble R, tandis que 1I. (n=l, 2,...)
est la famille de tous les voisinages V.,,(p), 1 et p tant variables.
La suite {1I}, 0a<w0 des familles de voisinages ainsi dfinie
satisfait l’axiome (a) et l’axiome (b) de l’espace rang.

Revenons la premiere question. Pour voir qu’il existe, dans
R, une suite des points {p}, 0<_c<Wo satisfaisant (6), nous n’avons
qu’ considrer la suite

p- (0, l+c
5) N. Bourbaki: llments de Mathmatique (Actualits Scientifiques et

Industrielles 858-1142), II Premiere Partie, Les Structures Fondamentales de
l’Analyse, Livre III, Topologie G(nrale. Paris, pp. 9-13 (1951).
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et deux points p=(O, 0), q=(x0, to), off x0, to satisfont aux relations:
Xo=Cto, 0 < Xo< lo (1 + 1/c)-.

5. Dfinition de la convergence propre. Etant donns une
suite des points p, 0<_a<w et un point p de l’espace rang R,
nous disons que la suite {p} converge proprement vers p ou que
p est une limite propre de {p}, et nous ecrvons par
7 ) p e {lim-prop p},

si 1) on a
8 p e {lim p},

que 2) lorsque pest spar d’un autre point q, il existe une suite
monotone decroissante de voisinages V(p), 0<_a<w qui dfinit la
relation (8), et un nombre ordinal a0, 0<_a0<w, tel que V0(p) ne
contient pas le point q, et enfin que 3) lorqu’un point q est spar
du point p, pour tout voisinage U(q) de q qui ne contient pas le
point p, il existe un nombre ordinal 0, 0</0<w tel que tous les
voisninages W(q) de q qui sont contenus dans U(q) et qui sont de
rang suprieur 0 ne contiennent le point p que pour 9 infrieur

/0, 0<_0<w, 0 dpendant de W(q).
Cette dfinition tant donne, nous pouvons voir trs facilement

que la proposition suivante est vraie:
Proposition 4. Si l’espace rangg R satisfait l’axiome (To),

la limite propre consiste en un seul point; en d’autres refines, si
’0 a

pour deux points p e q e pour une mme suite {p.}, alors on a

p-q.
Remarque. Pour le cas off la limite (ou la limite propre) con-

siste en un seul point, nous crivons
p=lim p. (ou p=lim-prop p.)

au lieu de (5) (ou de (7i).


