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65. Compacité des résolvantes des opérateurs
maximaux cycliqguement monotones

Par Yoshio KONISHI
Département de Mathématiques, Université de Tokyo

(Comm. by Kb6saku Yosipa, M. J. A., May 22, 1973)

Soit A un opérateur «maximal cycliquement monotone»” dans un
espace de Hilbert H sur R, tel que 0 € A0. En utilisant le «théoréme
de Komuray, i.e., le théoréme de Hille-Yosida non linéaire,” on peut
définir ’opérateur 4,, de A ®; voir Barbu [2], [3] et Brézis [6]. A,
est un opérateur maximal cycliquement monotone tel que 0 € A,,0 (voir
le théoréme 4, ii) de Barbu [3]).

L’objet de cette note est de prouver le

Théoréme. Les deux propriétés sutvantes sont équivalentes:

(i) d+A)™* est compact.”

(i) d+A,,)" est compact.

Remarques. (a) Notre résultat pourrait étre considéré comme
une version non linéaire de la propriété 4.5 de Balakrishnan [1].

(b) 1l serait intéressant d’établir le théoréme ci-dessus pour A
«maximal monotoney au sens de Minty et Browder, tel que 0¢ A0.
(Noter qu’on a 'implication: (ii)=>(i) pour cet 4.)

Démonstration. ({i)=>(i): On sait que D(4A)CD(4,,,) et I’on obtient

T+A)"'=T+A, ) T+ARUT+A)Y
D’autre part, on a, pour tout x € H,
[ +AfUT+A) x| = 2|+ A +A) ||
et ’on sait que
|As.z||=2(|A°2|”|z]”*  pour tout x e D(A)
(voir I’exemple 1 de Brézis [6]). D’ou
Id+ASDI+A) 2],  weH,

slxf+2(|A°UT+A) 2| +A) |

<|lz|+2)c—T+A) "z 2|2 < (1+2v 2) |||
Par conséquent I’opérateur (I +A)"* est compact.

()=(i): 1% étape. Nous montrons d’abord la «compacité du

1) Voir Rockafellar [8].
2) Voir, e.g., le chapitre IV, 1 de Brézis [4].

3) Dans le cas particulier oit A=S:1dEz., on a A,1/2=A1/2ES: vV 2dE;.

4) Un opérateur T:D(T)cH—H est dit compact si, pour toute partie B
bornée de D(T), I’image T-B est relativement compacte.

5) Etant donné un opérateur maximal monotone A, A°x,x e D(A), désigne
1’élément de norme minimale du convexe fermé Ax.
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semi-groupe»”® {e~‘4},., engendré par —A sur D(A)”: Notons que 4
coincide avec le sous-différentiel dp d’une fonction ¢: H—[0, + o],
convexe semi-continue inférieurement, unique, telle que ¢(0)=0.?

Par conséquent e~*“D(A)C D(A), t>0, et

I|A°e-~*xng%uxu, >0, xe D@,

(voir (7) du théoreme 1 de Brézis [5]), de sorte que
(I +A°)e 4z < (% +1) Iz, >0, ze D).

On a ainsi prouvé la compacité de

e ti=(I4+A)'I+A%e 4, t>0.
2¢ étape. On va montrer la compacité de (I+A4,)"': On sait
I’estimation

“_g;_e—mx é\/ﬂg—)_’ t>0, xeD(p

(cf. (18) de Brézis [5]) et que
D(p)=D(A;,

o(@)= % 1Az, xeDlp)

(voir le théoréme 4 de Brézis [6] ; cf. le théoréme 4 de Barbu [3]). D’ou

“’“ <L JAsz], t>0, zeDA,y.

—Z ety —_
dt = V2t

Par suite, pour t >0 et x ¢ H,
le=t U+ 4,070 — A+ 4,0 0= :U-j—se~w(1 +4,7ads

¢t 1 o -1 oF
< L%;s-uAm(HAm) x| ds<2v2t | ].

Par conséquent, I’opérateur (I+A4,,)* est compact.

Corollaire. Il y a équivalence entre les quatre propriétés
suivantes :

(i) (J+A)! est compact.

(i) (d+A,,)"" est compact.

(iii) {e~*4};5, est compact.

(iv) {e~t4vs},,, est compact.
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