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Compacit des r$solvantes des oprateurs
maximaux cycliquement monotones

Par Yoshio KONISHI
Dpartement de Mathmatiques, Universit de Tokyo

(Comm. by KSsaku YOSIDA, M. J.A., May 22, 1973)

Soit A un oprateur ((maximal cycliquement monotone>>) dans un
espace de Hilbert H sur R, tel que 0 e A0. En utilisant le (<thgorme

de K6mura>>, i.e., le thgorme de Hille-Yosida non lindaire,) on peut
dfinir l’oprateur An de A ); voir Barbu [2], [3] et Brzis [6]. A1/.
est un op4rateur maximal cycliquement monotone tel que 0 e A/O (voir
le thorme 4, ii) de Barbu [3]).

L’objet de cette note est de prouver le
Thoreme. Les deux proprits suivantes sont dquivalentes"
( ) (I+A)- est compact. 4)

(ii) (I+ A1/2) -1 est compact.
Remarqueso (a) Notre rsultat pourrait 8tre considr comme

une version non linaire de la proprit 4.5 de Balakrishnan [1].
(b) I1 serait intressant d’tablir le thorme ci-dessus pour A

(<maximal monotone>> au sens de Minty et Browder, tel que 0 e A0.
(Noter qu’on a l’implication" (ii)=(i) pour cet A.)

Demonstration. (ii)=(i) On sait que D(A)D(A/) et l’on obtient
(I+A)-1- (I -t- AI/2)-I(I+A/)(I+A)-.)

D’autre part, on a, pour tout x e H,

et l’on sait que
IIn?/..ll<_211Axll/llxllX/ pour tout x e D(A)

(voir l’exemple 1 de Brzis [6]). D’o
(I+n/:)(I+A)-x II, x e H,

<= x +2 A (I/A)-x / (I --A)-x 1/

<=llxll+211x--(I+n)-xlll/l[xlll/(l--2/ 2
Par consequent l’oprateur (I +A)- est compact.

(i)=v(ii)" 1e grape. Nous montrons d’abord la <<compacit du

1) Voir Rockafellar [8].
2) Voir, e.g., le chapitre IV, 1 de Brzis [4].

3) Dans le cas particulier o A= 2dE,, on a A,1/=A/=

4) Un oprateur T:D(T)cH-.H est dit compact si, pour toute partie B
borne de D(T), l’image T.B est relativement compacte.

5) Etant donn un oprateur maximal monotone ,/x, x eD(4), dsigne
l’lment de norme minimale du convexe ferm x.
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semi-groupe>>) {e-tA}t_O engendr par --A sur D(A) 7): Notons que A
coincide avec le sous-diffrentiel 3 d’une fonction : H-[0, +c],
convexe semi-continue inrieurement, unique, telle que (0)-0. s)

Par consequent e-tD(A)D(A), tO, et
2[Ae-tx[[x, t>0, x e D(A),

(volt (7) du thorme 1 de Brzis [5]), de sorte que

II(I+A)e-txl +1 Ilx], t>O, xeD(A).

On a ainsi prouv la compacit de
e-t=(I+A)-(I+AO)e-t, tO.

2 drape. On va montrer la compacit de (I+A1/)-" On sait
l’estimation

t>0, xeD()

(cf. (18) de Brzis [5]) et que
D() D(A),

D()(x) Ax x e

(voir le thorme 4 de Brzis [6] cf. le thorme 4 de Barbu [3]). D’oh

iiAxl, t> O, x e D(A1/).

Par suite, pour t>0 et x e H,

-J0[I ds

Par consequent, l’oprateur (I+A/)- est compact.
Corollaire, I1 y a dquivalence entre les quatre propridtds

suivantes
( (I+A)- est compact.
(ii) (I +An)- est compact.
(iii) {e-t}tz0 est compact.
(iv) {e-t’}to est compact.
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