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67. Compacit lind.aire et lemme de Hensel
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Soient A un anneau commutatif unitaire et t son radical. L’anneau A est
dit henslien si, pour tout polyn6me unitaire f de A[X] et toute d6composi-

tion de son image f dans (A/tt) [X] en produit f GH de polyn6mes 6tran-

gers unitaires, il existe deux polyn6mes unitaires g, h de A[X] d’images res-

pectives G, H tels que f--gh. Les notations f, G, H garderont ce sens

dans route la suite.
Dans cette Note nous d6montrons le
Th6orme. Si A est un anneau linairement compact pour la topologie

discrete alors A est hens61ien.
DOmonstration. Soit l’ensemble des couples (g + aA[X], h + aA[X])

oa get h sont des polyn6mes unitaires de A[X] tels que G, h H,
f- gh aA[X] et a est un id6al de A contenu dans t. 4: on l’ordon-
ne par

(gt + atA[X], ht + at A[X]) <_ g + a4[X]
_
g + aA[X]

(g + ae4[X], h + aaA[X]) :
et

h + aA[X] h + aA[X]
Montrons que est inductif. Soit (g, + a,A[X], h, + a,A[X]), une famille
totalement ordonne d’fil(?ments de ’ crivons

=r-1 j=s-1

g, _,
a,,i Xi + Xret h,- ., b,, X + Xs,

i=o i=o

o r= deg(G) et s= deg(H)" donc pour 0_< i_< r-- 1 et 0_<j<_ s-- 1,
(a, + o) et (b, + o) sont des bases de filtre fortunes de varits
linaires affines de A" et comme A est linairement compact pour la topologie
discrete il existe a A et b A tels clue a- a, % et b- b, %
pour tout " on pose

i=r-1 j--s-1

g= aX + Xr, h= bX + Xs
et a f

i=o j=o

(g+ A[X], h+ oA[X]) car f--gh= (f--gaha) +ha(ga--g) +
g(ha h) %A[X] pour tout R, et il majore tousles 616ments de la famille.
Soit alors (go + aoA[X], ho + oA[X]) un lment maximal de ’ montrons

que f= goho le polynme f--goho ooA[X], donc il s’crit f--goho
cX, o 0 <- i -< n 1, n deg(f) et c oo" d’autre part G et H sont
trangers et unitaires donc, pour tout 0 -< i <-- n 1, X s’crit X ugo
+ viho+ wi, o u, v et w sont des polyn6mes de A[X] tels que
deg(v) -< r-- 1, deg(u) _< s- 1 et wi - RA[X]" on pose, comme dans
[3, (30.4)], g’= go + cv, h"= ho + cui, et soit b Ac" le couple
(g’ + bA[X], h’ + btA[X]) , car deg(cvi) <- r-- 1, deg(cui)
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<_ s 1 et f-- g’h" ciwi- (civi)(cu) bglA[X], et il majore (go
+ a0A[X], ho + aoA[X]) done ao = b bgt, par suite, en vertu du lemme
de Nakayarna, on a b (0), puisque best de type fini" d’ofi le rsultat.

De ce thorerne decoule imrnediatement le resultat connu pour les
anneaux de valuation (of. [1, chap. 6 8 exer. 6], [2, Satz], [4, th. (31.12)]).

En designant par Idern (A) l’ensemble des idempotents de A, on a le
Corollaire [6, prop. 13]. Si A est lineairement compact pour la topolo-

gie discrete alors l’application ldem(A) ldem(A/ff) correspondant l’ho-
momorphisme canonique A A/ est bijective.

Dmonstration. Six Idem(A/fft), on considere le polyn6rne f= X2- X
de A[X]’ son image 12 dans (A/t)[X] s’ecrit f= (X-x)(X- +x)"
et puisque ( 2x) , les deux polyn6mes (X-- x) et (X- + x) sont
trangers" on en dduit, en vertu du theorerne, qu’il existe (a, b) A tel
que t x et f (X- a)(X- b)" alors a idem(A) et son image est x"

d’ofl la surjectivitO. L’injectivitO est demontrOe dans [5, lemrna 2].
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