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LES ALGEBRES DE HEYTING-BROUWER ET DE
LUKASIEWICZ TRIVALENTES

LUISA ITURRIOZ

1 Introduction Moisil [6], [7], et [8] a introduit et dέveloppe la theorie
des algebres de Lukasiewicz trivalentes. Ces algebres sont les modέles du
calcul propositionnel considerέ par Lukasiewicz [3], ayant pour matrice
une chaίne a trois elements, et qui a ete axiomatise par Wasjberg [3],
p. 291. Dans [9], Moisil a montre que les algebres de Lukasiewicz
trivalentes sont, en particulier, des algebres de Heyting. Plus precisέ-
ment, cet auteur a donne une formule qui exprime Γimplication intuitioniste
au moyen des operations primitives de Palgebre.* Par dualite, les algebres
de Lukasiewicz trivalentes sont aussi des algebres de Brouwer.

Etant donne un systeme (A, Λ, V,=^>, -, 0, 1), oύ (A, Λ, V, =#>, 0, 1) est
une algebre de Heyting et (A, Λ, V, -, 0, 1) une algebre de Brouwer, on se
pose nature lie ment la question de savoir s'il est possible de caracteriser
les algebres de Lukasiewicz trivalentes parmi les algebres de Heyting-
Brouwer.

Nous attirons Γattention sur le fait que Γimplication intuitioniste qu'on
peut definir sur la chaίne a trois elements a des proprietes speciales.
Lukasiewicz [3], p. 286, a etabli, par exemple, qu'elle vέrifie Γegalite

ou "\x = x =#>0; en tenant compte des operations =>et -, on remarque que
l'egalite

{x==>y) w(y =Φ 1 Γx) = 1

oύ Ix = x =#> 0 et Γx - 1 - x, est aussi satisfaite.

2 Definitions et Proprietes Nous allons preciser les notions que nous
utiliserons par la suite. D'apr&s Monteiro [10], p. 151, on peut definir la
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notion d'algebre de Heyting genέralisee ou algebre de Hubert-Be mays de
la maniere suivante:

Definition 1 Une algebre de Hilbert-Bernays est un systeme (A, Λ, V,=#>, 1)
oύ 1 est un element distingue de A; Λ, V et =#>sont trois operations binaires
definies sur A, satisfaisant aux conditions suivantes, pour tout x, y, zeA:

Al x=¥x = 1
A2 (χ==>y)Λy = y

A3 ΛΓΛ (x =Φy) = x*y
A4 x=Φ(y*z) = (x^>z)Λ(x=Φy)
A5 (xvy) =3> z = (x =$>Z)Λ (y =Φz)

Cette notion a ete introduite par Birkhoff [1], p. 45, sous le nom de
"Brouwerian lattice'' et elle joue un role fondamental dans Γέtude de la
logique positive de Hubert et Bernays (voir a ce propos [13] et [14]). II est
bien connu qu'une telle algebre est un treillis distributif ayant 1 comme
plus grand element.

Definition 2 Une algebre de Heyting est un systeme (A, Λ, V , = > , 0, 1) oϋ
(A, Λ, v,=τ>, 1) est une algebre de Hilbert-Bernays et 0 est un element
distingue de A satisfaisant a l'axiome

A0 0 Λ x = 0 pour tout x e A.

D'une maniδre analogue on peut donner la definition d'algebre de
Brouwer. Ainsi:

Definition 3 Une alg&bre de Brouwer est un systeme (A, Λ, V, -, 0, 1) oύ 0
et 1 sont deux elements distingues de A; Λ, V et - sont trois operations
binaires definies sur A et satisfaisant aux conditions suivantes, pour tout
x, y, zeA:

BO x v 1 = 1
B l x - x = 0
B2 x v (x - y) = x
B3 {x-y)vy = xvy
B4 (x v y) - z = (y - z) v (x - z)
B5 x - (y Λ z) = (x - y) v (x - z)

Definition 4 Une alg&bre de Heyting-Brouwer est un systeme (A, Λ, V,=Φ,

-S 0, 1> oύ:

1. le systeme (A, Λ, V, =#>, 0, 1} est une algebre de Heyting,

2. le systeme <A, Λ, V, -, 0, 1) est une algebre de Brouwer.

Rauszer [15] a etudiέ ces structures sous le nom de "Semi-Boolean
algebras" et a montre qu'elles jouent par rapport a la "Heyting-Brouwer
logic" le meme role que les algebres de Heyting en ce qui concerne la
logique intuitioniste.

Posons par definition:

IΛ: = Λ:=^>0

Tx = 1 - x
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L'έlέment ~\x est le plus grand y de Γ algebre tel que x *y = 0. Dualement

pour Yx.

Remarque 1 Dans [15], p. 222, on trouve une liste de proprietέs qui sont

valables dans une algebre de Heyting-Brouwer. On voit par exemple que:

si x ^ y, alors Ίy ̂  ~]χ et Yy ** Yx

11 = 0

10 = 1

Γl = 0

ΓO = 1

X Λ ~\X = 0

x v Yx = 1

Mix = Λx

YYY x = Yx

~\(χvy) = ΊΛ Λ ~\y

Y(χ *y) = Y xv Yy

lχ ^ Yx

1 Yx ̂  x < ΠAΓ

YYx ^ x *ζ Ί~\x

Parmi les alg&bres de Heyting-Brouwer nous allons considέrer une

classe particuliere, constituee par celles qui verifient l'§galite que voici:

T (χ==>y)w(y =#>1ΓΛΓ) = 1

Signalons que Γέgalitέ T peut s'ecrire en outre sous la forme

T' (χ=φy)v(Yχ=Φly) = 1

car dans une algebre de Heyting on a l'egalitέ a =Φlb = b ==> lα.

Une classe importante d'algebres de Hubert-Bernays est constitute

par les algebres dites Hneaires. Celles-ci ont et§ considerέes par Moisil

[5] et jouent un role primordial dans l'έtude du calcul propositionnel LC

έtudiέ par Dummet [2]. Elles sont des algebres de Hubert-Bernays qui

satisfont a la condition

D (x =̂ > y) v (y =Φ x) = 1

Lemme 1 Toute algebre de Heyting-Brouwer verifiant la condition T

satisfait a Vegalite D.

Demonstration: De ~\Y x ^ x on dέduit y=$>ΊYx^y=Φx et (x =$> y) v

(y =Φ 1 Yx) ̂  (x =Φy) v (y=5>x), d'ou le lemme.

Remarque 2 Rappelons que dans une algebre de Hubert-Bernays les

conditions

a (x =#> y) v {y ==#> x) = 1

b x v y = {(x =Φ y) =̂ > y) Λ ((y =Φ x) =Ξ> x)

c x =̂ > (3; v z) = {x ==> 3;) v {x =$> z)

d (x*y) =^ z = (x ==>£) v(j; =#>^)



122 LUISA ITURRIOZ

sont equivalentes deux a deux, cf. [11] et [12]. Une partie de ces resultats

a ete etabli par Ward [18].

Definition 5 Une algebre de Heyting-Brouwer est dite doublement de Stone

si les egalites

Ixv llx = 1

ΓΛΓΛ TTx = 0

sont satisfaites.

Lemme 2 Toute algebre $1 de Heyting-Brouwer υerifiant la condition T est

une algebre doublement de Stone.

Demonstration: D'apres les hypotheses et le Lemme 1, on deduit que 2ί

verifie la condition D et il en resulte que "IΛΓV ΊΊΛΓ = 1 car, d'apres la

Remarque 2, point d,

Ixv l l x = (ΛΓ=Φ0)V("IΛΓ=>0) = (ΛΓΛ"IΛΓ)=^>0 = 0=^>0 = 1

II nous reste a montrer que, pour tout ΛΓ, Γegalite ΓΛΓΛ ΓΓΛΓ = 0 est

valable. En remplaςant y par Γx dans la condition T, on obtient

(1) (#==> Yx)w(Tx =ΦlTx) = 1

Observons que dans toute algebre de Hubert-Bernays on a #v;y^

(x =#> 3;) =#> y et du fait que x v Tx = 1, on a 1 = x v Tx *z (x =#> Γ x) =Φ> Γ x. On

dέduit de la que x=ΦYx^ Tx. L'inegalitέ opposee etant toujours valable,

on a bien Γegalite

(2) x =Φ Tx = Tx

D'autre part dans toute algebre de Heyting x =Φ~\x = Ix, d'ou

(3) Tx=$>ΊTx= ITx

De (1), en tenant compte de (2) et (3) on deduit

(4) ΓΛΓV 1TX= 1

II en rέ su l te Γ Γ Λ : ^ ITX et Tx* TTx^ 1 Γ Λ : Λ Γ Λ : = 0 , ce qu'i l fallait

d§montrer .

Remarque 3 Dans une algebre de Heyting-Brouwer verif iant la condition T

on a les egal i tes qui suivent:

"Uv Π Λ Γ = 1

ΓΛΓΛ TTX= 0

l(χAy) = Ixv ly
T(xvy) = ΓΛΓΛ Γ3;

ΓIΛΓ = ΠΛΓ

IΓΛΓ = ΓΓΛΓ

Dans une algebre de Heyting-Brouwer la condition T equivaut a

l'egalite
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T " (x=>y) vlTxvly = 1

car en general 1 ϊxvly ^y =Φ ~\Γx = Γx =Φ~\y et si T est valable

y ==>ΊΓx = l(y A ΓΛ:) = ~\y v ΊΓΛ;

Plusieurs presentations des algebres de Lukasiewicz trivalentes ont
ete donnees. En tenant compte du premier systeme d'axiomes fourni par
Moisil [8], p. 84, nous pouvons definir, d'apres Varlet [16], p. 404, la notion
d'algebre de Lukasiewicz trivalente de la maniere suivante:

Definition 6 Une algebre de Lukasiewicz trivalente est un systeme
{A, Λ, v, 1, Γ, 0, 1) oύ (A, A, v, 0, 1) est un treillis distributif ayant 0 et 1
comme plus petit et plus grand element; 1 et Γ sont deux operations
unaires definies sur A satisfaisant aux conditions suivantes:

VI x ΛIX = 0; l(xAy) = Ixvly; 10 = 1

V2 xvΓx = 1; ϊ(xvy) = Vx*Γy; Γl = 0

V3 Ix = ly et Vx = Vy entrάϊnent x = y

Nous supposerons connues les regies de calcul valables dans les
algebres de Lukasiewicz trivalentes.

3 Relation entre les Algebres de Heyting-Brouwer et de Lukasiewicz
Trivalentes Le theoreme qui suit donne une rέponse a la question posee au
debut.

Theoreme 1 Pour qu'une algebre de Hey ting-Brouwer soit une algebre de
Lukasiewicz trivalente ilfaut et il suffit qu'elle satisfasse a la condition T.

Demonstration: Soit 31 une algebre de Hey ting-Brouwer verifiant la
condition T. D'apres les Remarques 1 et 3 les conditions VI et V2 sont
satisfaites. Supposons alors que Ix = ~\y et Vx = Vy. D'apres la condition
Tf on a:

1 = (χ=>y)v(Γx=$>Ίy) = (x=^>y) v(Γ;y =Φ1ΛΓ) = (x==>y) v(x =ΦlΓy)

Mais de 1 Vy *s y on tire x =#>1Γ y ^ x=Φy done

1 = (x =Φy) v (x ==> Ί Γ37) = x =Φ y

et (1) x ^ y. En echangeant les roles de x et y on deduit (2) y ^ x. De (1) et

(2) on a x = y.

Montrons que la condition est aussi suffisante. Moisil [9] a montre que
toute algebre de Lukasiewicz trivalente est une algebre de Heyting. En
vertu de la dualite on peut aussi affirmer que toute algebre de Lukasiewicz
trivalente est une algebre de Brouwer, et par consequent elle est une
algebre de Heyting-Brouwer. II nous reste done a montrer que Γegalite T
est satisfaite. Varlet [17], p. 464, a montre que dans une algebre de
Lukasiewicz trivalente Γimplication intuitioniste peut s'exprimer au moyen
de l'egalite

x =#><y = (~\χ v "ΠJOΛ {Yxvy)
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Done, en tenant compte du fait que dans une algebre de Lukasiewicz
1 Γ x = Γ Γ x on a:

(x =$>y) v~\y v Ί Vx = ((1 x v ~\Λ y) Λ {Tx vy)) v 1 y v TΓx

= (~\xv Ί l y v l y v Γ Γ Λ ; ) Λ ( Γ Λ ; v y v l y v Γ Γ Λ : )
= ( 1 AΓV 1 v Γ Γ A Γ ) Λ ( 1 v y v l y) = 1

4 Axiomes Independents pour les Algebres de Lukasiewicz Triυalentes
Nous allons donner dans la suite, un ensemble d'axiomes independants pour
les algebres de Lukasiewicz trivalentes.

Theoreme 2 Soit % = (A, Λ, V , = ^ , -, 0, 1) un systeme satisfaisant aux
axiomes suiυantes:

LI x=>x = 1
L2 (x ==> y) Λ y = y
L3 x*(x=Φ>y) = XAy
L4 x =Φ (y Λ z) = (x =Φ z) Λ (x =Φy)
L5 x^ x= 0
L6 x v (x - y) = x
L7 (x - y) v y = x v y
L8 (Λ: v y) - ^ = (y - z) v (x - z)
L9 (Λf=^>y)v(((Λ?=ΦΛf) -• x)=φ(y^(y-y))) = 1

AZors 3ϊ ^sί equivalent a une algebre de Lukasiewicz trivalente et les
axiomes L1-L9 sont independants.

Demonstration: Les axiomes L1-L4 caracterisent (voir [10], p. 159) les
systέmes {A, Λ , - Φ , 1), ou (A, Λ, 1) est un inf-demi-treillis ayant 1 comme
plus grand element et l'operation =̂ > v§rifie les conditions suivantes:

Hi si a Λ x ^ b alors x ^ a=ϊ>b
H2 a Λ (a =Φ b) ^ b

Des axiomes L5-L8 on a un resultat dual. Les elements 0 et 1 etant
respectivement le plus petit et le plus grand element du treillis {A, Λ, V) on
a bien A0 et BO. Du fait que (A, Λ, V , = Φ , 1) est un treillis satisfaisant aux
proprietes Hi et H2 on deduit (voir [4]) que la condition

A5 (x v y) =$> z = (x =£> z) Λ (y =Φ z)

est satisfaite. D'apres la dualite Γegalite

B5 x - (y Λ z) = (x - y) v (x - z)

est aussi verifiee. Ainsi les axiomes L1-L8 caracterisent les algebres de
Heyting-Brouwer. D'apres le Theoreme 1 le systeme % equivaut done a
une algebre de Lukasiewicz trivalente.

Reste a prouver que les axiomes L1-L9 sont independants. Pour ce
faire nous allons considerer les exemples suivants:

Independence de LI Soit A= {θ,a, 1} la chaίne a trois elements. Definis-
sons les operations Λ, v et - comme de coutume, tandis que Γoperation =̂>
subit la modification qu'indique le tableau suivant:
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=Φ I 0 a 1

0 1 1 1
a 0 a 1
1 0 a 1

Les axiomes L2-L9 sont verifies tandis que Ll ne Test pas car
a=Φa = a Φ 1.

Independence de L2 So it 4̂ = {θ, 1} la chaίne a deux elements avec les
operations v et - habituelles, et les operations =>et Λ dέfinies comme suit:

=> 0 1 Λ 0 1

O i l 0 0 0
1 1 1 1 1 1

Les axiomes Ll et L3-L9 sont satisfaits tandis que L2 ne Test pas car
( 1 = ^ 0 ) Λ 0 = IΛO = 1*0.

Independence de L3 Soit A = {0, 1} la chaίne a deux elements munie des
operations habituelles de Λ, v et - et Γ operation =̂> definie au moyen du
tableau que voici:

=» I 0 1
0 1 1
1 1 1

Tous les axiomes sont verifies a Γexception de L3 puisque 1 Λ (l=#>0) =
I Λ I = 1 et IΛO = 0.

Independence de L4 Soit A = {0, a, 1} la chaίne a trois έlέments avec les
operations v,=^, et - habituelles et l'operation Λ definie par:

Λ 0 a 1

0 0 0 0
a a a a
1 0 a 1

Les axiomes L1-L3 et L5-L9 sont valables tandis que L4 ne l'est pas
c a r a^(a*0) = a==>a = 1 et (a==>0) *(a=$>a) = 0 /^l = 0.

Independence de L5-L8 II suffit de considerer les chaίnes des quatre
exemples precedents, en laissant invariables les operations primitives =Φ
et Λ definies a partir du treillis et en changeant les operations - et v selon
le cas, en tenant compte de la dualite.

Independence de L9 Soit A = {0, a, b, 1} la chaίne a quatre elements munie
des operations Λ, V, =Φ, et - habituelles. Tous les axiomes sont verifies
sauf L9 puisque

(b=Φa) v ( ( ( δ = Φ δ ) - b)==>(a=^(a -a))) =av(l==>0)=av0=aΦl.
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