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Formules de Division dang”

EMMANUEL MAZZILLI

Introduction

Dans cet article, nous construisons des formules de représentations intégrales pour
la division des fonctions holomorphes. L'avantage de ce type de formule est le
caractere explicite des solutions données au probléme de division. |l existait déja
de telles formules intégrales (voir [2]), celles-ci ont été utilisées, dans les do-
maines strictement pseudoeenes, pour obtenir des théorémes optimaux de dé-
composition dans les espaces de Lipschitz (voir [3]). Malheureusement, des que
le domaine est faiblement pseudogexe, leformules de [2] ne permettent plus
d’obtenir des résultats précis, méme dans des cas trés simples; plus précisément,
si f est holomorphe sub et f = 0surV = {ze D | fi(z) = f2(z) = 0}, ou

9f1(z) A f2(z) # 0 pourz € V N D, les formules de [2] donnent une décompo-
sitiondef: f = fih1+ f2h2, mais cette décomposition comporte beaucoup de
compensations entre les deux termes a droite de I'égalité, méfressiréguliére.

Ainsi en modifiant la construction de [2], nous obtenons de nouvelles formules
de division qui donnent des résultats satisfaisants dans certains domaines faible-
ment pseudocamexes (par eemple les covexes daype fini). A la partie 5, nous
envisageons sur des exemples, le cas des variétés singuliéres.

Notations. Poura > 0, on introduit 'espace de régularité pour les fonctions
holomorphes:

B,(D) = {f chol(D) | supl £(¢)|d(¢, ID)* < oo}.

teD

On noteBy(D), I'espace de régularité pour les fonctions holomorphes:
Bo(D) = { f € hol(D) | suplf(©)]/In(d(¢. 3D)) < 0.
teD

On note p] le courant d'intégration sur la diagonale @&", G; désignera une
fonction d’une variable complexe holomorphe surun ouve@detG;" sa dérivée
d’ordreq;. Q;(¢, z) (resp..s(¢, z)) est ungl, 0) forme de class€* surD x D:

Qi(¢,2) =Y 0/t 0d(g; —zp), s 2) =) s/ Dd(g —z)).

j=1 j=1
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Nous noterons également,

(Qiz—0) =Y QlC. -5,  (5@2.0—2) =D sH -2z
j=1 j=1

etnous supposerons q@e(¢, z) estholomorphe enpoury fixe dansD. Poure =
(a1, ..., ay), un multi-indice de longueu¥, (9Q)% := (0Q1)“* A - A (IQN)*N.
Enfin, C,, est une constante qui ne dépend que de

1. Un Corollaire du Théoréme de Berndtsson Andersson

Soient,D un domaine borné d&”" a frontiére lisseK et P définis de la fagon
suivante,
ay S A (39)%° A (30"

. n+1 —(n — D 7
K:=()"e, Y ayl - ..aN!Gll'”GN (s,¢ —z)xott

ag+-+ay=n—1
n (n - 1)‘ o a q o
Pi=(-1"C Y, GG A Q)
a=(ay,..., ay)

alt--tay=n

agl -y

ou G == G{((Qi,z — ¢) + 1), avecG; une fonction holomorphe sur un ou-
vert simplement connexe decontenant 'image d® x D par I'application qui &

(¢, z)associéQ;(¢, 2), z—¢)+1etG;(1) = 1 De plus nous supposoing¢, z)| <

Bl¢ —z| et (s(¢,z), ¢ —z) = C|¢ — z|% uniformément par rapport@ e D et

z dans un compact dB. Sous toutes ces conditions, nous avons le théoreme de
Berndtsson Andersson [1].

TutoriME 1.1. 9, ,K = [8] + P sur D x D au sens des courants.

REMARQUE. L'égalité entre courants reste vraie sans la condifipholomorphe
enz pour¢ fixé.

CoroLLAIRE 1.1. Sous les mémes conditions qu'au Théorérhgaveck et P
définis comme précédemment, mis a part le fait que o1, ..., N}, G, (1) =
0, nous avons pouy une(p, ¢) forme dansC(D),

/" FAKpg
oD
0— + (—1)”*‘”1(/ f NKpy— éz/ fA K,,,q_l) pour ¢ > 0,
D D
/ fFAK,o+ (—1)P+1f af NKpo —/ fAP,o pourg=0,
oD D D

ou K, , désigne la composante dede bidegré(p, g) enzet(n —p,n —qg —1)
en¢ (resp.,P, , désigne la composant, g) enz et (n — p,n — q) eng).

Preuve.Notons,K et P les noyaux construits avec la fonctiéh, du corollaire,
K; et P; les noyaux construits avec la fonctian, + 1, K, et P, les noyaux
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construits avec la fonction constante égale a 1. Il vient sans difficulté&que

K1 — K, et P = P; — Py; maintenant, en appliquant le théoreme de Berndtsson—
Andersson &; et K», nous obtenon8K = P au sens des courants. Pour obtenir

le résultat, il suffit de traduire cette égalité, au sens des courants, sur les formes
différentielles. O

2. Une Formule de Division

DEFINITION 2.1, SoitD un domaine borné dé” a bordC* lisse. On dira qué®
est régulier s'il existeH une fonction deD x D dansC” et p une fonction definis-
sante deD de class&” > au voisinage dé®, vérifiant les propriétés suivantes:
(i) il existe H: D x D — C" (¢,z) — (H1(¢,2), ..., Hy(¢,2)), et H €
CcYD x D);
(i) Y7 Hi(¢. 2)(zi — &) — p(¢) # O pour tout(s, z) € D x D;
(iii) H; holomorphe en pour¢ € D.

ExemPLES. Les domaines strictement pseudoaressont réguliers; il suffit de
prendre la fonction définie par Fornaess dans [8].

SiD := {p(¢) < 0}, avecp une fonction comexe sur un visinage deD, alors
D est un domaine régulier: en prendiit(¢, z) := —;%(;), nous avons

n ap
-2 Re; 8—Q<;><z,- — &) = p©) = p(2),
d'ousi(z,z)e D x D,

—p(C)z— P _ o

n 8
~Re)_ o )~ p(©) 2
i=1

ProrosiTION 2.1. Soient,f € B;(D) oul est un entier naturel éd un domaine
régulier, alors pour tout € D:

f(2) = —f f(&)Poo,
D

ou K et P sont définis comme a la partie 1, avec
Gi(2) = ()",
1 n

) = T . < .~ Hi i dis
01(¢, 2) —F<<,z>+p<;)§ (¢, 2)d¢

etF (¢, z) = Y1 Hi(¢ 2)(zi — &).

REMARQUE. Nous nous sommes débarassés de l'intégrale sur le bord, qui con-
tient de la section, et donc des termes qui ne sont pas holomorphes(gair
définition des a la partie 1).
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Preuve de la Proposition 2.INous allons appliquer le Théorerhé; malheureuse-
ment, nous ne pouvons appliquer directement ce théorenie@nt (¢, z) — p(¢)
s'annulentsufz = z}N (8D x D) et doncQ1(, z) n'est pas réguliére sup x D.
Nous sommes donc obligés de nous restreindpg, aine suite de domaines crois-
sante verd. Prenong € D, alors il existesg > 0 tel quez € D,,, et pour tout
0 < ¢ < &g, nous avons la formule

fl) = / f(@) AN Koo(g,2) — / f(©&) A Poo(g, 2).
D, D,

Pour; fixé dansD et pour toutz € D, nous avon$F (¢, z) — p(¢)| = C., ou C,
est une constante positive dépendant;de plus|z — ¢| > D, > 0 pour¢ € aD,
avece < gq. Ces deux estimations conduisent a

|f A Kool S &® pour ¢ €dD;,
If A Pool < 10Q).

Maintenant, en passant a la limite quartdnd vers zéro, le terme au bord disparait
et le terme contenarRy o tend verst f(&) A Poo(g, z), en utilisant le théoréme
de Lebesgue. O

DEFINITION 2.2.  Soientfy, ..., f, des fonctions holomorphes sur un domaine
D et de class&€ > sur un voisinage d®, on dira queV = {z € D | fi(z) =

-+ = f,(2) = 0} est une variété standard si et seulemegdysgin - -- A 3f;, # 0
surVy . =1{zeD| fy=---=f, =0}, 00y, ..., i) est un multi-indice
aveciy < --- < i de longueuk a valeurs danél, ..., p}.

REMARQUE. Par les mémes techniques, nous pouvons obtenir I'équivalent des
formules de division données par les Théoremes 2.1 et 3.1, dans le ¢das=ou
{zeD| filz) =+ = f»(z) = 0} est seulement une intersection compléte, mais
alors, les dividendes sont donnés par I'action de certains courants résiduels sur des
formes différentielles particuliéres (pour plus de détails voir [14] et [15]).

Si D est un domaine régulier alor3 est pseudocaexe; en effefixons¢ € aD

alors la fonction
1

7= =u
i HiG ) (zi — &) — p(Q)
est une fonction holomorphe, avec un pélezea ¢. Par conséquent, d’aprés un

résultat de [1Q]il existe des fonctionBij(C, z) holomorphes sub x D et de classe
C* sur un voisinage d® x D vérifiant:

£ = @) =Y hlt.2)(z; —¢) pour 1<i < p.

j=1

Dans la suite nous noteropg, .. ;, le courant défini sup suivant:
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gil/\"'/\glk/\aTll /\aflk
,,,,, ik *= 2 dVv; 1, .iko
lafiy A A 8flkll

oug; = Z?Zlh,{(g“, z)d¢j etdVy, . ; estla mesure de surface gy

.....

THEOREME 2.1. Soient,V une variété standard & un domaine régulier, alors,
si f € B;(D) pourl un entier naturel etf nulle surV, nous avons, pour tout
zeD,

S (D) m
G/ (9
f(2) = / fQ) RGEEAG) 1(301)
(I’l - 1)' / fik+1(z) e fi,,(z)
A,, e T 27 iR
" W, (=Pt Y Jpavi, 7@ Jiria(©) -+ [i,(0)

x G" 001" Aviy, iy
ou (iy, ..., ix) est un multi-indice croissant de longueuravecl < k < p —let
A, = (D"

REMARQUE. v;, .. ; €stun courant sub, il faudrait donc notej’D Wiy ies
mais pour mettre en évidence qug . ;, est a support dan® N V;, nous

,,,,,, 175

notons/,, (c’est la notation originale de [2]).

Preuve du Théoréme 2.Nous allons appliquer la Proposition 2.1 avec les para-

metres suivants:
Gi(z) =z,

Fia@ X bl (¢, g
(1 fica(©I? + &0
ceci pour tout 2< i < p 4+ 1etQi, G; comme dans la Proposition 2.1.
Ji-1(0) fi-1(2) + i1
(1 fic2(D1? + &i-1)
Afi—1(0) A gi-1(¢, 2)

i =

(Qi,z—0)+1=

Ei-1
(1 fi—1(D)|? + &i-1)?
maintenant sbf; # 0 sur f; = 0, un résultat de [11] montre:
& dVl
2 2 - 2°
(1£i(O1* + &) i (Ol
La formule de la Proposition 2.1 contient des termes de la forme,

30; =

£1 Ek

_— X X 21

(1 1(0)1? + 1)? ([ (@)1 + &x)? @l
passons d’abord a la limite quand— 0, (2.1) tend vers

£1 gk—1 dVy 2.2)

(AOR+e0? = (fea©OF + e 02 10f Q12
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Passons a la limite quamg_; — 0, nous obtenons I'expression qui suit daest
une variété standard,

&1 ) dVi_1x

(AOPFe? "7 (f2@F +aca? o5 o) 1 29 Plasil?

Maintenant, en prenar@®; et Gy comme dans la Proposition 2.1, et en appliquant
cette derniére, on obtient le théoréme. O

REMARQUES. Ces formules ne sont pas encore satisfaisantes, car méme dans le
cas des variétés affines qui sont des variétés standards, les dividendes ne sont pas
réguliers. En effet, nous avons plus qu’'une formule de division: certains divi-
dendes s’annulent & nouveau 3Uret donc, si la fonction a diviser est réguliere,

il y'a de nombreuses compensations entre les termes. Dans le cas de domaine
strictement pseudocwexe, onpeut estimer directement les formules données par

le Théoréme 2.1 et obtenir les résultats optimaux de [3]; en effet, dans ce cas, il suf-
fitd'utiliser l'inégalité suivante] f;(z)| < | f;(O)|+01¢ —z] < 1A (O|+dY3(¢, 2),

oud est la pseudo-distance dabs Bien sir, dans le cas faiblement pseudocon-
vexe daype finim, 0|¢ —z| < dY™(¢, z) ce qui ne permet pas d’obtenir de bonnes
estimations, d’'ou les transformations suivantes.

3. Une Autre Formule de Division

Nous allons modifier la formule du Théoréme 2.1 a I'aide d’un cousaqtii ne
charge pas la diagonale d& x D, qui s’annule sur le bord d® et dont led
vérifie:

B p

0 A D) = ) [RAIG, ) + Apia,

i=1

ou A,41 est un courant a support dafig = --- = f, = 0}. Ainsi K — A nous
donnera une autre formule de division avec “moins de compensations” entre les
différents termes, si est bien choisi.

LemME 3.1. Soient,Q une(d, 0) forme deC”, Q = Y%, Q;d¢;; Hu, ..., H,
des(1, 0) formes deC”, H, = Y.7_, H d¢i; Wa, ..., W,_1 des(0, 1) formes de
C", alors nous avons I'égalité suivante

p—1
0(Q,z = tNOQ)"™" A Hy A | Wi A Hi

k=1
p—1

= —p+DNHy 2= )@Q)" " [ Wi A Hi
k=1
p—1

+Y (n—p+DHH z - £)(BQ)" "

k=1
ANH, A\WINHIAN - AW AWa A Hea N AW,_10 A Hp g,

oU(Q,z—¢) =31, 0i(zi — &) et(Hy, 2 —¢) = Y iy Hi(zi — &).
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Preuve.En explicitantd((Q, z — ¢)), nous obtenons les égalités suivantes:

(0, 2= N ABD" P AH, A\WoAHLA - AW, 1A Hypq

14 . .
D D 00T ADQ;(zi; — &) Hy g, A Wi A Hidg A
(i1, ..51p) j=1 ip-1
AWp_1 A H 7 dg,

P ; .
>0 Y 00)"" A3Qyde;, A HdE;, AWy A Hitdgy A
(i1, ...,ip) j=1 . ;
AW;AH (zi; = G) A== AWpa A HYdG

1
— 3O P”AH’”d, AWy A Hde A
m;p);(” PG g, AWiA Hi'dg;, A
/\W,-/\Hj’(zij — L) A AW, A H"’ 1dgi

avec(iy, ..., ip) Un multi-indice de longueup aveci; # ix pourk # j. Nous
allons utlllser la notatiofi, ..., i, ..., i,) pour signifier que I'indice; est omis;
le dernier terme de I'égalité conduit a I'expression,

3(0, 2 =N A@Q)" P ANH, A\WLAHLA--- AW, 1 AH, 1

- T gt N afwam

J=L i1, i eensip) R, e osiy eerip)
AH{ld{il/\"'AV‘/jAluljij(zij G A AW, 1/\H"’ ldC,
p
= Z;(QQ)”W“/\H AWLA HLA - AW,
(n—p+1 b j
AHj(z= YA~ AW, 1A Hyp g
-2 X ;(5Q)”"’+1/\XP:H""d;- AWy
(n—p+1 el

J=L (it oy i) /;:}

NHP G A AWAH o = G A AWyl A B
La deuxieme somme dans I'égalité est nulle; en effet suppgsens,
Hydgi, N\WiA HidGy A AW A H (i — G) Ao AWpoa A H G
= —H,ﬁ”dgip AW A HEdE A - AW A Hjikdgik
AW A HEZig = &) A AWp_1 A H"’ g,

le deuxieme terme dans I'égalité est aussi dans la somme avec le signe opposé. Ce
qui achéve la démonstration du lemme.
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Nous nous plagons pour tout ce qui suit d&hsine variété standard & un
domaine régulier. D'aprés le Théoréme 2.1, avant régularisation, nous avons la
formule suivante:

— 1! o = -
Anf(2) = Z HLJ’(()GS‘O-“@F(@Q@“OA--~A(3Qp)°"’

(ao+-+oap)=n
avec les notations

Go: C — C, 7 — It
1 n
= T . . .~ Hi s di;
P= 0 ; (¢
G;:C— C pourl<ic<p, =2z,
]Té’) Z?:l hji'({y Z)d{j
(1 fi(©12+ &)

utilisons maintenant le Corollaire 1.1 aveg, Q;, définis précedemment, et
G,.1(z) = z — 1, nous obtenons:

(n_1)| ag 0‘7 o
> / FOGS - GE0)
Olo."'Olp. D

pour 1<i < p;

i =

Maintenant en remarquant qug = 0 ou 1 nous obtenons la formule suivante:

1 a1
mro= Y A= [ ooy 6

a=(ao, ..., 0‘11)

Olp

x [G, ( Qp, £)+1) — G5(Qp. 7 — £) + D]

= X / FOGE--- GI7(0)"
Oy 1

(o1, ..o DF#( ..

(”_ +) o f F@©Gg " (Qp. 2 = £) + D(@Q0)" "
AIQIA -+ ANDQp_1
— +1), / F©OG" O, 2 = 0)(@Q0)"

AIQLA - ADQp1,

car sia, =1, [G,"(Qp. 2 — &) +1) — G,5(Qp. 2 — ) + D] = 0. Nous allons
appliquer la formule de Stokes a I'expression qui suit,
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(n n=p) / F@)Gy "0y A(0Q0)" P ANOQLA -+ A0Qp_1.

Ceci est leégitime car toutes les fonctions considérées sont réguliéres si I'on prend
f ehol(D) N CYD). De plus, avec la définition dé, et Q,, cette intégrale sur

le bord est nulle:

— f FOGY "8 Qo0. 2 — £)Qy(3Q0)" P ABQIA - A DO, 1

1)' n—p n— a a
/f(C)G (000)" P AOQ1A -+ A 0Q,).

Appliquons le Lemme 3.1 au premier terme a droite de I'égalité #ee= df; et
H; = g,

fp_@)gp
(/D12 +¢p)
£10f1 A GIA -+ A&p1dfp-1 A gp1
(1f21? +e0)? - (| fp-1l> + €p-1)?

(=Dl /f(g) G- p+1lfp(2) = Fp(D] /()
P+1)' (fp (O +ep)

/ @Gy 5(Qo, 2 — ) A (000)" "

- p)!

(8Qo)" Pt

AIQIA - ANDQp_1

(n — 1! ” . / vt @) = FOIH@ = s
o G 500)" "+
n—p+ii 22 ), O +e,) 20

S0 BTN gy
NN N g N 90

De cette égalité nous tirons I'expression suivante:

(3Q0)" Pt
AOQLA -+ ADQp-1

B (n—) /m) cr-rrilhr@ = [ @O1f,©)
(n—p+D! (fp (12 + &p)

(l’l—l) / n— p+1[fk(z) fk({)]fp(;) = n—p+1
G, 0 P
C(n—p+! Z 1@ Uy @F tey 00
) W3fi A g )
/\8Q1/\--~/\m/\ A 3Qp-1
(I’l—l) n—p n—p
+ f(C)Go (000)" P AOQ1LA -+ A DQ,.

Finalement, en tenant compte de toutes ces manipulations, on obtient la formule:
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Anf(Z)
— 1 | 0[ 1 )
) b ﬁfl)ﬂcmgo... "g)
e
(@1, 0p- DAL .
l)' n— p+1 _ -
e / F®Go " (2pe 2 = ©) +D(8Q0)

AIQLA -+ ANDQpoy

(n_p+1)' Z/ f(OG n p+1[fk(z) fk(g)]fp(g)(éQo)n_p+1

TAGIETS
S ST A
NOOLA A g N N0

- D! - _ _
% /D FOGET(@B00)"™ " AIQIA- - ATQ,.

Nous allons renouveler cette opération pour

) / FOGE - G (0)",
0y l

a=(a,...,0p-1)
aQ+-tap_1=n
(@1, ...,0p-1)#L ..., 1)

d’apres le Corollaird.1:

> f@)G G (Qpo1. 2 — ENBO)* = 0,
ao' cap_q!

a=(ao, ...,ap-1)
ag+-top_1=n

d’ou I'égalité

2

a=(ao, ...,0tp—1)
agt-tap_1=n
(a1, ...,0p-)#QL ..., )

— 1! o2
-y |/f<€>G‘o’°-~ "2 (30)"
Qo ---Qp_2: Jp

a=(ag,...,ap-2)
ao+---+otp72=n
(a1,...,ap-2)#(1 ...,

(I’l _1)' ap a,, 1 a
—llfo(Z)Go -+ G,"71(00)
p—1:

050!'-'05_

p+1) / FOGET"™800)" PP AQ1 A - ABOp

(n _—i-)2)l / F©)Go ”*2((pr1’ 7—¢) +1)(3Q0)" "2
ANIQIA - ANDQ)2
—-p + 2)l / F©)Go " (Qp-1.2—¢)(3Q0)" "2

ABQLA -+ ADQp_2.
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En appliquant la formule de Stokes et le Lemme 3.1 a la quantité

-p + 1)| / f©)Go pﬂQﬁ—l/\ (3Q0)" P A Q1A - AN Qp2 =0

on obtlent I egallte

— +2), / FOGE Q) 1,2 = £)(300)" " ABQLA -+ A DOy 2

n p+2[fk(z) fk(g)]fp—l(é‘) 5 n—p+2
(n 4 + 2)' Z/ 106 (1fp-1( D>+ &p-1) (000)

ex0fi A 8p— 1N
(1 ful?2 + €1<)2

pn 1), / F@OGE"HB00)" P AIQLA -+ ADQp-2 A DO 1.
Malntenant remplagons cette quantité dans I'expressiof, d&z):

A f(2)
= X / FOGE - G2 (30)"
Oy 2

a=(aQ,...,ap—2)
ag+-+op_2=n
(a1, ...,0p-2)#L ..., D)

- D! = _ _
(”—), / F@OGE@Q0)" " ABQLA -+ A DO,

ANIQLA -+ A A3Qp—2

/ FOGE "0y 2 — O) + D(3Q0)" 712
AIQLA -+ ADQ)1

1 fx(2) = f(O1 (0
(f O +¢p)

/\an/\"’/\Skaﬁc/\gp(|fk|2+€k)2/\”./\éQp_l
/ FOGE " 2(Qp-1,2 — 0) +1(3Q0)"P+2
/\((_)Ql/\.../\éQp_z

p+1)'

-1 p—1
R

a n—p+1
(n—p+D 4 (0Co)

=
(n—p+2)

_(n=D! / n—pt+2[ [ (2) = fu(@©O] fr-1(0) = pi2
)Gy (d n=p
T-p+2! Z 7 G R
b SkaTc A gp

ANIQLA - N ————— AD ,

= Ufil2 ez N 002
en itérant ces opérations, puis en passant a la limite quand ., ,,) tend vers

0, nous avons le théoréme suivant. O

THEOREME 3.1. Soient,D un domaine réguliery une variété standard de codi-
mensionp, f € B;(D) pourl un entier naturel etf s’annule surV, alors:
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f(2)
1 fi(2) -
—_ - 8 nGn
" /Df(ofl(;“)( 00)"Gy
Pt (0 — 1) k
w=-4 i
+;(n—k)! /Dmvl lllll kf(C) 2=k (3Q0)

y <fk+1(Z)3_ﬁ/\81/\"'/\3_ﬁc/\gk _i fi(2)
fixa @) N8faA - ABfi? = fin©

a_fl/\gl/\"'/\a_fj/\gk+l/\"‘/\37</\gk>
0f1 A -~ A Bfill?

REMARQUE. En fait pour obtenir ce théoréme, nous avons utiliser la formule de
stokes et nous devons donc supposer fj@st holomorphe et réguliére jusqu’au
bord; pour lever cette hypothése et pouvoir énoncer le théoréme fadens
B;(D), il suffit d’approcherD par D,, des domaines plus petits, et d'itérer la
preuve de la Proposition 2.1.

.....

4. Applications

Nous allons étudier la régularité des facteurs de la division dans le cHsest
une variété affine éb un domaine corexe detype fini. Nous obtiendrons des ré-
sultats optimaux (modulo une chute logarithmique) ce qui n'est pas envisageable
avec les formules de Berndtsson—Andersson classiques.
La variétéV étant affine, on peut trouverfonctions affines holomorphes telles
que:
Vi={zeC"| filz) = = fp(2) =0}

On définit, pour O< « < 1 etk un entier naturelA .. (D) les espaces de Lip-
schitz usuels (pour les propriétés élémentaires de ces espaces voir [9]). Enfin,
pour V une sous variété complexe @& Iy (D) est I'espace des fonctions holo-
morphes suD qui s’annulent su¥.

THEOREME 4.1. Soient,D un domaine convexe de type fini V une variété
affine de codimensiop avecl < p < n, alors siV est transverse aD, nous
avons pour tout¥ > O des opérateurs linéaireg;”, ..., T" de By (D) dans
hol(D) tels que

P
hely(D)NBy(D) = h=Y_ {TM(h),
i=1
et vérifiant les propriétés suivantes
(@) pour a > % TM induit un opérateur borné de\,(D) N hol(D) dans
Aq—12--(D) N hol(D) Ve > 0 assez petit
(b) pour0 < @ < % TM induit un opérateur borné da , (D) N hol(D) dans
Byoie—o(D) Ve > Q.
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REMARQUE. Dans le cas ol est de codimensiom, V transverse aD signifie
gueV ne rencontre pas le bord.

THEOREME 4.2. Pour toutM > 01l existe des opérateurs linéairgg”, ..., T
de By (D) danshol(D) tels que

14
hely(D)NBy(D) = h=) fiT ().
i=1
et qui induisent des opérateurs bornés de

Bu(D)Nhol(D) dans B2+, Nhol(D) Ve > 0.

REMARQUE. Il nous semble que les Théoremes 4.1 et 4.2 sont valables avec

0, malheureusement, nous ne savons le démontrer que dans le cas des domaines

strictement pseudocwexes owlans le cas des ellipsoides réels ou complexes; ceci

vient du fait que nous ne sommes pas capables de démontrer le Lemme 4.2 (voir

ci-dessous) avec = 0 dans les domaines ocgaxes ddype fini en général.
Néammoins, nous allons montrer que ces résultats sont “presques” optimaux

comme le prouve les exemples suivants.

ExempLEs. Considérons I'ellipsoide complexe suivant:
D:={zeC®| p(z) = |zal* + |z2* + |z3|* =1 < O};

dans [16], Range montre 'inégalité qui suit pggrz) € 4D x D,
3

5 3
Re<Z a—?(;)(a - Zi)) > C<—p(z> + ) lalPlz - P+ 1z - ¢|4)-
i=1 ! i=1

l)1/4 et introduisons pour & « < 1 la fonction

Notonsa = (3

u(z) = (z2 —a)[(a — z2) + (a — z3)]* Y2,

cette fonction est bien définie céd, a, a) € 0D et Refa — z2) + (@ — z3)] > 0
pourz € D. De l'inégalité précédente, nous déduisovig(z)| < Clp(z)|* % ce
qui entraine que € A, (D). D’autre part(z> — a) u(z) ne peut étre dans un es-
pl)ace de Lipschitz car elle n’est pas bornée et n'appartient Bagld) aveck <

5 — .

? Considérons maintenant la fonctiotz) = (z2 — a) log((a — z2) + (a — z3)),
de la méme fagon que précédemmeit A1/2(D), clairement(z; — a)u(z) €
Bo(D) mais(z — a) tu ¢ H®(D).

LeMME 4.1. Soitu une fonction holomorphe dad3 et > 0, alors nous avons
les équivalences suivantes

(@) ue Ao(D);

(b) pour toutk € N* (k > «), pour toutz € D, |V¥u(z)| < C(—p(2))*~;

(c) il existek € N* (k > a), pour toutz € D, |VFu(z)| < C(—p(2))**.

Ce lemme est un résultat classique de Hardy—Littlewood (voir [3]).
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CONSTRUCTION DE LA SOLUTION INTEGRALE AU PROBLEME DE DIvisioN. Tout
d’abord on remarque que $i est affine, par un changement de coordonnées
linéaires, on peut supposer que:= {¢; = --- = ¢, = 0} (car un changement

de coordonnées linéaires ne détruit pas la convexité). Nous allons appliquer le
Théoréme 3.1; a ces fins, nous allons briévement rappeler quelques propriétés de
la fonction support de Diederich—Fornaess dans les domaines)eamdetype

fini. Nous avons la proposition suivante qui apparaissait déja dans [6].

ProrosiTiON 4.1.  SoitD un domaine convexe de type fina bord lisse ep une
fonction définissante convexe Bedans un voisinag& deaD. Alors, la fonction
S(z,¢) € C>(D x U) holomorphe en, construite dang5] vérifie la propriété
suivante soient, pour; € U, n, la normale unitaire extérieure §o = p(¢)} etv

un vecteur unitaire d&,"({p = p(¢)}),

a+f
By
Alors il existek, c,d > 0, telles queyz = ¢ + vn, + lv avecv, A € C, nous
avons I'estimation

agp(¢,v) == P& + Av)|i=o0.

IRev| K

ReS(z,0) = ——— - E(Imv)z
—cY D lawp(@ )P +dSUpO, p(2) — p(D)}.
j=2 a+p=j
REMARQUE. D’apres [5], nous avon®; S(z, ¢))|.=. = —Kdp(¢), avecK une

constante positive.

Considérong)g tel queUy = {¢ | p(¢)] < no} C U et x une fonctionC*> avec
0< x <1 valant0sip(¢) < —ngetlsip(¢) > —%no- Posons alors:

x(&) - ( p )
)= — i(z, B— dag;
00(Z, 2) (B+K)p@§ 0i(z,0) + c,» ©))de

_ x()
REY T

Go(2) =z M G(a)=z V1<i<p,
gidg;
1% + &
ou les Q;(z, ¢) sont les fonctions définies dans [4Y, un réel supériaua 0 et
B > Otelle queB/2 + K — d > 0; alors nous avons, d'aprés le Lemme 4.1:

0i(¢,2) =

x()
Re((B—i——I(),o(;)(Q(Z’ 0,z—1¢) +1> >0 pour¢,zeD x D

et de plus,
9:5(2, §) + B3 (0p(8), 2 — &) + (B + K)dp(5) = OD)|z — &I
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Par conséquent, a l'aide de ces paramétres, le Théoréme 3.1 entraine la formule
suivante poutf € By(D) et f =0 surV:

f(2)

,O(C) n+N+1 _
a n
/f@ (x(o 0.0, z—§>+(B+K)p(§)) (0Qo)

p—1
(n — D!
+ 2 o) /Dv 7@

;0({) N+1+n—k _ .
300)""
x (X(;‘)(Q(z, ;),z_;>+(3+1<)p(;>) (0Qo)

<ﬁd§1Ad§1/\ /\dgk/\dgk
Ckt1

—Z—dﬁ/\dﬁ/\ CAAG NG A
= Gk

Adgp A d§k> dVi k.

Preuve du Théoreme 4.1l.faut estimer deux types de termes,

N+n—k+1
/mv %(qﬁ%) (3Q0)" " dv1,...k (4.2)
ot Sk
N+n—k+1 A
/mv %(qﬁ%) (3Q0)" " dv{ _, 4.2)

oujef{l ..., k}, et
pi=dOANdOA - Al NG d Vg,

Lo =dlAdo A NG NG A A A A dEdVy i,

@(2,0) = x(O){(0(z,8),z—¢) + (B+ K)p(2).

Pour cette estimation, nous allons utiliser le lemme d’Hardy—Littlewood;I5o0it
un multi-indice:

D'(4.1) _—
r +n—k+14

= Z / f(oDrl ( A ) D2[(3Q0)" M dvy, .. «.
rtTaer 900V, i Skl L\¢(z,0) ]
DY (4.2) .
B +n—k+1q

= > [ Lepn( e DE[(300)" ] dv]
IM+Te=T DNy, .., k §k+1 L ¢(Z7 C) 4 7

oupouri := Y, , 0y ydz; AdZ; une(p, g)-forme, D" =", , D'[0; ;]dz; A
dz;. De ces deux formules, on déduit aisément les expressions suivantes:
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D'(4.1)
. / f(©&) p (N
DNV,

At . Chat o(z, ;)N+n—k+l+|[‘1\

N
_|_f f(©) p (&) 3p(0)
DNVy

o Cr1 @ (z, HNFn—kALHIT
A Q(z, ) AP Kry,ry (6, 2) dvy, ks
oU Ly, r, et Kr, 1, sont des formes réguliéres sirx D eta = n —k —inf(n —k,
IT]). Méme chose poub’(4.2):
D"(4.2)
o / @) PN
r DNVy,

N+n—k+14|I|
M ¢ Skr1 9(2,0)

N
+/ f©) p (&) ‘5,0(;)
DNV

. {k+l ¢(Z, ;)N+n7k+l+\l"1

A Q2. 0) A B Nry (& ) dv] Iz

avecMr, r, et Nr, r, des formes réguliéres sir x D. Prenons; € 3D NVy

et B(g, r) une boule de centrg et de rayorr tel qu’il existei € {p +1,...,n}
vérifiant|§7‘j} > ¢ > 0 surB(q, r) (ceci est possible car etdD se coupent en
position générale). On peut supposer gue n et quer est assez petit de sorte
quex := 1surB(q,r). Pour estimeD(4.1) et D'(4.2), il est clair qu'il suf-

(00)Lry 1, (8, 2) dva,

sy

,,,,,

B0) My r,(¢, 2) dv]

L

-----

-----

lc — z|™ < |¢(z, ¢)|. Nous avons quatre types d’intégrales a étudier, a ces fins,
nous allons procéder de maniere similaire a [3]; paur, d trois réels etF (¢, z)
une forme différentielle bornée siir x D, nous notons indifféremment:

e[ O oo,
e[ B oo

A Q) F (g, z)dvy,. ks
e[, B oo

ey

ABQYF(&. D) dv] .

Pour une(n, n) forme différentielle réguliére sub x D, A(¢, z) := Ao({, 2)diiA
doy N -+ - AdE, Adg,, nous notons

0 9 _ _
Az, z)/fdcn = Ao(c, z>/af Aoy Ader A - AdEy
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appliquons la formule de stokes, comme dans [3]:

f@© p@t /ap
EACH 30)F (. 7)d 2P 4,
/3(Dmv1 B, Ckr1 (2, é“)d( QYF ) dva,.. 0¢, g

,,,,,

=NL(f.b,c,d)+ I(f,b+1c,d)+ IL(f,b+1c—14d)

af 90 )
+11<£,b+],c,d>+11<f¥,b+1,c,d+l>,

n n

I'intégrale a gauche de I'égalité est Wn| || car|¢ — z|™ < |¢(z, )|, ce qui
entraine:

Ii(f.b,c,d) = O flle + i(f, b+ 1 c,d) + I(f,b+1 c—1.d)

af ¢
+Il<8§n’b+l’c’d> +11(f£,b+],c,d+1>.

Appliguons de nouveau la formule de Stokeﬁ@f%, b+lc,d+ 1):

3
Il<f£,b+1,c,d+l>

=O0|flloo+ 1(fi,b+2,c,d+D)+ h(f,b+2,c—1Ld+1
9 3¢\
+11<—f,b+2,c,d+1>+11(f(—¢>,b+2,c,d+2>,
3¢, il
en appliqguant m-fois la formule de Stokes,
d¢
Ll f—.,b+Lc,d+1
1<facn e +)
=0l fllo+ (f.0+1Lc,d)+ I(f,b+1c—14d)

af
I _5b 17 9d )
+ 1<3§n +1c )

car\%(z, 0" = 0|t —z|" = 0D)¢(z, ¢)|, d’apres le choix de la constanke
et|p(O)] =0D)|¢(z, ¢)|; en résume,

L(f,b,c,d)=O|flloo+ Ii(f,b+Lc,d)+Ii(f,b+1c—1d)

of
+11<8—§n,b+1,c, d>.

En procédant par récurrence, nous obtenons la relation essentielle:

: B
L(f,b,c,d) = O\ flla, + § 11(%,b+l+Lc—l,d>
=0 n

+Y L(f.b+1+1c—1.d). (%)
=0
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Pour I3, nous avons une relation identique; pduret 74, nous devons devons
introduire Jo(f, b, ¢, a1, a2, d) etJu(f, b, ¢, a1, ap, d) (avecw; = 0 ou 1) des in-
tégrales du type:

b —
Iy e / SO PO 5o nn
DNVy,

B Skt @2, 0 )
A Q(Z, ) AN Q) F(, z)dvy, .. ks
f@© p@" -
Jy = 3 a1
! /Dmvl «NB(g,r k1 9(Z, C)d( P) i .
A Q(z, O A BQ)F(, 2)dvy

sy

,,,,,

maintenant par les mémes artifices que précédemment, on obtient:

Ii(f’bvc7d)
= Ol fllaq
of
+ Y s b+t Bt Lle—lar— Proay—Pad
0oTme dCn

0<p1,B2<01,02

+ ) Sfb+l+ Bt BatLe—Lar— Braz— B, d).
O<i<c
0<p1,B2<a1,a2 (%)

Afin de finir la preuve du Théoréme 4.1, nous allons admettre le lemme suivant
dont nous donnerons une preuve a la fin de cet article. O

Dans ce qui suit,onnot®’ := DNVy
centré ey € D.

« et P.(z) le polydisque de McNeal [13]

.....

LEmMME 4.2. Soient,e > 0 assez petitD un domaine convexe de type finig
n — k un entier naturelon a alors les estimations suivantes

Gi(¢, 2)

(1) ANAGANAGLA - AdE Ade|dVy . S Y2
P.(nD’ | Ck+1
Go(¢, - - .
) 289 | gt ndeyn - ndE A de|dVe g < eV
PN’ | Ck+1
G1(¢, - - _
3 e Z)dil/\dﬁ/\“'AdeAd§k+1A"'Ad§k ANdg|dVey,  k S
P.onD' | Ck+1
g¢~Y2=¢" pour toute’ > 0,
Gol(c, - - _
4) 26, 2) ANAONAGN - NGNS N - - NG AdE | AV, S
P.onD'|  Ck+1

e~Y2=¢' pour toute’ > 0,
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ol G1(Z, 2) = (0Q)° A Fi(Z,z) avecFy(¢, z) une(n — k —c,n — k — ¢) forme
en¢ bornée sutD x D etG(Z, z) == (3Q) T A dp(&) A Q(z, ¢) A Fa(Z, z) une
(n—k—c,n—k—c) forme en; bornée surD x D.

D’apres(x),

L(f.b,c,d) < Ol flla, + Zf

P1(2)

I(f, b,e.d) S Ol flla, + Z/

P1(z)

.....

pour tout 1< k < @ + 1. Posonsk = [«] + 1 et estimond; et I3, avec
b=N+1
c=n—k—inf(n -k, T2,
d=n—k+N+1+|T|—|;
pour ceci, introduison®!(z) := C1P»- ,5(z)/2P27,8(z) le recouvrement de [4]
avecles propriété®. (z) C |Jroo Pl(z) etPi(z)/P:(z) C U’O Pi(z),0lig(e) <
—logz(c2¢/4). Prenonse = |p(2)|, nous avonsp(9)| < 1é(z, oI, p(2)] <
lp(z,¢)|, d’aprés la Proposition 4.1 et d’apres [6, Lemme 3.3]¢X |¢(z, ¢)|

pourz € dD et¢ e_P;(z) N D, mais la preuve de ce lemme permet d’avoir cette
inégalité pour; € D; par conséquent, en utilisant le (1) du Lemme 4.2,

A p(g)bHkHt
fm Ak (¢(z, )"

1 anc—!
Y ey ), 00
i Py-ig(z

(27s)Y/2 1
~ Z cd b ailc S Gl @12’

/ a
P1(2)/Pe(2)

0 l B
<Y ﬁf 1(00)~ dvy, 4
£ (277)

Py i(2)

BO) ' dvy

de méme,

0 1 1
S Xo: (2—i)d—b—c—a+1/2 S glll—@-1/2)’

ce qui termine la preuve poui, d'aprés le Lemme 4.1. Poug, I4, et I, la
preuve est similaire mis a part que (1) du Lemme 4.2 est remplacé par (3), (4), et
(2) ce qui entraine:
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1
<
B2 poreEe

1
<
RVIETAECE

1
< -
RS Ip(z)|[T-=1/2)

pour touts’” > 0. Le Théoréme 4.2 s’obtient de maniéere similaire.

Preuve du Lemme 4.2.

Estimation dg1): Pour cette estimation, nous allons utilise& (vy, ..., v,),
vj := x; +iy;, dese-coordonnées extréemales gnd’aprées [4] et [6], nous avons
99;

e o o
35, | < TEOnED sur P.(z), d’'ou (1) est estimée par une somme de termes du
type:
&€ < 1
ldxj, Adyiy A--- ANdxj, Adyi, A
P.(z)ND’ |§k+1(v)| 1=1 le(zv S)TiI(Zv 8)

Adxj,  Adyi,  AdCi(v) AdE(V) A - AdG(v) AdE (V) dV kg

on peut remarquer que I'on peut prendee, ..., x;, ., ..., Y, .., Yi,_,) COmMme
coordonnées locales s’ car sinon
dxjy Ndyiy A --- ANdxj, ANdyi Ao Ndxj,_ ANdy,_, A dE(v)

AdEi(V) A - AdEr(v) AdE(v) =0

et I'intégrale est nulle. Tenant compte de ceci, nous allons scinder en deux parties

Py (z)ND’ P.(z)ND’

{IEk1(v) 1 $6Y2) (Y2 <1011}

le second morceau est majoré par:
C 1
—1/2
e ————————dx dy;, - - -dx;. dy;, - - dxj,_, dyi,_
/Pg(z)ﬂD’ 1 sz(Z’ S)Ti,(Z, 8) J1 i1 J i Jn—k In—k

< 8671/2

Pour le premier, il existg,, # 1 eti;, # 1 (car la variété est transverséB et

v* = (v}, ..., v}) la base associée aux coordonneest une base orthonormale)
tels que(Re(§k+1(v)), Im(§k+1(v)), Xjgs « o5 .X]TO, ooy Xjp_gs Vigs -« s ﬂ, ceey yin—k)

(il se peut que les directions a enlever soit deux directignstx;, ouy; ety ,
etc.) soit un systéme de coordonnéesBUrdont le Jacobien est uniformément
minoré par rapport aetz, par une constante positive, d’gfg(
est majorée par:

DND {|E1(w)| $Y2)
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g€ ° 1
- dX,1dY1 dxj dy[ s 'dxjn, dyi,,,
/;’g(z)ﬂD’ | X1+ Y4 =1 7, (2, £)T; (2, €) . k k
| X1+iYy|<eY/?
&€ x g¥/? g€ x g¥? — gol2
~ Tj]O(Z E)Ti/ (Z 8) ~ 2

Le termeg(2): Se traite de la méme maniére, en utilisant les estima #n|s<
et|Q;| < sur P.(z).

'17(75)

I(S)

Estimation dg3): Comme précédemment, dans les coordonnéeguy, ...,
v,), (3) est majorée par une intégrale du type

c ¢ 1
f £ |dviy A=+ ANdvj,_ AdOig A - AdY;,,
.o’ 1Sk 57 7, (2, 8)Ti (2, €) )
Adg(v) AdE(v) A - A dEia(v)
AdEi) A~ AdEe NG AV ke
Toutd’abord, nous allons faire apparaiftg(v), de maniére a ne travailler qu'avec
des directions tangentes a la variété; pour ceci, remarquon@oye .., dvj, ,,
dgi(v), ..., d¢i(v), dg1(v)) est une base pour €5 0)-formes, sinon l'intégrale

considérée est nulle, par conséquent, il exjgte# 1 avec|a,,| uniformément
minoré ere etz, tel que:

dgi(v) =Y aydvj, + Y bidg;(v).
I i

Maintenant (3) est majorée par une expression du type:

o < 1 —
|dvjy A+ Advjy Ae - Advj, AdEra(V)
/I;S(Z)HD’ 1Ck2 ()] 7 T (2, )Ty (2, ) Jl / Ik k_+
A d{;il S AdY;, , ANdE(v) AdE(v)
S AdE(V) Adek (V)| dVa, k.

Scindons l'intégrale en deux morceaux

/ et / ;
Pe(z)ND’ P:(2)ND’

{IEk+a(w) < e} {e<ICkra()1}

le second morceau est majoré par des intégrales de la forme

gc—s’ c 1 -
7 dX. ---dX; ---
/Pe-(z)ﬂD/ |k (v) 28 1_[ (2, )Ty (z,8) Jio

=1
dYy ---dY;, , d[ia)] < eV

tn—k

dX;

Jn—k

pour toute’” > 0, ou X; etY; désigne indifféremmemj- ouy;, etenfin, fiy1(v)]
désigne la partie réelle ou imaginaireglei(v).

Pour le second morceau, il suffit de prendRe¢;11(v), Im ¢x11(v)) comme
premiéres coordonnées sf, il suit que le premier morceau est estimée par:
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80 - 1 —
dX. ---dX; ---
fpg(m”' |Cieta (V)] H 7, (z. )T (2, 8) " Jio

{Izxsal<e)
dX;, Yy - dY,, dY,_, d(Re¢i1(v) d(IMiya(v)) < s 2
jlo Z,&
Pour I'estimation de (4), il suffit de faire les mémes changements que pour (2).
O

5. Cas des Variétés Singuliéres

Dans cette partie, nous abordons sur un exemple, le cas des variétés singulieres.
Prenons

D = {p(z) = |22/ + |z2* + 23> + |z4l* — 1 < O},
X :={zeC"|zizo=z2] + 23 =0},

avecn > letn « g. Il estclair quef € hol(D) s’écritziz, f1(z) + (z1 +z3) f2(2)

si et seulement s = 0 surV N D (dans la suite on notera cette conditia).
Prenons, par exempl¢,bornée suD vérifiant(x), quelle est la régularité dg et

f2? Ce domaine est un domaine gere detype strict fini, par conséquent, nous
pouvons prendre comme fonction support I'équation du plan tangent complexe,
soit:

n

1
Qo = E B_Q(g) &is

de plus, d’apreés [16], nous avons I'estimation suivante gour) € D x D,

Re(p@) + Z —(:)(z, 3 )

4
< (p(z) +o@) =10 Pz — el = lzi — 6P — |z — ;1|2q>. (o)

i=2

En introduisant le courant résidugfl/z,¢,] comme dans [14] et [15], on peut
adapter sans grande difficulté la preuve du Théoréme 3.1 dans cette situation, et
obtenir une décomposition en termes de courants:

f() =222 f&) “=2(8Q0 )4G0

p §182
" Q) - 3 3—|: 1 ]
0 Go| — )
et ) |, (0007600 L | A g6 )

£0) 235 [ 1
- 8
ez /D(zl+<:3)(Q) 0102

0Ug1(¢, 2) = zodC1+ C1dSa, g2, 2) 1= (2 T+ 2y 2+ + ¢ D de+ dis,
etGo(¢) := 1/¢. Il n’est pas difficile de voir (par exemple dans [7]) que:

] A gZ(Cv Z)a
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-1 1.1 171 1 1
| — |=—03|—|+—9 ddVy + —didV:
[5152] &1 |:<§2] $2 [(1] (Cl c2dV &2 “ l)
oudV; estla mesure de Lebesgue $tir= 0} etdV, est la mesure de Lebesgue
sur{¢, = 0}. Autrement dit nous avons la formule suivante:
()

f(2) = 2122 G S22 (000)'Gg + (21 + 23)

. [ f T 6500263 dis A gu(c, 2 ava
DN{¢1= €2§3

£©) - |
+/;m (02=0) (&1 +§3)§'1( QO) 0d2 A g1(g,2)dVa2

f(;) a 3,~3 ;5
— — (0 Gid ,2)dV
lez[/m{;z:m &+ Cs)Cl( Qo) Godta 1 g2(8,2) V2

- / &(BQO)SGS’CIEN\ 828, 2) dvl].
pnjei=0} §283

ProrosiTion 5.1.  SoitD comme ci-dessyalors pour toute fonction holomorphe
bornée sumD, f vérifiant(x), il existe f; € B1_(,—1),24 (D) (i € {1, 2}) satisfaisant
I'égalité suivante

f(2) = 2122 f1(2) + (2] + z3) f2(2).
Preuve.Tout d’abord, en remarquant que:
(00)° Adia AdEy =0 sur DN {g =0},
(800)° AdE2 A ga(6,2) =0 sur DN {2 =0},
(800)° AdiyAdiz =0 sur DN {5 =0,

nous avons la formule suivante:

f(2) = z122 f(g)(BQ )“G0

+ (21 + Za)[ / 2/ @) 2522 (800)3G3 ey A deydVy
pn{ei=0y §283

fQ) = 3.3, ]
+ 0 Gid dco,dV:
/DMZ @ +§3)( 00)°Gydir NdEadVy

z )n 1 ( ) _ _
—~ mzz[ f EV" O 306263 de A dg“ldvl]
DN{51=0} £283

= 2122(D) + (2] + 23)[(2) + ()] — z122(4).
Traitons en premier les termes (2) et (4); avec I'estimatierx) et sachant que
D N {¢1 = 0} est une boule, par des lemmes classiques d’intégrations (que nous
ne détaillons pas ici), il n'est pas difficile d’obtenir q(® € By,2(D) et (4)
B1_(n—1/24(D).
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Pour (3), nous avons I'estimation suivante:

f 1 16112472 dV;
o 188+ 23l [-p(©) — p(2) + 1IM(3p(0), z — ¢)] \
F 1?2z — P+ Y glz — Gl

f 1 61972 d V2
pr 102 [=p©@) — p(2) + IM(3p(2), z — ¢

+ 10?12 21 — Gl + Y glzi — Gl
ou D' :=DN{z=0N{Igf + &l < |p(2)Y?} et D” == DN {2 = 0} N
{121+ 23] > |p(2)|¥2}; tenant compte de cette estimation, en utilisant des change-
ments de coordonnées de type Henkin—Romanov et le Lentig,Bious obten-
ons(3) € By24+.(D) Ve > 0 (en fait, en étant plus précis, on peut montrer que
(3) € By/2(D), mais nous n’ avons pas besoin ici de cette estimation plus fine).

Le terme (1) est majorée par I'expression suivante:

/ 1 (TR
b 122l [=p(2) — p(2) + [IM(3p(2), 2 — £)] ,
F 12122z — Gl + i alz — ]

avec cette estimation et le Lemme 6.2(ii), toujours avec des changements de co-
ordonnees de type Henkin—-Roman@,e By/241/2,(D). OJ

)

4

’

ProposITION 5.2. Soit D comme ci-dessyd existe f holomorphe bornée sur
D vérifiant (%), telle qu’il n'existe pasfi et f> holomorphes sub satisfaisant

f(2) = 2122 f1(2) + (2] + 23) f2(2),

avecfi € By(D) pourk <1— "Z—‘ql

Autrement dit, la Proposition 5.2 assure que la Proposition 5.1 est optimale.

Preuve.Considéronsf(z) = 132 f est bornée et vérifiex). On a une décom-
position immédiate:

n—1

f(2) = 2120 2 — (7 +z9) =2 avec a
ez 1—-2z4 1 8 1—2z4 1-

24

1

€ B1_(n—1/24(D).

Supposons qu'il existefy, fo verifiant zi1z» f1(z) + (zf + z3) f2(z) avec f1 €
By(D), k <1— ”2—:]1 alors(z} Y1 - z4))|:1+23=0 @Urait une extension holomor-
phe aD dansB; (D), ce qui n'est pas possible; en effet, poséps= 1 — ”2—;1 et
supposons quezy (1 — 24))|27+:3=0 admet une extension holomorphedans

Byy—0(D) avect > 0. Alors ¢ peut s’écrire sous la forme

1
p(z) = 1—<sz1+ (2} + 23)8(2)),
— 24

avecg holomorphe suD et nous avons l'inégalité
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lzp (2 + 23082

11— z4] lp(2)[ko=0"
Considérons, pour > 0 assez petit €t € [0, 27[, les points suivants:
a=e"% 7,=0, 23=0 zm=1-¢

en ces points I'inégalité précédente entraine

1
‘_ +2(21,0,0,1—¢)| < 7Y%,
<1

par conséquent,
1
lzaJ=e%24 \ 21

8(21,0,0,1—-¢6)dz1=0

\Zl\=81/2‘1

carg est holomorphe sub, et donc,

1 1
oni = / Zdz = / (— +8(21,0,0,1— 8)) dzy,
|z1|=eY/24 Z1 lz1l=e%2a \ 21

ce qui conduit a une contradiction quantends vers zéro # > 0. O

D’autre part,

REMARQUE. A notre avis, ce résultat est trés surprenant; en effest trés régu-
liere sauf en(0, 0, 0, 1), mais, en ce point; est une direction de faible pseudo-
convexité et;, de stricte pseudoconvexité, on pourrait donc s’attendre a trouver
f1dansByz11/24(D).

6. Lemmes d’Intégration

LEmMME 6.1. Soientz, z € C et B(¢, r) la boule centrée eg de rayonr, alors il
existe des constantes réelles positives ne dépendant queg eéea vérifiant
(i / 15120 d2(2) { C(te sia>1
i <
B [A+ 101241 — 2|2+ |¢ — 2124%2]* ~ | D|In(A)| sia=1,
1S17 d)\(z)
B [A+ 121241 — 2|2+ | — z|?9+2]«
{am?ﬁf“ga>
=

(i)

1 1

2 + 2q+2°
D|In(A)| $a=%+5%,

olg € N et A une constante positive assez petite.

Preuve.Pour (i), utilisons le changement de variahiés= |£|9(¢ — z); ceci est
Iégitime si¢ # 0, mais dans le cas = 0 I'intégrale est nulle:

. / dir(z") { CAHY sia>1,
(i) = < :
BO,R) [A+ 1212 + |2/|29+2]« DiIn(A)| sia=1
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Pour (ii), utilisons le changement de coordonnges it = |¢|9 Re(¢ — z) +
i Im(¢ — z), ceci est possible g # 0 mais si¢ = 0 l'intégrale est nulle:

dndry CLEE sias 4l
(ii)S/ > 2+2a§{ . 20
BO.R) [A+1] +15377] DlIn(A)| sl o =3+ 5.5
LEMME 6.2. Sous les mémes hypothéses qu'au Lemme 6.1
Q) 1517 dA(g) B { C(AY sia>1
B [A+1C12)¢ — 212+ ¢ — z[24+2)« — | D|In(A)| sia=1
i) P2 dA(g) ) { CH T ER sias1,
s [A+1E20E =22 +1¢ — 242 = | Diin(a)az?| siw=1

Preuve. (i) ScindonsB(z, r) en deux parties;; = {¢ € B(z, r) | %Izl <l¢—zl}
etyz = {¢ € B(z,n) | 3lz| = |¢ —z|} alors:

(0) </ dr (@)
TS AL = 22 4 g — g Pt e D
+/ |21 dA(8)
vo [A+12120]8 — 22 + |¢ — z|2at2]e

il est clair que la premiére intégrale vérifie I'estimation et la seconde aussi en util-
isant le Lemme 6.1.
(i) Il suffit d’appliquer I'inégalité de Holder avec les paramétrééi&l et2g:

2q-1

(i) < (/ €12 dA() )z
~ \ s [A+ 1212910 — 22+ |¢ — z[24+?]«

i)
B(z,r) [A + |§ - Z|2q+2]a ’

le résultat suit immédiatement en appliquant le (i) de ce méme lemme. O

References

[1] M. Andersson and B. Berndtssddenkin—Ramirez formulas with weight factodsn.
Inst. Fourier (Grenoble) 32 (198291-110.

[2] B. BerndtssonA formula for interpolation and division i€”, Math. Ann. 263 (1983),
399-419.

[3] P. Bonneau, A. Cumenge, and A. Zeriabiyision dans les espaces de Lipschitz de
fonctions holomorphe€;. R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 297 (1983), 517-520.

[4] K. Diederich, B. Fischer, and J. E. Fornadds$]der estimates on convex domains of
finite type Math. Z. 232 (1999), 43-61.

[5] K. Diederich and J. E. FornaesSupport functions for convex domains of finite type,
Math. Z. 230 (1999), 145-164.

[6] K. Diederich and E. MazzilliZero varieties for the Nevanlinna class on all convex
domains of finite typé\lagoya Math. J. 163 (2001), 215-227.



Formules de Division dang” 277

[7] P. Dolbeault,Sur la structure des courants résidudiev. Roumaine Math. Pures
Appl. 33 (1988), 31-37.
[8] J. E. FornaesEmbedding strictly pseudoconvex domains in convex donfaine.
J. Math. 98 (1976), 529-569.
[9] G. M. Henkin and J. Leiterefheory of functions on complex manifold&ademie-
Verlag, Berlin, 1984.
[10] J. J. KohnGlobal regularity ford on weakly pseudoconvex manifol@isans. Amer.
Math. Soc. 73 (1973), 273-292.
[11] P. Lelong,Fonctions plurisousharmoniques et formes différentielles positives,
Gordon & Breach, Paris, 1968.
[12] E. Mazzilli, Extension des fonctions holomorph€sR. Acad. Sci. Paris Sér. | Math.
321 (1995), 837—-841.
[13] J. McNeal,Estimates on the Bergman kernels of convex domaithg, Math. 109
(1994), 108-139.
[14] M. PassareResidues, currents, and their relation to ideals of holomorphic functions,
Math. Scand. 62 (1988), 75-152.
, A new division formula for complete intersectidnn. Polon. Math. 55
(1991), 283-286.
[16] M. RangeOn Hélder estimates fodu = f on weakly pseudoconvexs domains,
Several complex variables (Cortona, 1976/1977), pp. 247-267, Scuola Norm. Sup.
Pisa, Pisa, 1978.

[15]

Laboratoire de Géométrie, Analyse et Topologie
C.N.R.S. U.R.A. D751

U.F.R. de Mathématiques

Université Lille |

59655 Villeneuve dAscq Cedex

France



