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Formules de Division dansCn

Emmanuel Mazzilli

Introduction

Dans cet article, nous construisons des formules de représentations intégrales pour
la division des fonctions holomorphes. L’avantage de ce type de formule est le
caractère explicite des solutions données au problème de division. Il existait déjà
de telles formules intégrales (voir [2]), celles-ci ont été utilisées, dans les do-
maines strictement pseudoconvexes, pour obtenir des théorèmes optimaux de dé-
composition dans les espaces de Lipschitz (voir [3]). Malheureusement, dès que
le domaine est faiblement pseudoconvexe, lesformules de [2] ne permettent plus
d’obtenir des résultats précis, même dans des cas très simples; plus précisément,
si f est holomorphe surD et f = 0 surV = {z ∈ D | f1(z) = f2(z) = 0}, où
∂f1(z) ∧ ∂f2(z) 6= 0 pourz ∈ V ∩D, les formules de [2] donnent une décompo-
sition def : f = f1h1+ f2h2, mais cette décomposition comporte beaucoup de
compensations entre les deux termes à droite de l’égalité, même sif est régulière.
Ainsi en modifiant la construction de [2], nous obtenons de nouvelles formules
de division qui donnent des résultats satisfaisants dans certains domaines faible-
ment pseudoconvexes (par exemple les convexes detype fini). A la partie 5, nous
envisageons sur des exemples, le cas des variétés singulières.

Notations. Pourα > 0, on introduit l’espace de régularité pour les fonctions
holomorphes:

Bα(D) :=
{
f ∈ hol(D) | sup

ζ∈D
|f(ζ)|d(ζ, ∂D)α <∞

}
.

On noteB0(D), l’espace de régularité pour les fonctions holomorphes:

B0(D) :=
{
f ∈ hol(D) | sup

ζ∈D
|f(ζ)|/ln(d(ζ, ∂D)) <∞

}
.

On note [δ] le courant d’intégration sur la diagonale deC2n, Gi désignera une
fonction d’une variable complexe holomorphe sur un ouvert deC,etGαi

i sa dérivée
d’ordreαi. Qi(ζ, z) (resp.,s(ζ, z)) est une(1,0) forme de classeC1 surD̄ × D̄:

Qi(ζ, z) :=
n∑
j=1

Q
j

i(ζ, z)d(ζj − zj ), s(ζ, z) :=
n∑
j=1

sj(ζ, z)d(ζj − zj ).
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Nous noterons également,

〈Qi, z−ζ〉 :=
n∑
j=1

Q
j

i(ζ, z)(zj −ζj ), 〈s(ζ, z), ζ −z〉 :=
n∑
j=1

sj(ζ, z)(ζj −zj ),

et nous supposerons queQi(ζ, z)est holomorphe enzpourζ fixé dansD̄. Pourα =
(α1, . . . , αN), un multi-indice de longueurN, (∂̄Q)α := (∂̄Q1)

α1∧ · · · ∧ (∂̄QN)
αN.

Enfin,Cn est une constante qui ne dépend que den.

1. Un Corollaire du Théorème de Berndtsson Andersson

Soient,D un domaine borné deCn à frontière lisse,K et P définis de la façon
suivante,

K := (−1)n+1Cn
∑

α=(α0, ...,αN )
α0+···+αN=n−1

(n−1)!

α1! · · · αN !
G
α1
1 · · ·GαN

N

s ∧ (∂̄s)α0 ∧ (∂̄Q)α
〈s, ζ − z〉α0+1

,

P := (−1)nCn
∑

α=(α1, ...,αN )
α1+···+αN=n

(n−1)!

α1! · · · αN !
G
α1
1 · · ·GαN

N ∧ (∂̄Q)α

oùGαi
i := G

αi
i (〈Qi, z − ζ〉 + 1), avecGi une fonction holomorphe sur un ou-

vert simplement connexe deC contenant l’image dēD× D̄ par l’application qui à
(ζ, z) associe〈Qi(ζ, z), z−ζ〉+1etGi(1) = 1. De plus nous supposons|s(ζ, z)| ≤
B|ζ − z| et 〈s(ζ, z), ζ − z〉 ≥ C|ζ − z|2, uniformément par rapport àζ ∈ D̄ et
z dans un compact deD. Sous toutes ces conditions, nous avons le théorème de
Berndtsson Andersson [1].

Théorème 1.1. ∂̄ζ,zK = [δ] + P surD ×D au sens des courants.

Remarque. L’égalité entre courants reste vraie sans la conditionQi holomorphe
enz pourζ fixé.

Corollaire 1.1. Sous les mêmes conditions qu’au Théorème1.1, avecK et P
définis comme précédemment, mis à part le fait que pouri0 ∈ {1, . . . , N}, Gi0(1) =
0, nous avons pourf une(p, q) forme dansC1(D̄),

0=



∫
∂D

f ∧Kp,q
+ (−1)p+q+1

(∫
D

∂̄f ∧Kp,q − ∂̄z
∫
D

f ∧Kp,q−1

)
pour q > 0,∫

∂D

f ∧Kp,0 + (−1)p+1
∫
D

∂̄f ∧Kp,0 −
∫
D

f ∧ Pp,0 pour q = 0,

oùKp,q désigne la composante deK de bidegré(p, q) enz et (n−p, n− q −1)
enζ (resp.,Pp,q désigne la composante(p, q) enz et (n− p, n− q) enζ).

Preuve.Notons,K etP les noyaux construits avec la fonctionGi0 du corollaire,
K1 et P1 les noyaux construits avec la fonctionGi0 + 1, K2 et P2 les noyaux
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construits avec la fonction constante égale à 1. Il vient sans difficulté queK =
K1−K2 etP = P1− P2;maintenant, en appliquant le théorème de Berndtsson–
Andersson àK1 etK2, nous obtenons̄∂K = P au sens des courants. Pour obtenir
le résultat, il suffit de traduire cette égalité, au sens des courants, sur les formes
différentielles.

2. Une Formule de Division

Définition 2.1. SoitD un domaine borné deCn à bordC∞ lisse. On dira queD
est régulier s’il existe,H une fonction deD̄×D̄ dansCn etρ une fonction definis-
sante deD de classeC∞ au voisinage dēD, vérifiant les propriétés suivantes:

(i) il existe H : D̄ × D̄ → Cn, (ζ, z) → (H1(ζ, z), . . . , Hn(ζ, z)), et H ∈
C1(D̄ × D̄);

(ii)
∑n

i=1Hi(ζ, z)(zi − ζi)− ρ(ζ) 6= 0 pour tout(ζ, z)∈ D̄ ×D;
(iii) Hi holomorphe enz pourζ ∈D.
Exemples. Les domaines strictement pseudoconvexessont réguliers; il suffit de
prendre la fonction définie par Fornaess dans [8].

SiD := {ρ(ζ) < 0}, avecρ une fonction convexe sur un voisinage deD̄, alors
D est un domaine régulier: en prenantHi(ζ, z) := − ∂ρ

∂ζi
(ζ), nous avons

−2 Re
n∑
i=1

∂ρ

∂ζi
(ζ)(zi − ζi) ≥ ρ(ζ)− ρ(z),

d’où si (ζ, z)∈ D̄ ×D,

−Re
n∑
i=1

∂ρ

∂ζi
(ζ)(zi − ζi)− ρ(ζ) ≥ −ρ(ζ)− ρ(z)

2
> 0.

Proposition 2.1. Soient,f ∈Bl(D) où l est un entier naturel etD un domaine
régulier, alors pour toutz∈D:

f(z) = −
∫
D

f(ζ)P0,0,

oùK etP sont définis comme à la partie 1, avec

G1(z) = (z)l+1+n,

Q1(ζ, z) = 1

−F(ζ, z)+ ρ(ζ)
n∑
i=1

Hi(ζ, z)dζi,

etF(ζ, z) =∑n
i=1Hi(ζ, z)(zi − ζi).

Remarque. Nous nous sommes débarassés de l’intégrale sur le bord, qui con-
tient de la sections, et donc des termes qui ne sont pas holomorphes enz (voir
définition des à la partie 1).
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Preuve de la Proposition 2.1.Nous allons appliquer le Théorème1.1;malheureuse-
ment, nous ne pouvons appliquer directement ce théorème surD carF(ζ, z)−ρ(ζ)
s’annulent sur{ζ = z}∩(∂D×∂D) et doncQ1(ζ, z) n’est pas régulière sur̄D×D̄.
Nous sommes donc obligés de nous restreindre àDε, une suite de domaines crois-
sante versD. Prenonsz ∈D, alors il existeε0 > 0 tel quez ∈Dε0, et pour tout
0< ε < ε0, nous avons la formule

f(z) =
∫
∂Dε

f(ζ) ∧K0,0(ζ, z)−
∫
Dε

f(ζ) ∧ P0,0(ζ, z).

Pourz fixé dansD et pour toutζ ∈ D̄, nous avons|F(ζ, z)− ρ(ζ)| ≥ Cz, oùCz
est une constante positive dépendant dez; de plus|z− ζ| ≥ Dz > 0 pourζ ∈ ∂Dε

avecε < ε0. Ces deux estimations conduisent à

|f ∧K0,0| . ε2 pour ζ ∈ ∂Dε,

|f ∧ P0,0| . |ρ(ζ)|.
Maintenant, en passant à la limite quandε tend vers zéro, le terme au bord disparaît
et le terme contenantP0,0 tend vers

∫
D
f(ζ) ∧ P0,0(ζ, z), en utilisant le théorème

de Lebesgue.

Définition 2.2. Soientf1, . . . , fp des fonctions holomorphes sur un domaine
D et de classeC∞ sur un voisinage deD, on dira queV = {z ∈ D̄ | f1(z) =
· · · = fp(z) = 0} est une variété standard si et seulement si∂fi1 ∧ · · · ∧ ∂fik 6= 0
surVi1, ...,ik := {z ∈ D̄ | fi1 = · · · = fik = 0}, où (i1, . . . , ik) est un multi-indice
aveci1 < · · · < ik de longueurk à valeurs dans{1, . . . , p}.

Remarque. Par les mêmes techniques, nous pouvons obtenir l’équivalent des
formules de division données par les Théorèmes 2.1 et 3.1, dans le cas oùV =
{z∈ D̄ | f1(z) = · · · = fp(z) = 0} est seulement une intersection complète, mais
alors, les dividendes sont donnés par l’action de certains courants résiduels sur des
formes différentielles particulières (pour plus de détails voir [14] et [15]).

SiD est un domaine régulier alorsD est pseudoconvexe; en effetfixonsζ ∈ ∂D
alors la fonction

z→ 1∑n
i=1Hi(ζ, z)(zi − ζi)− ρ(ζ)

est une fonction holomorphe, avec un pôle enz = ζ. Par conséquent, d’après un
résultat de [10], il existe des fonctionshji(ζ, z) holomorphes surD×D et de classe
C∞ sur un voisinage dēD × D̄ vérifiant:

fi(z)− fi(ζ) =
n∑
j=1

h
j

i(ζ, z)(zj − ζj ) pour 1≤ i ≤ p.

Dans la suite nous noteronsυi1, ...,ik le courant défini surD suivant:
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υi1, ...,ik := gi1∧ · · · ∧ gik ∧ ∂fi1∧ · · · ∧ ∂fik
‖∂fi1∧ · · · ∧ ∂fik‖2

dVi1, ...,ik ,

oùgil :=∑n
j=1h

j

il
(ζ, z)dζj etdVi1, ...,ik est la mesure de surface surVi1, ...,ik .

Théorème 2.1. Soient,V une variété standard etD un domaine régulier, alors,
si f ∈ Bl(D) pour l un entier naturel etf nulle surV, nous avons, pour tout
z∈D,
f(z) = An

n

∫
D

f(ζ)
f1(z) · · · fp(z)
f1(ζ) · · · fp(ζ)G

n
1(∂̄Q1)

n

+ An
∑
i1, ...,ik

(n− 1)!

(n− p + k)!
∫
D∩Vi1, . . .,ik

f(ζ)
fik+1(z) · · · fip (z)
fik+1(ζ) · · · fip (ζ)

×Gn−k(∂̄Q1)
n−k ∧ υi1, ...,ik ,

où (i1, . . . , ik) est un multi-indice croissant de longueurk, avec1≤ k ≤ p − 1 et
An := (−1)n.

Remarque. vi1, ...,ik est un courant surD, il faudrait donc noter
∫
D
(· · ·)vi1, ...,ik ;

mais pour mettre en évidence quevi1, ...,ik est à support dansD ∩ Vi1, ...,ik , nous
notons

∫
D

(c’est la notation originale de [2]).

Preuve du Théorème 2.1.Nous allons appliquer la Proposition 2.1 avec les para-
mètres suivants:

Gi(z) = z,

Qi =
fi−1(ζ)

∑n
j=1 h

j

i−1(ζ, z)dζj

(|fi−1(ζ)|2 + εi−1)
,

ceci pour tout 2≤ i ≤ p +1 etQ1, G1 comme dans la Proposition 2.1.

〈Qi, z− ζ〉 +1= fi−1(ζ)fi−1(z)+ εi−1

(|fi−1(ζ)|2 + εi−1)
,

∂̄Qi = εi−1

(|fi−1(ζ)|2 + εi−1)2
∂fi−1(ζ) ∧ gi−1(ζ, z)

maintenant si∂fi 6= 0 surfi = 0, un résultat de [11] montre:

εi

(|fi(ζ)|2 + εi)2 →
dVi

‖∂fi(ζ)‖2 .

La formule de la Proposition 2.1 contient des termes de la forme,

ε1

(|f1(ζ)|2 + ε1)2
× · · · × εk

(|fk(ζ)|2 + εk)2 (2.1)

passons d’abord à la limite quandεk → 0, (2.1) tend vers

ε1

(|f1(ζ)|2 + ε1)2
× · · · × εk−1

(|fk−1(ζ)|2 + εk−1)2

dVk

‖∂fk(ζ)‖2 . (2.2)
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Passons à la limite quandεk−1→ 0, nous obtenons l’expression qui suit carV est
une variété standard,

ε1

(|f1(ζ)|2 + ε1)2
× · · · × εk−2

(|fk−2(ζ)|2 + εk−2)2

dVk−1,k∥∥∂fk−1(ζ) ∧ ∂fk(ζ)

‖∂fk(ζ)‖
∥∥2‖∂fk(ζ)‖2

.

Maintenant, en prenantQ1 etG1 comme dans la Proposition 2.1, et en appliquant
cette dernière, on obtient le théorème.

Remarques. Ces formules ne sont pas encore satisfaisantes, car même dans le
cas des variétés affines qui sont des variétés standards, les dividendes ne sont pas
réguliers. En effet, nous avons plus qu’une formule de division: certains divi-
dendes s’annulent à nouveau surV, et donc, si la fonction à diviser est régulière,
il y’a de nombreuses compensations entre les termes. Dans le cas de domaine
strictement pseudoconvexe, onpeut estimer directement les formules données par
le Théorème 2.1et obtenir les résultats optimaux de [3]; en effet, dans ce cas, il suf-
fit d’utiliser l’inégalité suivante:|fi(z)| ≤ |fi(ζ)|+O|ζ−z| . |fi(ζ)|+d1/2(ζ, z),

oùd est la pseudo-distance dansD. Bien sûr, dans le cas faiblement pseudocon-
vexe detype finim,O|ζ−z| . d1/m(ζ, z) ce qui ne permet pas d’obtenir de bonnes
estimations, d’où les transformations suivantes.

3. Une Autre Formule de Division

Nous allons modifier la formule du Théorème 2.1 à l’aide d’un courantA qui ne
charge pas la diagonale deD × D, qui s’annule sur le bord deD et dont le∂̄
vérifie:

∂̄ζ,zA(ζ, z) =
p∑
i=1

fi(z)Ai(ζ, z)+ Ap+1,

oùAp+1 est un courant à support dans{f1 = · · · = fp = 0}. Ainsi K − A nous
donnera une autre formule de division avec “moins de compensations” entre les
différents termes, siA est bien choisi.

Lemme 3.1. Soient,Q une(1,0) forme deCn, Q = ∑n
i=1Qidζi; H1, . . . , Hp

des(1,0) formes deCn, Hk = ∑n
i=1H

i
k dζi; W1, . . . ,Wp−1 des(0,1) formes de

Cn, alors nous avons l’égalité suivante:

∂̄(〈Q, z− ζ〉)(∂̄Q)n−p ∧Hp ∧
p−1∏
k=1

Wk ∧Hk

= (n− p + 1)−1〈Hp, z− ζ〉(∂̄Q)n−p+1
p−1∏
k=1

Wk ∧Hk

+
p−1∑
k=1

(n− p + 1)−1〈Hk, z− ζ〉(∂̄Q)n−p+1

∧Hp ∧W1∧H1∧ · · · ∧Wk ∧Wk+1∧Hk+1∧ · · · ∧Wp−1∧Hp−1,

où 〈Q, z− ζ〉 =∑n
i=1Qi(zi − ζi) et 〈Hk, z− ζ〉 =∑n

i=1H
i
k(zi − ζi).
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Preuve.En explicitant∂̄(〈Q, z− ζ〉), nous obtenons les égalités suivantes:

∂̄(〈Q, z− ζ〉) ∧ (∂̄Q)n−p ∧Hp ∧W1∧H1∧ · · · ∧Wp−1∧Hp−1

=
∑

(i1, ...,ip)

p∑
j=1

(∂̄Q)n−p ∧ ∂̄Qij (zij − ζij )H ip
p dζip ∧W1∧H i1

1 dζi1∧ · · ·
∧Wp−1∧H ip−1

p−1dζip−1

=
∑

(i1, ...,ip)

p∑
j=1

(∂̄Q)n−p ∧ ∂̄Qij dζij ∧H ip
p dζip ∧W1∧H i1

1 dζi1∧ · · ·
∧Wj ∧H ij

j (zij − ζij ) ∧ · · · ∧Wp−1∧H ip−1
p−1dζip−1

=
∑

(i1, ...,ip)

p∑
j=1

1

(n− p +1)
(∂̄Q)n−p+1∧H ip

p dζip ∧W1∧H i1
1 dζi1∧ · · ·

∧Wj ∧H ij
j (zij − ζij ) ∧ · · · ∧Wp−1∧H ip−1

p−1dζip−1,

avec(i1, . . . , ip) un multi-indice de longueurp avecij 6= ik pour k 6= j. Nous
allons utiliser la notation(i1, . . . , îj , . . . , ip) pour signifier que l’indiceij est omis;
le dernier terme de l’égalité conduit à l’expression,

∂̄(〈Q, z− ζ〉) ∧ (∂̄Q)n−p ∧Hp ∧W1∧H1∧ · · · ∧Wp−1∧Hp−1

=
p∑
j=1

∑
(i1, ..., îj, ...,ip)

1

(n− p +1)
(∂̄Q)n−p+1

∑
ij /∈(i1, ..., îj, ...,ip)

H
ip
p dζip ∧W1

∧H i1
1 dζi1∧ · · · ∧Wj ∧H ij

j (zij − ζij ) ∧ · · · ∧Wp−1∧H ip−1
p−1dζip−1

=
p∑
j=1

1

(n− p +1)
(∂̄Q)n−p+1∧Hp ∧W1∧H1∧ · · · ∧Wj

∧ 〈Hj(z− ζ)〉 ∧ · · · ∧Wp−1∧Hp−1

−
p∑
j=1

∑
(i1, ..., îj, ...,ip)

1

(n− p +1)
(∂̄Q)n−p+1∧

p∑
k=1
k 6=j

H
ip
p dζip ∧W1

∧H i1
1 dζi1∧ · · · ∧Wj ∧H ik

j (zik − ζik ) ∧ · · · ∧Wp−1∧H ip−1
p−1dζip−1.

La deuxième somme dans l’égalité est nulle; en effet supposonsj < k,

H
ip
p dζip ∧W1∧H i1

1 dζi1∧ · · · ∧Wj ∧H ik
j (zik − ζik ) ∧ · · · ∧Wp−1∧H ip−1

p−1dζip−1

= −H ip
p dζip ∧W1∧H i1

1 dζi1∧ · · · ∧Wj ∧H ik
j dζik

∧Wk ∧H ik
k (zik − ζik ) ∧ · · · ∧Wp−1∧H ip−1

p−1dζip−1,

le deuxième terme dans l’égalité est aussi dans la somme avec le signe opposé. Ce
qui achève la démonstration du lemme.
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Nous nous plaçons pour tout ce qui suit dansV une variété standard etD un
domaine régulier. D’après le Théorème 2.1, avant régularisation, nous avons la
formule suivante:

Anf(z) =
∑

(α0+···+αp)=n

(n−1)!

α0! · · · αp!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp

p (∂̄Q0)
α0 ∧ · · · ∧ (∂̄Qp)αp

avec les notations

G0 : C→ C, z→ zl+1+n,

Q0 = 1

−F(ζ, z)+ ρ(ζ)
n∑
i=1

Hi(ζ, z)dζi;

Gi : C→ C pour 1≤ i ≤ p, z→ z,

Qi =
fi(ζ)

∑n
j=1 h

i
j(ζ, z)dζj

(|fi(ζ)|2 + εi) pour 1≤ i ≤ p;

utilisons maintenant le Corollaire 1.1 avecGi,Qi, définis précedemment, et
Gp,1(z) = z−1, nous obtenons:

∑
α=(α0, ...,αp)
α0+···+αp=n

(n−1)!

α0! · · · αp!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp

p,1(∂̄Q)
α = 0.

Maintenant en remarquant queαp = 0 ou 1, nous obtenons la formule suivante:

Anf(z) =
∑

α=(α0, ...,αp)
α0+···+αp=n

(n−1)!

α0! · · · αp!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−1

p−1

× [G
αp
p (〈Qp, z− ζ〉 +1)−Gαp

p,1(〈Qp, z− ζ〉 +1)](∂̄Q)α

=
∑

α=(α0, ...,αp−1)
α0+···+αp−1=n

(α1, ...,αp−1)6=(1, ...,1)

(n−1)!

α0! · · · αp−1!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−1

p−1 (∂̄Q)
α

+ (n−1)!

(n− p +1)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 (〈Qp, z− ζ〉 +1)(∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

− (n−1)!

(n− p +1)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 〈Qp, z− ζ〉(∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1,

car siαp = 1, [G
αp
p (〈Qp, z − ζ〉 + 1)−Gαp

p,1(〈Qp, z − ζ〉 + 1)] = 0. Nous allons
appliquer la formule de Stokes à l’expression qui suit,
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− (n−1)!

(n− p)!
∫
∂D

f(ζ)G
n−p
0 Qp ∧ (∂̄Q0)

n−p ∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1.

Ceci est légitime car toutes les fonctions considérées sont régulières si l’on prend
f ∈ hol(D) ∩ C1(D̄). De plus, avec la définition deG0 etQ0, cette intégrale sur
le bord est nulle:

0= − (n−1)!

(n− p)!
∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 ∂̄(〈Q0, z− ζ〉)Qp(∂̄Q0)

n−p∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

− (n−1)!

(n− p)!
∫
D

f(ζ)G
n−p
0 (∂̄Q0)

n−p∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp.

Appliquons le Lemme 3.1 au premier terme à droite de l’égalité avecWi := ∂fi et
Hi = gi,

− (n−1)!

(n− p)!
∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 ∂̄(〈Q0, z− ζ〉) ∧ fp(ζ)gp

(|fp(ζ)|2 + εp) (∂̄Q0)
n−p

∧ ε1∂f1 ∧ g1∧ · · · ∧ εp−1∂fp−1∧ gp−1

(|f1|2 + ε1)2 · · · (|fp−1|2 + εp−1)2

= − (n−1)!

(n− p +1)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0

[fp(z)− fp(ζ)]fp(ζ)
(|fp(ζ)|2 + εp) (∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

+ (n−1)!

(n− p +1)!

p−1∑
k=1

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0

[fk(z)− fk(ζ)]fp(ζ)
(|fp(ζ)|2 + εp) (∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ εk∂fk ∧ gp
(|fk|2 + εk)2 ∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1.

De cette égalité nous tirons l’expression suivante:

− (n−1)!

(n− p +1)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0

[fp(z)− fp(ζ)]fp(ζ)
(|fp(ζ)|2 + εp) (∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

= − (n−1)!

(n− p +1)!

p−1∑
k=1

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0

[fk(z)− fk(ζ)]fp(ζ)
(|fp(ζ)|2 + εp) (∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ εk∂fk ∧ gp
(|fk|2 + εk)2 ∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

+ (n−1)!

(n− p)!
∫
D

f(ζ)G
n−p
0 (∂̄Q0)

n−p ∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp.

Finalement, en tenant compte de toutes ces manipulations, on obtient la formule:
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Anf(z)

=
∑

α=(α0, ...,αp−1)
α0+···+αp−1=n

(α1, ...,αp−1)6=(1, ...,1)

(n−1)!

α0! · · · αp−1!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−1

p−1 (∂̄Q)
α

+ (n−1)!

(n− p +1)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 (〈Qp, z− ζ〉 +1)(∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

− (n−1)!

(n− p +1)!

p−1∑
k=1

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0

[fk(z)− fk(ζ)]fp(ζ)
(|fp(ζ)|2 + εp) (∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ εk∂fk ∧ gp
(|fk|2 + εk)2 ∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

+ (n−1)!

(n− p)!
∫
D

f(ζ)G
n−p
0 (∂̄Q0)

n−p∧ ∂̄Q1∧· · ·∧ ∂̄Qp.
Nous allons renouveler cette opération pour∑

α=(α0, ...,αp−1)
α0+···+αp−1=n

(α1, ...,αp−1)6=(1, ...,1)

(n−1)!

α0! · · · αp−1!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−1

p−1 (∂̄Q)
α,

d’après le Corollaire1.1:∑
α=(α0, ...,αp−1)
α0+···+αp−1=n

(n−1)!

α0! · · · αp−1!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−1

p−1 (〈Qp−1, z− ζ〉)(∂̄Q)α = 0,

d’où l’égalité∑
α=(α0, ...,αp−1)
α0+···+αp−1=n

(α1, ...,αp−1)6=(1, ...,1)

(n−1)!

α0! · · · αp−1!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−1

p−1 (∂̄Q)
α

=
∑

α=(α0, ...,αp−2)
α0+···+αp−2=n

(α1, ...,αp−2)6=(1, ...,1)

(n−1)!

α0! · · · αp−2!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−2

p−2 (∂̄Q)
α

− (n−1)!

(n− p +1)

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 (∂̄Q0)

n−p+1∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

+ (n−1)!

(n− p + 2)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+2
0 (〈Qp−1, z− ζ〉 +1)(∂̄Q0)

n−p+2

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2

− (n−1)!

(n− p + 2)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+2
0 〈Qp−1, z− ζ〉(∂̄Q0)

n−p+2

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2.
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En appliquant la formule de Stokes et le Lemme 3.1 à la quantité

− (n−1)!

(n− p +1)!

∫
∂D

f(ζ)G
n−p+1
0 Qp−1∧ (∂̄Q0)

n−p+1∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2 = 0

on obtient l’égalité,

− (n−1)!

(n− p + 2)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+2
0 〈Qp−1, z− ζ〉(∂̄Q0)

n−p+2 ∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2

= − (n−1)!

(n− p + 2)!

p−2∑
k=1

∫
D

f(ζ)G
n−p+2
0

[fk(z)− fk(ζ)]fp−1(ζ)

(|fp−1(ζ)|2 + εp−1)
(∂̄Q0)

n−p+2

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ εk∂fk ∧ gp−1

(|fk|2 + εk)2 ∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2

+ (n−1)!

(n− p +1)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 (∂̄Q0)

n−p+1∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2∧ ∂̄Qp−1.

Maintenant remplaçons cette quantité dans l’expression deAnf(z):

Anf(z)

=
∑

α=(α0, ...,αp−2)
α0+···+αp−2=n

(α1, ...,αp−2)6=(1, ...,1)

(n−1)!

α0! · · · αp−2!

∫
D

f(ζ)G
α0
0 · · ·Gαp−2

p−2 (∂̄Q)
α

+ (n−1)!

(n− p)!
∫
D

f(ζ)G
n−p
0 (∂̄Q0)

n−p ∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp

+ (n−1)!

(n− p +1)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0 (〈Qp, z− ζ〉 +1)(∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

− (n−1)!

(n− p +1)!

p−1∑
k=1

∫
D

f(ζ)G
n−p+1
0

[fk(z)− fk(ζ)]fp(ζ)
(|fp(ζ)|2 + εp) (∂̄Q0)

n−p+1

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ εk∂fk ∧ gp(|fk|2 + εk)2 ∧ · · · ∧ ∂̄Qp−1

+ (n−1)!

(n− p + 2)!

∫
D

f(ζ)G
n−p+2
0 (〈Qp−1, z− ζ〉 +1)(∂̄Q0)

n−p+2

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2

− (n−1)!

(n− p + 2)!

p−2∑
k=1

∫
D

f(ζ)G
n−p+2
0

[fk(z)− fk(ζ)]fp−1(ζ)

(|fp−1(ζ)|2 + εp−1)
(∂̄Q0)

n−p+2

∧ ∂̄Q1∧ · · · ∧ εk∂fk ∧ gp
(|fk|2 + εk)2 ∧ · · · ∧ ∂̄Qp−2,

en itérant ces opérations, puis en passant à la limite quand(ε1, . . . , εp) tend vers
0, nous avons le théorème suivant.

Théorème 3.1. Soient,D un domaine régulier,V une variété standard de codi-
mensionp, f ∈Bl(D) pour l un entier naturel etf s’annule surV, alors:
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f(z)

= 1

n

∫
D

f(ζ)
f1(z)

f1(ζ)
(∂̄Q0)

nGn
0

+
p−1∑
k=1

(n− 1)!

(n− k)!
∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)Gn−k
0 (∂̄Q0)

n−k

×
(
fk+1(z)

fk+1(ζ)

∂f1 ∧ g1∧ · · · ∧ ∂fk ∧ gk
‖∂f1∧ · · · ∧ ∂fk‖2 −

k∑
j=1

fj(z)

fk+1(ζ)

× ∂f1 ∧ g1∧ · · · ∧ ∂fj ∧ gk+1∧ · · · ∧ ∂fk ∧ gk
‖∂f1∧ · · · ∧ ∂fk‖2

)
dV1, ...,k.

Remarque. En fait pour obtenir ce théorème, nous avons utiliser la formule de
stokes et nous devons donc supposer quef est holomorphe et régulière jusqu’au
bord; pour lever cette hypothèse et pouvoir énoncer le théorème avecf dans
Bl(D), il suffit d’approcherD parDε, des domaines plus petits, et d’itérer la
preuve de la Proposition 2.1.

4. Applications

Nous allons étudier la régularité des facteurs de la division dans le cas oùV est
une variété affine etD un domaine convexe detype fini. Nous obtiendrons des ré-
sultats optimaux (modulo une chute logarithmique) ce qui n’est pas envisageable
avec les formules de Berndtsson–Andersson classiques.

La variétéV étant affine, on peut trouverp-fonctions affines holomorphes telles
que:

V := {z∈Cn | f1(z) = · · · = fp(z) = 0}.
On définit, pour 0< α ≤ 1 etk un entier naturel,3α+k(D) les espaces de Lip-
schitz usuels (pour les propriétés élémentaires de ces espaces voir [9]). Enfin,
pourV une sous variété complexe deD, IV (D) est l’espace des fonctions holo-
morphes surD qui s’annulent surV.

Théorème 4.1. Soient,D un domaine convexe de type finim, V une variété
affine de codimensionp avec1 ≤ p ≤ n, alors siV est transverse à∂D, nous
avons pour toutM > 0 des opérateurs linéairesT M1 , . . . , T

M
p deBM(D) dans

hol(D) tels que

h∈ IV (D) ∩ BM(D) H⇒ h =
p∑
i=1

fiT
M
i (h),

et vérifiant les propriétés suivantes:

(a) pour α > 1
2, T

M
i induit un opérateur borné de3α(D) ∩ hol(D) dans

3α−1/2−ε(D) ∩ hol(D) ∀ε > 0 assez petit;
(b) pour 0 < α ≤ 1

2, T
M
i induit un opérateur borné de3α(D) ∩ hol(D) dans

B1/2+ε−α(D) ∀ε > 0.
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Remarque. Dans le cas oùV est de codimensionn, V transverse à∂D signifie
queV ne rencontre pas le bord.

Théorème 4.2. Pour toutM > 0 il existe des opérateurs linéairesT M1 , . . . , T
M
p

deBM(D) danshol(D) tels que

h∈ IV (D) ∩ BM(D) H⇒ h =
p∑
i=1

fiT
M
i (h),

et qui induisent des opérateurs bornés de

BM(D) ∩ hol(D) dans BM+1/2+ε ∩ hol(D) ∀ε > 0.

Remarque. Il nous semble que les Théorèmes 4.1 et 4.2 sont valables avecε =
0, malheureusement, nous ne savons le démontrer que dans le cas des domaines
strictement pseudoconvexes oudans le cas des ellipsoïdes réels ou complexes; ceci
vient du fait que nous ne sommes pas capables de démontrer le Lemme 4.2 (voir
ci-dessous) avecε ′ = 0 dans les domaines convexes detype fini en général.

Néammoins, nous allons montrer que ces résultats sont “presques” optimaux
comme le prouve les exemples suivants.

Exemples. Considérons l’ellipsoïde complexe suivant:

D := {z∈C3 | ρ(z) = |z1|4 + |z2|4 + |z3|4 −1< 0};
dans [16], Range montre l’inégalité qui suit pour(ζ, z)∈ ∂D × D̄,

Re

( 3∑
i=1

∂ρ

∂ζi
(ζ)(ζi − zi)

)
≥ C

(
−ρ(z)+

3∑
i=1

|ζi |2|zi − ζi |2 + |z− ζ|4
)
.

Notonsa = ( 1
2

)1/4
et introduisons pour 0< α < 1

2 la fonction

u(z) = (z2 − a)[(a − z2)+ (a − z3)]
α−1/2,

cette fonction est bien définie car(0, a, a) ∈ ∂D et Re[(a − z2) + (a − z3)] > 0
pourz ∈D. De l’inégalité précédente, nous déduisons|∇u(z)| ≤ C|ρ(z)|α−1, ce
qui entraîne queu∈3α(D). D’autre part(z2− a)−1u(z) ne peut être dans un es-
pace de Lipschitz car elle n’est pas bornée et n’appartient pas àBk(D) aveck <
1
2 − α.

Considérons maintenant la fonctionu(z) = (z2− a) log((a − z2)+ (a − z3)),

de la même façon que précédemmentu ∈31/2(D), clairement(z2 − a)−1u(z) ∈
B0(D) mais(z2 − a)−1u /∈H∞(D).
Lemme 4.1. Soitu une fonction holomorphe dansD etα > 0, alors nous avons
les équivalences suivantes:

(a) u∈3α(D);
(b) pour toutk ∈N ∗ (k > α), pour toutz∈D, |∇ku(z)| ≤ C(−ρ(z))α−k;
(c) il existek ∈N ∗ (k > α), pour toutz∈D, |∇ku(z)| ≤ C(−ρ(z))α−k.
Ce lemme est un résultat classique de Hardy–Littlewood (voir [3]).
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Construction de la Solution Intégrale au Problème de Division. Tout
d’abord on remarque que siV est affine, par un changement de coordonnées
linéaires, on peut supposer queV := {ζ1 = · · · = ζp = 0} (car un changement
de coordonnées linéaires ne détruit pas la convexité). Nous allons appliquer le
Théorème 3.1; à ces fins, nous allons briévement rappeler quelques propriétés de
la fonction support de Diederich–Fornaess dans les domaines convexes detype
fini. Nous avons la proposition suivante qui apparaissait déjà dans [6].

Proposition 4.1. SoitD un domaine convexe de type finim à bord lisse etρ une
fonction définissante convexe deD dans un voisinageU de∂D. Alors, la fonction
S(z, ζ) ∈ C∞(D̄ × U) holomorphe enz, construite dans[5] vérifie la propriété
suivante: soient, pourζ ∈U, nζ la normale unitaire extérieure à{ρ = ρ(ζ)} etv
un vecteur unitaire deT Cζ ({ρ = ρ(ζ)}),

aαβ(ζ, v) := ∂ α+β

∂λα∂λ̄β
ρ(ζ + λv)|λ=0.

Alors il existeK, c, d > 0, telles que,∀z = ζ + νnζ + λv avecν, λ ∈ C, nous
avons l’estimation:

ReS(z, ζ) ≤ −|Reν|
2
− K

2
( Im ν)2

− c
m∑
j=2

∑
α+β=j

|aαβ(ζ, v)||λ|j + d sup{0, ρ(z)− ρ(ζ)}.

Remarque. D’après [5], nous avons(∂ζS(z, ζ))|ζ=z = −K∂ρ(ζ), avecK une
constante positive.

Considéronsη0 tel queU0 := {ζ | ρ(ζ)| < η0} ⊂ U etχ une fonctionC∞ avec
0< χ < 1, valant 0 siρ(ζ) ≤ −η0 et 1 siρ(ζ) ≥ − 1

2η0. Posons alors:

Q0(ζ, z) = χ(ζ)

(B +K)ρ(ζ)
n∑
i=1

(
Qi(z, ζ)+ B ∂ρ

ζi
(ζ)

)
dζi

= χ(ζ)

(B +K)ρ(ζ)Q(z, ζ),

G0(z) = z−(N+1), Gi(z) = z ∀1≤ i ≤ p,

Qi(ζ, z) = ζ̄idζi

|ζi |2 + εi ,
où lesQi(z, ζ) sont les fonctions définies dans [4],N un réel supérieur à 0 et
B > 0 telle queB/2+K − d > 0; alors nous avons, d’après le Lemme 4.1:

Re

(
χ(ζ)

(B +K)ρ(ζ) 〈Q(z, ζ), z− ζ〉 +1

)
> 0 pour ζ, z∈D ×D

et de plus,

∂ζS(z, ζ)+ B∂ζ〈∂ρ(ζ), z− ζ〉 + (B +K)∂ρ(ζ) = O(1)|z− ζ|.
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Par conséquent, à l’aide de ces paramétres, le Théorème 3.1 entraîne la formule
suivante pourf ∈BN(D) etf = 0 surV :

f(z)

= 1

n

∫
D

f(ζ)
z1

ζ1

(
ρ(ζ)

χ(ζ)〈Q(z, ζ), z− ζ〉 + (B +K)ρ(ζ)
)n+N+1

(∂̄Q0)
n

+
p−1∑
k=1

(n−1)!

(n− k)!
∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

×
(

ρ(ζ)

χ(ζ)〈Q(z, ζ), z− ζ〉 + (B +K)ρ(ζ)
)N+1+n−k

(∂̄Q0)
n−k

×
(
zk+1

ζk+1
dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄k ∧ dζk

−
k∑
j=1

zj

ζk+1
dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄j ∧ dζk+1∧ · · ·

∧ dζ̄k ∧ dζk
)
dV1, ...,k.

Preuve du Théorème 4.1.Il faut estimer deux types de termes,∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1

(
ρ(ζ)

φ(z, ζ)

)N+n−k+1

(∂̄Q0)
n−k dν1, ...,k (4.1)

et ∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1

(
ρ(ζ)

φ(z, ζ)

)N+n−k+1

(∂̄Q0)
n−k dνj1, ...,k (4.2)

où j ∈ {1, . . . , k}, et

dν1, ...,k := dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄k ∧ dζk dV1, ...,k,

dν
j

1, ...,k := dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄j ∧ dζk+1∧ · · · ∧ dζ̄k ∧ dζk dV1, ...,k,

φ(z, ζ) := χ(ζ)〈Q(z, ζ), z− ζ〉 + (B +K)ρ(ζ).
Pour cette estimation, nous allons utiliser le lemme d’Hardy–Littlewood; soit0

un multi-indice:

D0(4.1)

:=
∑

01+02=0

∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1
D01

[(
ρ(ζ)

φ(z, ζ)

)N+n−k+1]
D02[(∂̄Q0)

n−k] dν1, ...,k,

D0(4.2)

:=
∑

01+02=0

∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1
D01

[(
ρ(ζ)

φ(z, ζ)

)N+n−k+1]
D02[(∂̄Q0)

n−k] dνj1, ...,k,

où pourλ :=∑I,J θI,J dzI ∧dz̄J une(p, q)-forme,D0λ =∑I,J D
0[θI,J ]dzI ∧

dz̄J . De ces deux formules, on déduit aisément les expressions suivantes:
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D0(4.1)

:=
∑

01+02=0

∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)N+1

φ(z, ζ)N+n−k+1+|01| (∂̄Q)
aL01,02(ζ, z) dν1, ...,k

+
∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)N

φ(z, ζ)N+n−k+1+|01| ∂̄ρ(ζ)

∧Q(z, ζ) ∧ (∂̄Q)a−1K01,02(ζ, z) dν1, ...,k,

oùL01,02 etK01,02 sont des formes régulières surD̄× D̄ eta = n−k− inf(n−k,
|02|). Même chose pourD0(4.2):

D0(4.2)

:=
∑

01+02=0

∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)N+1

φ(z, ζ)N+n−k+1+|01| (∂̄Q)
aM01,02(ζ, z) dν

j

1, ...,k

+
∫
D∩V1, . . .,k

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)N

φ(z, ζ)N+n−k+1+|01| ∂̄ρ(ζ)

∧Q(z, ζ) ∧ (∂̄Q)a−1N01,02(ζ, z) dν
j

1, ...,k,

avecM01,02 etN01,02 des formes régulières sur̄D × D̄. Prenonsq ∈ ∂D ∩V1, ...,k

etB(q, r) une boule de centreq et de rayonr tel qu’il existei ∈ {p + 1, . . . , n}
vérifiant

∣∣ ∂ρ
∂ζi

∣∣ ≥ c > 0 surB(q, r) (ceci est possible carV et ∂D se coupent en
position générale). On peut supposer quei = n et quer est assez petit de sorte
queχ := 1 surB(q, r). Pour estimerD0(4.1) etD0(4.2), il est clair qu’il suf-
fit d’avoir des estimations de

∣∣∑
01+02=0

∫
D∩V1, . . .,k∩B(q,r)

∣∣ pourz∈B(q, r/2), car
|ζ − z|m . |φ(z, ζ)|. Nous avons quatre types d’intégrales á étudier, à ces fins,
nous allons procéder de manière similaire à [3]; pourb, c, d trois réels etF(ζ, z)
une forme différentielle bornée surD ×D, nous notons indifféremment:

I1(f, b, c, d ) :=
∫
D∩V1, . . .,k∩B(q,r)

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)b

φ(z, ζ)d
(∂̄Q)cF(ζ, z) dν1, ...,k,

I2(f, b, c, d ) :=
∫
D∩V1, . . .,k∩B(q,r)

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)b

φ(z, ζ)d
∂̄ρ(ζ) ∧Q(z, ζ)
∧ (∂̄Q)cF(ζ, z) dν1, ...,k,

I3(f, b, c, d ) :=
∫
D∩V1, . . .,k∩B(q,r)

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)b

φ(z, ζ)d
(∂̄Q)cF(ζ, z) dν

j

1, ...,k,

I4(f, b, c, d ) :=
∫
D∩V1, . . .,k∩B(q,r)

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)b

φ(z, ζ)d
∂̄ρ(ζ) ∧Q(z, ζ)
∧ (∂̄Q)cF(ζ, z) dνj1, ...,k.

Pour une(n, n) forme différentielle régulière sur̄D×D̄, A(ζ, z) := A0(ζ, z)dζ̄1∧
dζ1∧ · · · ∧ dζ̄n ∧ dζn, nous notons

A(ζ, z)

/
∂ρ

∂ζn
dζn := A0(ζ, z)

/
∂ρ

∂ζn
dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄n;
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appliquons la formule de stokes, comme dans [3]:∫
∂(D∩V1, . . .,k∩B(q,r))

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)b+1

φ(z, ζ)d
(∂̄Q)cF(ζ, z) dν1, ...,k

/
∂ρ

∂ζn
dζn

= I1(f, b, c, d )+ I1(f, b +1, c, d )+ I1(f, b +1, c −1, d )

+ I1
(
∂f

∂ζn
, b +1, c, d

)
+ I1

(
f
∂φ

∂ζn
, b +1, c, d +1

)
;

l’intégrale à gauche de l’égalité est unO‖f ‖∞ car |ζ − z|m . |φ(z, ζ)|, ce qui
entraîne:

I1(f, b, c, d ) = O‖f ‖∞ + I1(f, b +1, c, d )+ I1(f, b +1, c −1, d )

+ I1
(
∂f

∂ζn
, b +1, c, d

)
+ I1

(
f
∂φ

∂ζn
, b +1, c, d +1

)
.

Appliquons de nouveau la formule de Stokes àI1
(
f ∂φ

∂ζn
, b +1, c, d +1

)
:

I1

(
f
∂φ

∂ζn
, b +1, c, d +1

)
= O‖f ‖∞ + I1(f, b + 2, c, d +1)+ I1(f, b + 2, c −1, d +1)

+ I1
(
∂f

∂ζn
, b + 2, c, d +1

)
+ I1

(
f

(
∂φ

∂ζn

)2

, b + 2, c, d + 2

)
,

en appliquant m-fois la formule de Stokes,

I1

(
f
∂φ

∂ζn
, b +1, c, d +1

)
= O‖f ‖∞ + I1(f, b +1, c, d )+ I1(f, b +1, c −1, d )

+ I1
(
∂f

∂ζn
, b +1, c, d

)
,

car
∣∣ ∂φ
∂ζn
(z, ζ)

∣∣m = 0|ζ − z|m = 0(1)|φ(z, ζ)|, d’après le choix de la constanteB,
et |ρ(ζ)| = 0(1)|φ(z, ζ)|; en résumé,

I1(f, b, c, d ) = O‖f ‖∞ + I1(f, b +1, c, d )+ I1(f, b +1, c −1, d )

+ I1
(
∂f

∂ζn
, b +1, c, d

)
.

En procédant par récurrence, nous obtenons la relation essentielle:

I1(f, b, c, d ) = O‖f ‖3α +
c∑
l=0

I1

(
∂f

∂ζn
, b + l +1, c − l, d

)

+
c∑
l=0

I1(f, b + l +1, c − l, d ). (∗)
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Pour I3, nous avons une relation identique; pourI2 et I4, nous devons devons
introduireJ2(f, b, c, α1, α2, d ) etJ4(f, b, c, α1, α2, d ) (avecαi = 0 ou 1) des in-
tégrales du type:

J2 :=
∫
D∩V1, . . .,k∩B(q,r)

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)b

φ(z, ζ)d
(∂̄ρ(ζ))α1

∧Q(z, ζ)α2 ∧ (∂̄Q)cF(ζ, z) dν1, ...,k,

J4 :=
∫
D∩V1, . . .,k∩B(q,r)

f(ζ)

ζk+1

ρ(ζ)b

φ(z, ζ)d
(∂̄ρ(ζ))α1

∧Q(z, ζ)α2 ∧ (∂̄Q)cF(ζ, z) dνj1, ...,k,
maintenant par les mêmes artifices que précédemment, on obtient:

Ii(f, b, c, d )

= O‖f ‖3α
+

∑
0≤l≤c

0≤β1,β2≤α1,α2

Ji

(
∂f

∂ζn
, b + l + β1+ β2 +1, c − l, α1− β1, α2 − β2, d

)

+
∑

0≤l≤c
0≤β1,β2≤α1,α2

Ji(f, b + l + β1+ β2 +1, c − l, α1− β1, α2 − β2, d ).

(∗∗)
Afin de finir la preuve du Théorème 4.1, nous allons admettre le lemme suivant
dont nous donnerons une preuve à la fin de cet article.

Dans ce qui suit, on noteD ′ := D∩V1, ...,k etPε(z) le polydisque de McNeal [13]
centré enz∈D.

Lemme 4.2. Soient,ε > 0 assez petit,D un domaine convexe de type fini,c ≤
n− k un entier naturel; on a alors les estimations suivantes:

(1)
∫
Pε(z)∩D ′

∣∣∣∣G1(ζ, z)

ζk+1
∧ dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄k ∧ dζk

∣∣∣∣ dV1, ...,k . εc−1/2,

(2)
∫
Pε(z)∩D ′

∣∣∣∣G2(ζ, z)

ζk+1
∧ dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄k ∧ dζk

∣∣∣∣ dV1, ...,k . εc−1/2,

(3)
∫
Pε(z)∩D ′

∣∣∣∣G1(ζ, z)

ζk+1
dζ̄1∧ dζ1∧ · · · ∧ dζ̄j ∧ dζk+1∧ · · · ∧ dζ̄k ∧ dζk

∣∣∣∣ dV1, ...,k .

εc−1/2−ε ′ pour toutε ′ > 0,

(4)
∫
Pε(z)∩D ′

∣∣∣∣G2(ζ, z)

ζk+1
∧dζ̄1∧dζ1∧· · ·∧dζ̄j∧dζk+1∧· · ·∧dζ̄k∧dζk

∣∣∣∣ dV1, ...,k .

εc−1/2−ε ′ pour toutε ′ > 0,
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oùG1(ζ, z) := (∂̄Q)c ∧ F1(ζ, z) avecF1(ζ, z) une(n − k − c, n − k − c) forme
enζ bornée surD ×D etG2(ζ, z) := (∂̄Q)c−1∧ ∂̄ρ(ζ)∧Q(z, ζ)∧ F2(ζ, z) une
(n− k − c, n− k − c) forme enζ bornée surD ×D.
D’après(∗),

I1(f, b, c, d ) . O‖f ‖3α +
∑
l

∫
P1(z)

∣∣∣∣∂kf∂ζ kn ρ(ζ)
b+k+l

(φ(z, ζ))d
(∂̄Q)c−l dν1, ...,k

∣∣∣∣,
I3(f, b, c, d ) . O‖f ‖3α +

∑
l

∫
P1(z)

∣∣∣∣∂kf∂ζ kn ρ(ζ)
b+k+l

(φ(z, ζ))d
(∂̄Q)c−l dν j1, ...,k

∣∣∣∣,
pour tout 1≤ k ≤ α +1. Posonsk = [α] +1 et estimonsI1 et I3, avec

b = N +1,

c = n− k − inf(n− k, |02|),
d = n− k +N +1+ |0| − |02|;

pour ceci, introduisonsP i
ε (z) := C1P2−iε(z)/

1
2P2−iε(z), le recouvrement de [4]

avec les propriétés,Pε(z) ⊂⋃∞i=0P
i
ε (z)etP1(z)/Pε(z) ⊂⋃i0

i=0P
i
1(z),oùi0(ε) <

−log2(c2ε/4). Prenonsε = |ρ(z)|, nous avons|ρ(ζ)| . |φ(z, ζ)|, |ρ(z)| .
|φ(z, ζ)|, d’après la Proposition 4.1 et d’après [6, Lemme 3.3], 2−iε . |φ(z, ζ)|
pourz ∈ ∂D et ζ ∈ P i

ε (z) ∩ D, mais la preuve de ce lemme permet d’avoir cette
inégalité pourz∈ D̄; par conséquent, en utilisant le (1) du Lemme 4.2,∫

Pε(z)

∣∣∣∣∂kf∂ζ kn ρ(ζ)
b+k+l

(φ(z, ζ))d
(∂̄Q)c−l dν1, ...,k

∣∣∣∣
.
∑
i

1

εd−b−α+1−c(2−iε)c−l−1

∫
P2−iε(z)

|(∂̄Q)c−l dν1, ...,k|

.
∑
i

(2−iε)1/2

εd−b−α+1−c .
1

ε|0|−(α−1/2)
,

de même, ∫
P1(z)/Pε(z)

∣∣∣∣∂kf∂ζ kn ρ(ζ)
b+k+l

(φ(z, ζ))d
(∂̄Q)c−l dν1, ...,k

∣∣∣∣
.

i0∑
i=0

1

(2−i )d−b−α−l

∫
P2−i (z)

|(∂̄Q)c−l dν1, ...,k|

.
i0∑
0

1

(2−i )d−b−c−α+1/2
.

1

ε|0|−(α−1/2)
,

ce qui termine la preuve pourI1, d’après le Lemme 4.1. PourI3, I4, et I2, la
preuve est similaire mis à part que (1) du Lemme 4.2 est remplacé par (3), (4), et
(2) ce qui entraîne:
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I3 .
1

|ρ(z)||0|−(α−1/2−ε ′ ) ,

I4 .
1

|ρ(z)||0|−(α−1/2−ε ′ ) ,

I2 .
1

|ρ(z)||0|−(α−1/2)
,

pour toutε ′ > 0. Le Théorème 4.2 s’obtient de manière similaire.

Preuve du Lemme 4.2.

Estimation de(1): Pour cette estimation, nous allons utiliserv = (v1, . . . , vn),

vj := xj + iyj, desε-coordonnées extrémales enz; d’après [4] et [6], nous avons∣∣ ∂Qj
∂v̄i

∣∣ . ε
τj (z,ε)τi(z,ε)

surPε(z), d’où (1) est estimée par une somme de termes du
type:∫
Pε(z)∩D ′

εc

|ζk+1(v)|
c∏
l=1

1

τjl (z, ε)τil (z, ε)
|dxj1 ∧ dyi1∧ · · · ∧ dxjc ∧ dyic ∧ · · ·

∧ dxjn−k ∧ dyin−k ∧ dζ1(v) ∧ dζ̄1(v) ∧ · · · ∧ dζk(v) ∧ dζ̄k(v)| dV1, ...,k;
on peut remarquer que l’on peut prendre(xj1, . . . , xjn−k , . . . , yi1, . . . , yin−k ) comme
coordonnées locales surD ′ car sinon

dxj1 ∧ dyi1∧ · · · ∧ dxjc ∧ dyic ∧ · · · ∧ dxjn−k ∧ dyin−k ∧ dζ1(v)

∧ dζ̄1(v) ∧ · · · ∧ dζk(v) ∧ dζ̄k(v) = 0

et l’intégrale est nulle. Tenant compte de ceci, nous allons scinder en deux parties
cette intégrale, ∫

Pε(z)∩D ′
{|ζk+1(v)|.ε1/2}

et
∫
Pε(z)∩D ′
{ε1/2.|ζk+1(v)|}

;

le second morceau est majoré par:∫
Pε(z)∩D ′

εc−1/2
c∏
l=1

1

τjl (z, ε)τil (z, ε)
dxj1 dyi1 · · · dxjc dyic · · · dxjn−k dyin−k

. εc−1/2.

Pour le premier, il existejl0 6= 1 et il1 6= 1 (car la variété est transverse à∂D et
v∗ = (v∗1, . . . , v∗n) la base associée aux coordonnéesv est une base orthonormale)
tels que(Re(ζk+1(v)), Im(ζk+1(v)), xj1, . . . , x̂jl0 , . . . , xjn−k , yi1, . . . , ŷil1 , . . . , yin−k )
(il se peut que les directions à enlever soit deux directionsxjl0 etxjl1 ouyil0 etyil1 ,
etc.) soit un systéme de coordonnées surD ′, dont le Jacobien est uniformément
minoré par rapport àε etz, par une constante positive, d’où

∫
Pε(z)∩D ′, {|ζk+1(v)|.ε1/2}

est majorée par:
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Pε(z)∩D ′
|X1+iY1|.ε1/2

εc

|X1+ iY1|
c∏
l=1

1

τjl (z, ε)τil (z, ε)
dX1dY1 dxj1 dyi1 · · · dxjn−k dyin−k

.
εc × ε1/2

τjl0(z, ε)τil1(z, ε)
.
εc × ε1/2

ε
= εc−1/2.

Le terme(2): Se traite de la même manière, en utilisant les estimations
∣∣ ∂ρ
∂v̄j

∣∣ .
ε

τj (z,ε)
et |Qj | . ε

τj (z,ε)
surPε(z).

Estimation de(3): Comme précédemment, dans les coordonnéesv = (v1, . . . ,

vn), (3) est majorée par une intégrale du type∫
Pε(z)∩D ′

εc

|ζk+1(v)|
c∏
l=1

1

τjl (z, ε)τil (z, ε)
|dvj1 ∧ · · · ∧ dvjn−k ∧ dv̄i1∧ · · · ∧ dv̄in−k
∧ dζ1(v) ∧ dζ̄1(v) ∧ · · · ∧ dζk+1(v)

∧ dζ̄j(v) ∧ · · · ∧ dζk ∧ dζ̄k| dV1, ...,k.

Tout d’abord, nous allons faire apparaîtredζj(v),de manière à ne travailler qu’avec
des directions tangentes à la variété; pour ceci, remarquons que(dvj1, . . . , dvjn−k ,
dζ1(v), . . . , dζk(v), dζk+1(v)) est une base pour les(1,0)-formes, sinon l’intégrale
considérée est nulle, par conséquent, il existejl0 6= 1 avec|al0| uniformément
minoré enε et z, tel que:

dζj(v) =
∑
l

al dvjl +
∑
i

bidζi(v).

Maintenant (3) est majorée par une expression du type:∫
Pε(z)∩D ′

εc

|ζk+1(v)|
c∏
l=1

1

τjl (z, ε)τil (z, ε)
|dvj1∧· · ·∧ d̂vjl0∧· · ·∧dvjn−k ∧dζk+1(v)

∧ dv̄i1∧ · · · ∧ dv̄in−k ∧ dζ1(v) ∧ dζ̄1(v)

∧ · · · ∧ dζk(v) ∧ dζ̄k(v)| dV1, ...,k.

Scindons l’intégrale en deux morceaux∫
Pε(z)∩D ′{|ζk+1(v)|.ε}

et
∫
Pε(z)∩D ′{ε.|ζk+1(v)|}

;

le second morceau est majoré par des intégrales de la forme∫
Pε(z)∩D ′

εc−ε ′

|ζk+1(v)|1−ε ′
c∏
l=1

1

τjl (z, ε)τil (z, ε)
dXj1 · · · d̂Xjl0 · · ·

dXjn−k dYi1 · · · dYin−k d [ζk+1(v)] . εc−1/2−ε ′ ,

pour toutε ′ > 0, oùXj etYj désigne indifféremmentxj ouyj, et enfin, [ζk+1(v)]
désigne la partie réelle ou imaginaire deζk+1(v).

Pour le second morceau, il suffit de prendre(Reζk+1(v), Im ζk+1(v)) comme
premières coordonnées surD ′, il suit que le premier morceau est estimée par:
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Pε(z)∩D ′{|ζk+1|.ε}

εc

|ζk+1(v)|
c∏
l=1

1

τjl (z, ε)τil (z, ε)
dXj1 · · · d̂Xjl0 · · ·

dXjn−k dYi1 · · · d̂Yil1 dYin−k d(Reζk+1(v)) d( Im ζk+1(v)) .
εc

τjl0(z, ε)
. εc−1/2.

Pour l’estimation de (4), il suffit de faire les mêmes changements que pour (2).

5. Cas des Variétés Singulières

Dans cette partie, nous abordons sur un exemple, le cas des variétés singulières.
Prenons

D := {ρ(z) = |z1|2q + |z2|2 + |z3|2 + |z4|2 −1< 0},
X := {z∈C4 | z1z2 = zn1 + z3 = 0},

avecn > 1etn� q. Il est clair quef ∈ hol(D) s’écritz1z2f1(z)+(zn1+z3)f2(z)

si et seulement sif = 0 surV ∩D (dans la suite on notera cette condition(∗)).
Prenons, par exemple,f bornée surD vérifiant(∗), quelle est la régularité def1 et
f2? Ce domaine est un domaine convexe detype strict fini, par conséquent, nous
pouvons prendre comme fonction support l’équation du plan tangent complexe,
soit:

Q0 := 1

ρ(ζ)

n∑
i=1

∂ρ

∂ζi
(ζ)dζi;

de plus, d’après [16], nous avons l’estimation suivante pour(ζ, z)∈ D̄ × D̄,

Re

(
ρ(ζ)+

n∑
i=1

∂ρ

∂ζi
(ζ)(zi − ζi)

)

.
(
ρ(z)+ ρ(ζ)− |ζ1|2q−2|z1− ζ1|2 −

4∑
i=2

|zi − ζi |2 − |z1− ζ1|2q
)
. (∗∗∗)

En introduisant le courant résiduel∂̄[1/ζ1ζ2] comme dans [14] et [15], on peut
adapter sans grande difficulté la preuve du Théorème 3.1 dans cette situation, et
obtenir une décomposition en termes de courants:

f(z) = z1z2

∫
D

f(ζ)

ζ1ζ2
(∂̄Q0)

4G4
0

+ (zn1 + z3)

∫
D

f(ζ)

ζ n1 + ζ3
(∂̄Q0)

3G3
0∂̄

[
1

ζ1ζ2

]
∧ g1(ζ, z)

− z1z2

∫
D

f(ζ)

(ζ n1 + ζ3)
(∂̄Q0)

3G3
0∂̄

[
1

ζ1ζ2

]
∧ g2(ζ, z),

oùg1(ζ, z) := z2dζ1+ ζ1dζ2, g2(ζ, z) := (zn−1
1 + zn−2

1 ζ1+ · · ·+ ζ n−1
1 )dζ1+ dζ3,

etG0(ζ) := 1/ζ. Il n’est pas difficile de voir (par exemple dans [7]) que:
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∂̄

[
1

ζ1ζ2

]
= 1

ζ1
∂̄

[
1

ζ2

]
+ 1

ζ2
∂̄

[
1

ζ1

]
= C

(
1

ζ1
dζ̄2dV2 + 1

ζ2
dζ̄1dV1

)
,

oùdV1 est la mesure de Lebesgue sur{ζ1 = 0} etdV2 est la mesure de Lebesgue
sur{ζ2 = 0}. Autrement dit nous avons la formule suivante:

f(z) = z1z2

∫
D

f(ζ)

ζ1ζ2
(∂̄Q0)

4G4
0 + (zn1 + z3)

×
[ ∫

D∩{ζ1=0}
f(ζ)

ζ2ζ3
(∂̄Q0)

3G3
0 dζ̄1∧ g1(ζ, z) dV1

+
∫
D∩{ζ2=0}

f(ζ)

(ζ n1 + ζ3)ζ1
(∂̄Q0)

3G3
0 dζ̄2 ∧ g1(ζ, z) dV2

]
− z1z2

[ ∫
D∩{ζ2=0}

f(ζ)

(ζ n1 + ζ3)ζ1
(∂̄Q0)

3G3
0 dζ̄2 ∧ g2(ζ, z) dV2

−
∫
D∩{ζ1=0}

f(ζ)

ζ2ζ3
(∂̄Q0)

3G3
0 dζ̄1∧ g2(ζ, z) dV1

]
.

Proposition 5.1. SoitD comme ci-dessus; alors pour toute fonction holomorphe
bornée surD, f vérifiant(∗), il existefi ∈B1−(n−1)/2q(D) (i ∈ {1,2}) satisfaisant
l’égalité suivante:

f(z) = z1z2f1(z)+ (zn1 + z3)f2(z).

Preuve.Tout d’abord, en remarquant que:

(∂̄Q0)
3 ∧ dζ̄2 ∧ dζ1= 0 sur D ∩ {ζ2 = 0},

(∂̄Q0)
3 ∧ dζ̄2 ∧ g2(ζ, z) = 0 sur D ∩ {ζ2 = 0},

(∂̄Q0)
3 ∧ dζ̄1∧ dζ3 = 0 sur D ∩ {ζ1= 0},

nous avons la formule suivante:

f(z) = z1z2

∫
D

f(ζ)

ζ1ζ2
(∂̄Q0)

4G4
0

+ (zn1 + z3)

[ ∫
D∩{ζ1=0}

z2f(ζ)

ζ2ζ3
(∂̄Q0)

3G3
0 dζ̄1∧ dζ1dV1

+
∫
D∩{ζ2=0}

f(ζ)

(ζ n1 + ζ3)
(∂̄Q0)

3G3
0 dζ̄2 ∧ dζ2 dV2

]
− z1z2

[ ∫
D∩{ζ1=0}

(z1)
n−1f(ζ)

ζ2ζ3
(∂̄Q0)

3G3
0 dζ̄1∧ dζ1dV1

]
:= z1z2(1)+ (zn1 + z3)[(2)+ (3)] − z1z2(4).

Traitons en premier les termes (2) et (4); avec l’estimation(∗∗∗) et sachant que
D ∩ {ζ1 = 0} est une boule, par des lemmes classiques d’intégrations (que nous
ne détaillons pas ici), il n’est pas difficile d’obtenir que(2) ∈ B1/2(D) et (4) ∈
B1−(n−1)/2q(D).



274 Emmanuel Mazzilli

Pour (3), nous avons l’estimation suivante:∫
D ′

1

|ζ n1 + ζ3|
|ζ1|2q−2 dV2[−ρ(ζ)− ρ(z)+ |Im〈∂ρ(ζ), z− ζ〉|

+ |ζ1|2q−2|z1− ζ1|2 +∑4
i=3|zi − ζi |2

]4

+
∫
D ′′

1

|ρ(z)|1/2

|ζ1|2q−2 dV2[−ρ(ζ)− ρ(z)+ |Im〈∂ρ(ζ), z− ζ〉|
+ |ζ1|2q−2|z1− ζ1|2 +∑4

i=3|zi − ζi |2
]4

,

oùD ′ := D ∩ {ζ2 = 0} ∩ {|ζ n1 + ζ3| ≤ |ρ(z)|1/2} etD ′′ := D ∩ {ζ2 = 0} ∩
{|ζ n1 +ζ3| ≥ |ρ(z)|1/2}; tenant compte de cette estimation, en utilisant des change-
ments de coordonnées de type Henkin–Romanov et le Lemme 6.2(i), nous obten-
ons(3) ∈ B1/2+ε(D) ∀ε > 0 (en fait, en étant plus précis, on peut montrer que
(3)∈B1/2(D), mais nous n’ avons pas besoin ici de cette estimation plus fine).

Le terme (1) est majorée par l’expression suivante:∫
D

1

|ζ2|
|ζ1|2q−3 dV2[−ρ(ζ)− ρ(z)+ |Im〈∂ρ(ζ), z− ζ〉|

+ |ζ1|2q−2|z1− ζ1|2 +∑4
i=3|zi − ζi |2

]4

,

avec cette estimation et le Lemme 6.2(ii), toujours avec des changements de co-
ordonnées de type Henkin–Romanov,(1)∈B1/2+1/2q(D).

Proposition 5.2. SoitD comme ci-dessus; il existef holomorphe bornée sur
D vérifiant (∗), telle qu’il n’existe pasf1 etf2 holomorphes surD satisfaisant:

f(z) = z1z2f1(z)+ (zn1 + z3)f2(z),

avecf1 ∈Bk(D) pourk < 1− n−1
2q .

Autrement dit, la Proposition 5.2 assure que la Proposition 5.1 est optimale.

Preuve.Considéronsf(z) = z2z3
1−z4

, f est bornée et vérifie(∗). On a une décom-
position immédiate:

f(z) = z1z2

(
zn−1

1

1− z4

)
− (zn1 + z3)

(
z2

1− z4

)
avec

zn−1
1

1− z4
∈B1−(n−1)/2q(D).

Supposons qu’il existef1, f2 vérifiant z1z2f1(z) + (zn1 + z3)f2(z) avecf1 ∈
Bk(D), k < 1− n−1

2q , alors(zn−1
1 /(1− z4))|zn1+z3=0 aurait une extension holomor-

phe àD dansBk(D), ce qui n’est pas possible; en effet, posonsk0 = 1− n−1
2q et

supposons que(zn−1
1 /(1− z4))|zn1+z3=0 admet une extension holomorphe,ϕ dans

Bk0−θ (D) avecθ > 0. Alors ϕ peut s’écrire sous la forme

ϕ(z) = 1

1− z4
(zn−1

1 + (zn1 + z3)g(z)),

avecg holomorphe surD et nous avons l’inégalité
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1

|1− z4| |z
n−1
1 + (zn1 + z3)g(z)| . 1

|ρ(z)|k0−θ .

Considérons, pourε > 0 assez petit etθ ∈ [0,2π [, les points suivants:

z1= ε1/2q; z2 = 0; z3 = 0; z4 = 1− ε;
en ces points l’inégalité précédente entraîne∣∣∣∣ 1

z1
+ g(z1,0,0,1− ε)

∣∣∣∣ . εθ−1/2q,

par conséquent,∫
|z1|=ε1/2q

(
1

z1
+ g(z1,0,0,1− ε)

)
dz1= O(εθ ).

D’autre part, ∫
|z1|=ε1/2q

g(z1,0,0,1− ε) dz1= 0

carg est holomorphe surD, et donc,

2πi =
∫
|z1|=ε1/2q

1

z1
dz1=

∫
|z1|=ε1/2q

(
1

z1
+ g(z1,0,0,1− ε)

)
dz1,

ce qui conduit à une contradiction quandε tends vers zéro siθ > 0.

Remarque. A notre avis, ce résultat est très surprenant; en effet,f est très régu-
lière sauf en(0,0,0,1), mais, en ce pointz1 est une direction de faible pseudo-
convexité etz2 de stricte pseudoconvexité, on pourrait donc s’attendre à trouver
f1 dansB1/2+1/2q(D).

6. Lemmes d’Intégration

Lemme 6.1. Soientζ, z∈ C etB(ζ, r) la boule centrée enζ de rayonr, alors il
existe des constantes réelles positives ne dépendant que der, q et α vérifiant:

(i)
∫
B(ζ,r)

|ζ|2q dλ(z)
[A+ |ζ|2q |ζ − z|2 + |ζ − z|2q+2]α

≤
{
C(A)1−α si α > 1,

D|ln(A)| si α = 1,

(ii)
∫
B(ζ,r)

|ζ|q dλ(z)
[A+ |ζ|2q |ζ − z|2 + |ζ − z|2q+2]α

≤
{
C(A)

1
2+ 1

2q+2−α si α > 1
2 + 1

2q+2,

D|ln(A)| si α = 1
2 + 1

2q+2,

oùq ∈N etA une constante positive assez petite.

Preuve.Pour (i), utilisons le changement de variablesz ′ = |ζ|q(ζ − z); ceci est
légitime siζ 6= 0, mais dans le casζ = 0 l’intégrale est nulle:

(i) ≤
∫
B(0,R)

dλ(z ′)
[A+ |z ′|2 + |z ′|2q+2]α

≤
{
C(A)1−α si α > 1,

D|ln(A)| si α = 1.
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Pour (ii), utilisons le changement de coordonnéest1+ it2 = |ζ|q Re(ζ − z) +
i Im(ζ − z), ceci est possible siζ 6= 0 mais siζ = 0 l’intégrale est nulle:

(ii) ≤
∫
B(0,R)

dt1dt2

[A+ t 21 + t 2q+2
2 ]α

≤
{
C(A)

1
2+ 1

2q+2−α si α > 1
2 + 1

2q+2,

D|ln(A)| si α = 1
2 + 1

2q+2 .

Lemme 6.2. Sous les mêmes hypothèses qu’au Lemme 6.1:

(i)
∫
B(z,r)

|ζ|2q dλ(ζ)
[A+ |ζ|2q |ζ − z|2 + |ζ − z|2q+2]α

≤
{
C(A)1−α si α > 1,

D|ln(A)| si α = 1;

(ii)
∫
B(z,r)

|ζ|2q−1dλ(ζ)

[A+ |ζ|2q |ζ − z|2 + |ζ − z|2q+2]α
≤
{
C(A)

1−α− 1
2q+2 si α > 1,

D|ln(A)A −1
2q+2 | si α = 1.

Preuve.(i) ScindonsB(z, r) en deux parties,γ1 := {ζ ∈B(z, r) | 1
2|z| ≤ |ζ −z|

}
etγ2 := {ζ ∈B(z, r) | 1

2|z| ≥ |ζ − z|
}

alors:

(i) ≤
∫
γ1

dλ(ζ)

[A+ |ζ|2q |ζ − z|2 + |ζ − z|2q+2]α−1+1/(q+1)

+
∫
γ2

|z|2q dλ(ζ)
[A+ |z|2q |ζ − z|2 + |ζ − z|2q+2]α

il est clair que la premiére intégrale vérifie l’estimation et la seconde aussi en util-
isant le Lemme 6.1.

(ii) Il suffit d’appliquer l’inégalité de Hölder avec les paramétres2q
2q−1 et 2q:

(ii) .
(∫

B(z,r)

|ζ|2q dλ(ζ)
[A+ |ζ|2q |ζ − z|2 + |ζ − z|2q+2]α

)2q−1
2q

×
(∫

B(z,r)

dλ(ζ)

[A+ |ζ − z|2q+2]α

) 1
2q

,

le résultat suit immédiatement en appliquant le (i) de ce même lemme.
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