
DUC, T.-V
KODAI MATH. SEM. REP
25 (1973;, £67-376

SUR LES STRUCTURES DEFINIES PAR UNE 1-FORME

VECTORIELLE F TELLE QUE F3=±F

PAR TONG VAN Due

The author studies the integrability of the structure tensor of the structure
defined by a vector-valued 1-form F satisfying F3=±F and shows the existence of
these structures on the vertical bundle of a vector bundle with a connection.

I. fitude de la structure K telle que K3=K.

1. Integrabilite.

Soit sur une variete differentiable M de dimension m une 1-forme vectoπelle
K de rang constant r et telle que K'ό = K.

On remarque d'abord que si r—m, on a une structure presque-produit.
Soit p(λ) le polynδme minimal de K:

Soit T1 = KerKxtT2=Ker(K-I)aι>TΛ=Ker(K-\-I)x pour xtM. On sait qu'il
existe des polynδmes hi(λ) (i,j, •• = lf 2, 3) tels qu'en posant Pι=hi(K), on obtienne
un systeme de projecteurs supplementaires et que:

Tt=Pi(TxM),

On trouve:

Soient g)lt g)2, g)z les distributions deίinies par K. Si P et Q sont des formes
vectorielles de degre p et q, le crochet [P, Q] designera la p+q-ίorme decouverte
par Frδlicher et Nijenhuis [2].

DEFINITION. La structure K sera dite integrable si les distributions <£)i et
sont integrables.
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Chaque distribution g)t est integrable ainsi que son supplementaire si et seule-
ment si [Ply Pi]=0. Done, si K est integrable, on a:

[Pi, Pi] = [K*, K*]=0,

[P2, ft]= ~ [K, # R ~ ^ ^ al+ 4" [ / f ' ' ^2 ]"°'

] = ~ [K, K]- - 1

On en deduit:

Nκ=~[K,K]=0.

Reciproquement, si Nκ=0, alors [2]:

[K, K2} = iκN

[K\ K*] = -

i.e. [Pt,P<] = 0, Vί€{l, 2, 3}; d'oίi le:

THEOREME. Pour que la structure K telle que Kz — K soit integrable, il faut et
il suffit que la torsion de Nijenhuis Nκ de K soit nulle.

Dans le cas ou r=m, on retrouve la condition d'integrabilite de la structure
presque-produit.

On revίent au cas general r\m. Soient j>=dim T2, ^=dim TΆ; on a p+q — r.
Une base (eu •••, em) de TXM sera dite adaptee a la structure Ksi les m~r premiers
vecteurs appartiennent a Tlf les p suivants a T2 et les q derniers a T3. Soit
(01, •••, Θm) la base duale de (eu •••, em). Dans ce qui suit, on adoptera les conven-
tions suivantes:

/,/, . . = 1 , 2, .. ,m,

a,b,c, ••• = 1,2,3,

^i,ii, ku * = 1, 2, •••, m - r ,

ί'2,72, fe, •• = m - r + l , •••, ni-r+p,

i8,ja, ks, ~ =m-r+p+l, •••, m,

fi (resp f2, ^) designe le complement de h (resp. i2, u) dans Γensemble {1, 2, •••, m).
Les composantes de i^ par rapport a une base adaptee sont:

Etonc if est represente par une matrice de la forme:
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(1) 0

- 0 0

0

L'ensemble des reperes adaptes determinent sur Mune G-structure qu'on designe
encore par K et dont les elements du groupe structural G=G1 (rn—r,p, q) sont de
la forme:

(2

les matrices A etant

2. jfiΓ-connexion.

Γ Am-r

0

. 0

regulieres.

0

Ap

0

0 -

0

DEFINITION. Une K-connexion est une connexion sur le fibre principal des
reperes adaptes.

Toute iΓ-connexion peut etre prolongee en une connexion sur le fibre principal
£R de tous les reperes de M. Soit un recouvrement ouvert de M muni des sections
locales du fibre des reperes adaptes. Ces sections sont egalement des sections de
i£. Une i$Γ-connexion est determined dans chaque ouvert U du recouvrement par
une forme ω a valeurs dans Γalgebre de Lie de G\ (m-~ r, p, q) [5] ω peut etre
representee par une matrice de la forme

0

0

0

0

0

0

ω

On considere maintenant une connexion sur iR et soit (ω}) la matrice de la
connexion relative a un recouvrement de M par des ouverts munis de reperes
adaptes. Les composantes de la differentielle absolue FK de K sont:

Si la connexion sur 31 est le prolongement d'une ϋΓ-connexion, PK=0. Recipro-
quement, si PK=Q, la forme de connexion est a valeurs dans Γalgebre de Lie de
Gl (m-r,p,q).
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THEOREME 1. Pour qu'une connexion sur 21 soit le prolongement dune K-con-
nexion, il faut et il suffϊt que la differentielle absolue de K soit nulle.

3. Tenseur de structure.

Soit T la torsion de la connexion lineaire sur M qui est le prolongement d'une
if-connexion. Soit q la projection canonique de Λ2T*M(g)TM sur Λ2T*M®TM
ld(T*M®£l{g)) oil g&g) est l'espace fibre de fibre type Q (algebre de Lie de
Gl (m—r,p,q)) associe au fibre des reperes §l et 3 Γoperateur d'antisymetrisation.
Par definition, le tenseur de structure de la G-structure definie par K est S=q(T)
[3]. Si l'on pose:

alors

et r)fα=O car ω est a valeurs dans Q.

Comme d'autre part, θJaAθka Aeta constituent une base du module des sections
de d(T*M(g)(R(£)), par passage au quotient, on peut ecrire:

S=C%Jίaθ

Ainsi S est Γoppose du tenseur de torsion τ de Lichnerowicz, tenseur definie

par:

avec τ}Zza=Ctj*jίa et τ}k=0 pour tous les autres indices [4]. De plus, on voit que

S ne depend pas de la ^-connexion. On se propose d'etablir la formule suivante:

( 3) Aisφ=AK2dφ - 2iκdKφ+iκKdKφ+4dK*φ - 2iK2dK2φ+KdK2

Ψ

ou ψ est une 1-forme quelconque sur M.
On rappelle que si φ est une ^-forme, Kφ est encore une ^-forme definie par:

-., KXP), V I , -., Xp€3f (M).

Une forme φ est dite de type (/, mt n) si φ(Xu •••, Xι+m+n)=0 pour toute suite
de vecteurs Xlt •••, Xι+m+n contenant plus de / vecteurs de Γ b ou plus de m vecteurs
de T2 ou plus de n vecteurs de Γ3.
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Soit φ1'^°=φilθ^ une 1-forme de type (1, 0, 0). On a:

dφ1'0'° = dφίlAθtί + φi1dΘιK

dφ1'0'0 est la somme des formes des 6-types suivantes:

(2, 0, 0) (0, 2, 0) (0, 0, 2)

(1,1, 0) (1, 0, 1) (0,1,1).

En remplaςant dans (3) ψ par φ1-0-0, on trouve que les coefficients des formes
des types en question qui figurent aux deux membres de (3) sont egaux a 0, 2φiv

2ψίv 0, 0, —ψiv On verifie facilement que la formule (3) est encore vraie si Γon
remplace φ par une forme de type (0,1, 0) ou (0, 0,1).

Enίin, la formule (3) implique:

S=- ~(i[K\ K2]-3K2[K2, K2]+K2[K, K]+2K[K, K2]).

Soit

II. Etude de la structure F telle que F*=-F.

Toujours sur la variete differentiable M, on considere maintenant une 1-forme
vectorielle F de rang constant r et telle que F3+F=0. On en deduit que r est
pair et que si r—m, F se reduit a une structure presque-complexe.

Soit p{λ) le polynδme minimal de F:

Les polynomes λ et λ2+l etant premiers entre eux et irreductible sur les reels,
il existe deux polynomes uniques gλ et g2 en λ tels que: λgi + {λ2+l)g2=0. II est
evident que gi=— λ et g2 = l.

Si Γon pose:

h1(λ)=λg1 et h2(λ) = (λ2 + l)g2

alors

P1 = h1(F)=-F2 et P2 = h2(F) = F2 + I

forment un systeme de projecteurs supplementaires. Soient S)x et £>2 les distribu-
tions definies par Pi et P..

DEFINITION. La structure F telle que F3+F=0 sera dite integrable si les
distributions g)x et <3)2 sont integrables.

La distribution Qx est integrable si et seulement si:
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(F2+I)[-F2X, -F2Y]=0, V I

i.e. si et seulement si:

[F2X, F2Y] = -F2([F2X, F2Y]).

La distribution g)2 est integrable si et seulement si:

F2[(F2+I)X, (F 2 +/)F] = 0

i.e. si et seulement si:

F2[X, Y]+F2[F2X, Y] + F2[X, F2Y]=-F2[F2X, F2Y]

et puisque F 4 = — F 2 , on a:

THEOREMS 2. Pour que la structure F telle que F'iΛ-F=0 soit integrable, ilfaut
et il sufβt que la torsion de Nijenhuis NF2 de F2 soit nulle.

Und base (eu ~ ,em) de TXM sera dite adaptee a F si les r premiers vecteurs
appartiennent a £)i et les m — r derniers a W2. L'ensemble des reperes adaptes
forment une G-structure. Soit SF le tenseur de structure de cette G-structure.

En appliquant la meme methode que precedemment, on trouve:

isFψ=dF2φ+iF2d
2φ—F2dφ

oil ψ est une 1-forme quelconque sur M. On en deduit:

Ces resultats sont a ajouter a ceux de Yano [6].

III. Existence des structures etudiees.

Soit (E, p, M) un fibre vectoriel de dimension n, la base M ayant pour dimen-
sion m. Soit (£/, φ) une carte vectorielle de (E,p, M) i.e. ψ est un diffeomorphisme
de p~\U) sur UxRn. Soit (xι) les coordonnees locales de M dans U et pour cha-
que xeU, soit Ea(x)=φ~1(x, ea) ou (ea) (a, β, ••• = !, •••, ή) est la base canonique de
Rn. Chaque section Ϋ de E audessus de U peut s'ecrire:

Ϋ(x) = z\Ϋ)Ea{x).

Les (xι, za) seront choisis comme coordonnees locales de E dans P~ι(U).

DEFINTION. Une connexion sur (E, p, M) est une scission a gauche Γ de la
suite exacte:

0—• VE—>TE—^^x TM—>0
M

soit localement, une scission a gauche de la suite exacte:
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0—>UxR n x0xR n —>UxR n xR m xR n —>UxR n xR m —•O,

0 • (x, z, 0, t) • (x, z, y, t) • O, z, y) »0.

Soit p2 la deuxieme projection de ExE sur E. En identifiant VE avec ExE,
M M

on obtient un morphisme D=p2°Γ de TE sur E, appele application de connexion.
Si D est lineaire ou homogene de degre 1 sur les fibree du fibre vectoriel {TE>p*>
TM), la connexion sera dite lineaire ou homogene. Dans ce dernier cas, on sup-
pose toujours que la connexion est definie sur E0=E—{0}, [5] et [1].

Γ peut se mettre sous la forme:

/ w dza

ou Γl = Γΐ(x, z) sont des fonctions lineaires ou homogenes de degre 1 suivant que
Γ est lineaire ou homogene.

Soit XQ^C(M) et ΫQE. La derivee covariante de Ϋ par rapport a X est une
section DxΫ de E definie par:

DχΫ(x)=D(Ϋ*X(x)).

DEFINITION. On appellera forme de courbure de Γ, la 2-forme Ω=—NΓ,Ω a
pour expression locale:

Si Γ est lineaire, on definit sa courbure R par la formule:

R(X, Y)Z = DxDγZ-DγDχZ-DLχ,YlZ, VZ, YQDC(M) et VZeE.

Soit en coordonnees locales

ou (Ea) designe la base duale de (Ea) et

Rlj, β=dίΓjβ—djΓiβ + Γr

JβΓlr—Γr

iβΓ"r.

COROLLAIRE. Dans le cas lineaire, Ω =

PROPOSITION 1. Soit (u, f) un morphisme de (E, pt M) dans un autre fibre
vectoriel (F} q, N) tel que la restriction de u a chaque fibre soit un isomorphisme.
Alors toute connexion Γf sur F induit sur E une connexion Γ de meme nature que Γf

Preuve: La restriction de u* a VE est un isomorphisme sur les fibres et on
a le diagramme commutatif suivant:
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0 VE TE Ex TM 0

φ*\VE φ*

0 VF TE Fx TM 0
M

On obtient une connexion Γ sur E en posant:

oΓΌutiA), VAeTE.

Soit done Γ une connexion quelconque sur (E, p, M). En posant P=2Γ—I, on
obtient P2=I et Np=4NΓ. D'ou le:

THEOREME 3. Lexistence dune connexion sur (E, p, M) entraine celle dune
structure preseque-produit sur Γespace total E qui est integrable si et seulement si
la forme de courbure de la connexion est nulle.

Soit HE=Ker Γ, En chaque Z de E, on a la decomposition:

(4) TZE=VEZ®HEZ

et la restriction de p* a HEg est un isomorphisme de HEz sur TV^M. L'image
Xh d'un element X de TpφM par {p*\HEzYλ sera appelee le relevement horizontal
de X. Si X=X%dldxί), alors Xh=X\d\dx%-Γa

id\dza). D'apres la proposition 1, Γ
induit une connexion Γ sur le fibre vertical (VE, p, E). Soit P la structure
presque-produit associee a Γ. On prendra (x\ za, f) comme coordonnees locales
dans VE. On a en chaque point A de VE la decomposition TAVE= VVEAφHVEA.
Soit Z Γorigine du vecteur vertical A et soient (VEzΫ et (HEz)n les relevements
horizontaux de VE$ et iffif dans F51. On obtient la decomposition suivante:

(5) TAVE=VVEA

Les champs de vecteurs (djdx1) et (djdz") forment une base des sections locales
de TE. Par suite ((d/dxψ)71, (dldza)n, djdf forment une base des

((J-\Ύ- A- -r«(χ z) -*- -Γ°(x t) J~ ί-^-X - -£-
\ \ fiT I I ίlΎ it's fit \ n? I (ι7

h\n\ II d \hYh „/ 3 \ d n( d \ 3

On obtient une structure F telle que F 3 + F = 0 sur la variete VE posant:

II en resulte que:
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, z)-djF\{x, z) + Γβj(x, z)dβΓ
a

ί(x, z)~Γβi(x, z)dβΓ%x, z)] - —

oz

f(j?, t)-djΓai(x, t) + Γβj(x, t)dβ,Γi(x, t)-Γβ

t(x, t)dβJΓ%x, t)] -—

oύ dβt = d/djβ.

9 =o.
THEOREME 4. Toute connexion sur (E, p, M) induit sur la variete VE une

structure F telle que F3 + F=0. Cette structure est integrable si et seulement si la
courbure de la connexion est nulle.

Les structures P et F ainsi obtenues anticommutent, i.e. PF+FP=0. En
posant K=PF, on obtient:

K3=K,

KF+FK^Q, KP+PK=0,

K\\\~dxτ)

THEOREME 5. Toute connexion sur un fibre vectoriel induit sur Γespace total

de son fibre vertical une structure K telle que KB=K. Dans le cas lineaire, cette

structure est integrable si et seulement si la connexion est a courbure nulle.
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