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SUR LA CROISSANCE DE FONCTIONS ALGEBROIDES
A VALEURS DEFICIENTES1'

PAR NOBUSHIGE TODA

1. Soit f(z) une fonction algebroϊde a n branches dans le plan fini definie par
une equation irreductible

ou A0(z), ~ ,An(z) sont des fonctions entieres sans ^eros communs a toutes et telles
que au moins un rapport entre elles est transcendant. Ozawa [5] a donne quelques
conditions suffisantes pour que Γordre de f(z) soit entier, a Γegard du probleme
suivant:

S'il y a n+1 valeurs at (ΐ=0,1, •-,«) telles que 5(α<,/)=l, est-ce que Γordre de
f(z) est entier quand il est fini?

De plus, on a donne une solution positive pour ce probleme dans [7]. Dans ce
memoire, on donne quelques resultats pour des fonctions algebroϊdes et des systemes
qui contiennent des ameliorations des theoremes dans [7] et d'nn theoreme de
Valiron en appliquant des methodes dans [2] et [3]. On utilise les symboles usuels
de la theorie de Nevanlinna-Selberg ([4], [6]).

2. Soient/o, •••,/« (n^l) n+1 fonctions entieres sans zeros communs a toutes,

u(reίθ) = max log \fj(reiθ)\

et

T(r,f) est dίte la f onction caracteristique du systeme /=(/0, ••-,/«), qui est
convexe par rapport a logr ([!]).

On dit que

p— lim sup & ^ 'J ' est Γorder de .

et

= lim inf log

Ί

T(r>/) est Γordre inferieur de /.μ ΊΓ r-»oo log T

Reςu le 2 fevrier 1970.
1) Ce travail a ete fait en partie avec Γaide de la fondation de Sakkokai (The Sakko-

kai Foundation).
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CROISSANCE DE FUNCTIONS ALGEBROIDES 325

Si ρ—μ,f est dite a croissance reguliere.
Soit

une combinaison lineaire, homogene a coefficients constants des functions /0, ••-,/«.
Pour cette combinaison, on designe par δ(F) la deficience du zero de F:

Mr 0
=1- lim sup

T(r,f)

parce que

N(r,0,F)<T(r,f)+0(ϊ).

Soit Γordre p de / fini et non-entier, alors on a demontre [7] que

ΣN(r,0,fj)
K(f)= lim sup J=° -

ou

K(p)= inf K(f).
f d'ordre p

On donne deux lemmes qui sont utilises quelquesfois par la suite.

LEMMA 1. Pour tout i^j (/,y=0, 1, •••,#),

T(r,fιlfύ-0(V)< T(r,f)<Σ Γ(r,Λ/Λ)+0(l)
**j

([7]).

LEMMA 2. Solent -A=(^ίy)j«oί" !n zm^ matrlce reguliere ou les aι3 sont constants
et

alors, on a

3. On ameliore d'abord les theoremes 1 et 2 dans [7]. Pour cet effet, on
utilise quelques lemmes.

LEMME 3. Solent Π(z) un prodult canonlque de genre q et n(t)=n(t,Q,Π).
Alors, on a
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ou c(0)=l et c(0)=2(2+log(0+l)) si q^l ([4]).

THEOREMS 1. Solent fo, ,fn (n^V) n+1 functions entieres sans zeros communs
a toutes et telles que Γordre p du systeme /=(/0, ~,fn) est fini et non-entier. Alors,

2.2^0 + 1 sin πp |/2 '

Demonstration. On peut supposer que Γordre de f3 (j=Q, ,ri) est au plus
egal a p. Par consequent, on peut representer f3 (j=Q, •••,») comme

oil £/ est entier non-negatif, P/z) est polynome de degre q=[p\ au plus et Π ό(z)
est produit canonique des zeros (=^=0) de f j ( z ) dont Γordre pj est au plus egal a p.

Si le genre qt de Πt(z) est plus petit que q, on a d'apres le lemma 3

T(r, 77,)^log M(r, Πi)=0(rq) (r->oo).

En utilisant cela et d'apres Γinegalite (4,3) dans [3], on a, pour tout y=0, ••-,#,

( 2 ) 2T(r,fj)-N(r, 0,fj)^r
Jo

pour toutes valeurs r suffisamment grandes, ou nj(t)=n(t,Q,Πj) et

^= ! C2 π

9W 2τr Jo (/2-

Or, en appliquant le lemme 1 a (1,/0, •••,/«), on a

de sorte que Γon a de (2)

pour toutes valeurs r suffisamment grandes, oil

n(t) = Σ nj(t) et N(r,f)= Σ N(r, 0,/y).
^=0 J=0

En suite, on calcule tout a fait de la meme maniere comme dans la demonst-
ration du theoreme 1 dans [3] et obtient le resultat.

LEMME 4. Solent /0, •••,/« (w^ l) w+1 functions entieres sans zeros communs
a toutes. Si or>l ^ r>0,
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(3) Γ(r, /) ̂  r T(σr, /) + max N(σr9 0,
(7 — 1 0£/£n

0ά /=(/Ό, --,/n).

Demonstration. Soit {W£Lι les zeros de /oO). On applique la formule (7. 4)2)

dans [3] a /}//<> (soit=0y), alors on a

log |//*)| ̂  ̂  ( flog |gXReίί0)| J9+ -A- ΓI log |0y (Re")| | ̂  1
-ώπ [ J o σ —1 Jo J

(4)
- Σ

iδfcKft

OU

n <» i /• s R(z—a)
R=σr, z=reίβ et 0(2, α)=-™—=—.

Ici,

1 P2*
(5) -75— \ log I gj(R&ψ) I dφ=N(R, 0, //) - N(R, 0, /0)+O(l)

Λ7Γ Jo

et

1 Γ23Γ

(6) -77-\ |log|gy
^7Γ Jo

Combinant (4), (5) et (6), on a

log \fj(z)\^N(R, Q,fj)-N(R, 0,/0)+ — -̂ Γ^, ̂ -(7>

pour y=0,1, •••, n. En consequence,

max log |//(2)|^max AΓ(^, 0,fj)-N(R, 0,/0)

max T # , - - Σ log |g(«, W l +log l
' (7-1

En integrant cette inegalite a Γegard de θ de 0 a 2ττ, on a

', fπ) + r- max

, 0,/o)-AΓ(r, 0,

- max JV(Λ, 0,/y) + -\ max
—

2) Cette formule est vraie aussi quand /(0)=0 ou oo.
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et en utilisant le lemme 1,

T(σr,f)+ max N(σr, 0,

THEOREME 2. Soient fo, ,fn (n^l) n+lfonctions entieres sans zeros communs
a toutes, μ Γordre infeήeur du systeme /=(/0, ••-,/») et

S'z7 y <z 72+1 combinaisons FQ, " ,Fn lineaires, homogenes a coefficients constants
des functions /0, ••-,/», lineairement independantes n+l a n+l et telles que

alors,

(r=0)

Demonstration. Soit A = (α«)5:?;:::;̂  une matrice telle que

o, -,/»)',

alors, I-AJ^O par I'hypothese. Manifestement, les functions F0, ,Fn n'ont pas de
zeros communs a toutes. D'apres le lemme 2,

(8) T(r,f)~T(r,F) (r-oo),

en consequence,

1

oil F=(F0, * ,FW). On applique le lemme 4 a F. Alors, on a

(10) T(r, F) ̂  — ̂ r T(σr, F) + max N(σr, 0,
O — L

ou (7>1 et r>0.

Soit

alors, d'apres I'hypothese et de (9),

N(r, 0, FyXcTίr, F) (;=0, -, n)



CROISSANCE DE FONCTIONS ALGEBROIDES 329

pour toutes valeurs r suίfisamment grandes.
Choisissons

σ=l+
cd-c)

Alors, de (10), on obtient

T(r,F)<c(2-c)T(or,F)

pour toutes valeurs r suffisamment grandes.
En suite, on calcule comme dans [3] et utilise (8), et obtient le resultat tout de

suite.

COROLLAIRE 1. Soit f un systeme comme dans le theoreme 2. Sil exist e au
moins n+1 combinaisons F0, ~,Fm (m^ri) lineaires, homogenes a coefficients con-
stants des functions f0, --,fn, lineairement independantes n+1. a n+1 et telles que

(i=0, -,;»),

alors, Γordre inferieur du systeme f est positif.

En modifiant le theoreme 5 dans [3], on obtient pour des systemes le

LEMME 5. Soient fo,- ,fn (^=1) n + l functions entieres sans zeros communs a
toutes, p Γordre du systeme /=(/0, •• ,/TO) et μ Γordre inferieur de /.

Supposons qu'il y a un nombre q entier non-negatif et β, 0</3<l/2, tels que

(11)
10β(«+l) '

I. Si

(12) P>q+l-β,

alors, il y a un nombre x0 positif tel que, pour tout x plus grand que x0, tout inter-
υalle

(13)

contient un point s tel que

II. Si

(14) μ<Q+β,

alors, tout intervalle (13) contient un point t tel que

Demonstration. Pour demontrer ce lemme, il suffit de prouver le fait suivanL
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qui correspont au lemme 3 dans [3],
"Sous la condition (11), si

et

q+β^c^q+l-β,

alors,

sup

pour toutes valeurs r suffisamment grandes."
En effet, mettons

alors, d'apres (11)

N(u,f)<τT(u,f)

pour toutes valeurs u suffisamment grandes, oil

N(u,f)=ΣN(u,0,fi).
z=0

Ici, on applique la formule (10. 2) dans [3] a fj/ft (z'Φ/), alors, on a

r, -2{N(r, 0,Λ)

, 0,fύ+N(at, 0,

pour toutes valeurs r suffisamment grandes, oύ

^ etaσ

En utilisant lemme 1, on a

2(n+l)T(r,f)-2(2n+l)N(r,f)

\q+l
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par consequent,

K r\q

-J

pour toutes valeurs r suffisamment grandes.
En suite, on calcule comme dans [3] et arrive a une contradiction suivante si

on nie la conclusion.

, . I7ne
-2τ+

<J^ , Ai + lZf.<_l_ , JL + Jl<ι
^ IQe "̂  10 100 ̂  100 "*" 100 100 ̂

On peut demontrer d'autres choses comme dans [3] et obtient le resultat.

COROLLAIRE 2. Soit f un systeme comme dans le lemme 5. Les conditions (11)
et (12) entrainent

Les conditions (11) et (14) entrainent

LEMME 6. Soient f un systeme comme dans le lemme 5 et p le nombre entier
defini par

Si

(15)
I0e(p+l)

alors,

et

Demonstration. De (15), on a
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(16) W)<W'

D'apres le theoreme 2,

μ^l (tf(/)=0),
(17)

ou

(18) Γ

Par (18),

et

De (17),

JL^

par consequent,

Puis, on demontre

(19) p

En effet, si (19) n'est pas vrai, en appliquant le corollaire 2 a q=p, on obtient

qui est contraire a Γhypothese.
En suite, de (15) et (19) et d'apres le theoreme 1,

IshiTφl ^ |sinπH ^ Isinπ^l
e(p+ΐ) = 2.2(^+1-^ + 1/2 ~ 2.2^ + 1/2

En consequence, on a
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Soit / Γentier tel que

alors,

Parce que

___!_<:
2

on a

/ =p et i ̂  r' "" 20 "

Puis, on peut demontrer

en appliquant le corollaire 2 a

THEOREME 3. Solent /0, ~,fn (n^T) n+lfonctions entieres sans zeros communs
a toutes et telles que

.
r-*oo log T

ou /=(/<), " ,/w). SV/ y <z ?z-f 1 combinaisons FQ, ~,Fn lineaires, homogenes a coef-
ficients constants des functions /0, ••-,/%, lineairement independantes n+l a n+1. et
telles que

l (f=0,-,n),

, Γordre p de f est positif entier ou infini. De plus, f est a croissance reguliere.

Demonstration. D'apres le theoreme 2,

1) Le cas oϋ ^0 = 00. Dans ce cas, les inegalites (11) et (12) sont vraies pour
tout entier q. D'apres le corollaire 2, μ^q+l, oϋ μ est Γordre inferieur de /. Cela
veut dire que μ—oo.

2) Le cas oϋ ^oo. D'apres le lemme 6, on peut demontrer ce cas tout de
suite.

En modifiant le theoreme 4a dans [2], on a le

THEOREME 4. Solent /0, ••-,/« (n^Ί.) n+1 functions entieres sans zeros communs
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a toutes, jθ(=°°) tordre du systeme /=(/0, ••-,/«), μ Γordre inferieur de f et de plus

r-»oo log Γ

tout τ(^oo) fe/ #^0

on a

n+l |sinτττ|

Demonstration. En vertu du theoreme 1, il suffit de prouver le cas ou μ<p.
Soit r un nombre non-entier tel que

μ<τ<p

et q le nombre entier le plus grand plus petit que τ. On applique la formule (10. 1)
dans [2] a /*//} (i^j) et apres utilise le lemme 1.

, -{N(r9 0,fύ+N(r, O,/,)}

ou

, 0,/0-Λ(0,0, Λ),

et r0 est un nombre positif suffisamment grand. Par consequent, on a

ςr+1

S
oo / /

Λίft/)^β-V(7

ou « ί ,/ = Σ?
En suite, on calcule comme dans [2] et obtient le resultat.

N.B. Comme une consequence des theoremes 2 et 4, on a le theoreme 3 aussi.

4. Les resultats dans le paragraphe 3 s'appliquent en particulier aux fonctions
algebroϊdes d'apres le lemme suivant.
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LEMME 7. Soit f(z) une fonction algebroϊde definie pa? Γequation (1), alors,

T(r,f)-^T(r,A)
n

ou A=(A0," ,An) ([8]).

Soient f(z) une fonction algebroϊde definie par Γequation (1), ao,'-,an

valeurs distinctes, finies ou non et

K(f\ a,,---, an) = lim sup *=

r^oo

Alors, on note que, d'apres les lemmes 2 et 7,

K(f\ a*, ••-, «„)= lim supJ

ou

F(z, a)=Ao(z)an + + ̂ 4W(^) (α ^F oo)

F(«,oo)=Λ(^)

et

F=(F(z,a,\ ~,F(z,an)}.

THEOREME 5. Soit f(z) une fonction algebroϊde define par Γequation (1) d'ordre
p fini et non-entier. Alors, pour n1 importe quelles valeurs distinctes a0, '-,an finies
ou non,

'>uo' >Un}- 2.2p+\smπp\l2'

En effet, en appliquant le theoreme 1 a

d'apres le lemme 7, on obtient ce theoreme.

THEOREME 6. Soit f(z) une fonction algebroϊde definie par Γequation (1) d'ordre
inferieur μ qui admet n+\ valeurs a<>, - ,an telles que

(ί=0, —,«).

Alors, si
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μ£ί (r=θ).

En effet, soit

F=(F(z,aύ\-,F(z,an)\

alors, d'apres les lemmes 2 et 7, d'ordre inferieur de F est egal a μ et

Par consequent, en appliquant le theoreme 2 a F, on a le resultat.

COROLLAIRE 3. Si μ=0, f(z) admet au plus n valeurs deficientes.

C'est une extension du theoreme 10 dans [9],

THEOREME 7. Soit f(z) une fonction algebroϊde definie par Γ equation (1) qui
admet n+l valeurs distinctes aQ,~ ,an telles que

δ(tfi)=l (i=0, ,n),

alors, ΐordre de f(z) est positif entier ou infini. De plus, f(z) est a croissance
reguliere.

En effet, soit

alors,

^.^l-limβup^^^r-*oo 1(T, r )

= 1- lim sup y/r>?x - =5(ffi) (ί=0, —, n)

d'apres les lemmes 2 et 7. Par consequent,

de sorte que Γon a le resultat en vertu du theoreme 3 et lemme 7.

THEOREME 8. Soit f(z) une fonction algebroϊde definie par Γ equation (1) d'ordre
p(^oo) et d'ordre inferieur μ<oo. Alors, pour tout Γ(^FOO) tel que
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et pour n+1 valeurs quelconque a^'",an distinctes, finies ou non,

|sinπr|
n

On obtient ce theoreme du theoreme 4 comme d'habitude.
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