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Resume. Soit a un point frontiere et isole d'un domaine hyperbolique du
plan complexe. Soit Π(z)\dz\ la metrique de Poincare de ce domaine. Nous
etudions quelques allures de Π et ses derivees partielles Πz, Πzz et Πzϊ au
voisinage de a. Par exemple,

Πt(z)=O(\z-~a\-\-\og\z-a\yι) pour z->a.

L'exactitudes d'ordres sont demontrees. Quelques resultats sont obtenus aussi
dans le cas oύ a n'est pas isole.
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1. Introduction. Soit G toujours un domaine du plan complexe C=.{\z\
<-foo} tel que le complement C\G contienne au moins deux points. Un tel
domaine s'appelle hyperbolique. Alors, G a la metrique de Poincare ΠG(z)\dz\
avec la densite ΠG>0 deίinie par une projection holomorphe / sur G du disque
unite ouvert D={\w\<l\, regarde comme le revetement universel de G, en
notation: /eProj(Z), G). Autrement dit, on definit

(1.1) l/ΠG(z)={l-\w\*)\f'{w)\,

oύ z—f(w), WΪΞD. Le cote droit est independant du choix particulier de / et
Wy pour autant que z=f(w) soit satisfaite. La derivee / ' de /eProj(Z), G) ne
s'annule jamais dans D. Soit dG la frontiere de G dans C. Soit, de plus,

Φn{z, a)=\z-a\n\og l

\z-a\

oύ G G C , z^C\{a} et w=l, 2, 3. Le premier resultat est le

1. Soit a^dG un point isole de dG. Alors,
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(1.2) limΦ,(z, a)Π0(z)=l/2.
z-+a

Peut-etre, le theoreme 1 est connu voir, par exemple [6, p. 322, Corollary
1], Γexpression est un peut incomplete; nous n'insistons jamais de priorite. Je
remercie la/le referee qui m'a appris le memoire [6], Mais, il est interessant
pour la comparaison du theoreme 2 ci-dessous.

Soient, pour z=x+iy<=C,

2(d/dz)=d/dx-id/dy et 2(d/dz)=d/dx+td/dy.

Alors, Γoperateur A—4(d2/dzdz) est laplacien. Nous allons etudier quelques
allures asymptotiques des derivees, jusqu'a les secondes, de ΠG, allures qui
sont moins precises relativement a celle pour ΠG elle-meme dans (1.2). Le
second resultat est le

THέORέME 2. Soit a^dG un point isole de dG. Alors, nous avons inegalites
(1.3)-(1.5) suivantes:

(1.3) lim supΦ2(<r, a)\(d/dz)ΠG{z)\ ^ 1 .
z-*a

(1.4) lim supΦ3fe a) | (d2/8z2)ΠG(z) \ g 11/2.
z-»a

(1.5) lim supΦ3fe a)(d2/dzdz)ΠG(z)^2.

Notons que (d2/dz2)ΠG(z) = (d2/dzz)ΠG(z) et (32/dzdz)ΠG(z)^0. Nous ne
pouvons pas affirmer Γexactitudes de trois constantes 1, 11/2, et 2 dans (1.3)-
(1.5). Mais, Γexactitudes d'ordres Φn(z, a) dans (1.3)-(1.5) se demontrent par
les suivantes, ou H=D\{0\, disque perce; voir la section 4.

(1.6) \imΦ2(z, 0)\(d/dz)ΠH(z)\=l/4.

(1.7) \imΦa(z, 0) I (dVdz*)ΠH(z) | = 3 / 8 .

(1.8) limΦ3fe 0)(d*/dzdz)ΠH(z)=l/8.
0

Dans la section 3 nous etudions des allures dans le cas ou a n'est pas
isole. Dans la section 5 nous etudions des allures du rayon d'univalence dans
le cas ou a est isole.

2. Preuve du theoreme 1. Pour le disque perce:

A(b,S)={z;0<\z-b\<S}, b^Cf S>0,

nous avons Γegalite

\z-b\
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par la projection:

Notre theoreme 1 est, en effet, une consequence immediate du

TH£OREME IBIS. Soit α<=3G un point isolέ de dG et soit

R(a)=inf{\ζ-a\;ζGdG\{a}}.
Alors,

(2.1) 2\z-a\\og-~^£ί/ΠG

pour z^{z<=G; \z— a\ <LR(a)}, oύ

L'egalite dans la premiere partie de (2.1) arrive en chaque z^G quand G =
Δ(α, 5) car R(a)=S dans ce cas. D'autre part, celle dans la seconde arrive en
z = — l dans le cas G=C\{Q, 1} et α=0. En effet, 2/7cuo,i)(—l)=l/cjy voir
[1, p. 436].

Posons R=R(a) pour simplicite. Nous avons besoin du principe des metri-
ques hyperboliques (ou, de Poincare): Pour un sous-domaine A d'un domaine
hyperbolique B nous avons:

ΠA(z)^ΠB(z) pour tout ZEΞA;

voir [3, p. 50]. Alors, la premiere inegalite de (2.1) est une consequence im-
mediate de ce principe par la relation Δ(α, R)czG avec la continuite de ΠG.

II y a q^dG\{a) tel que \ς—a\=R. Alors, la relation GaC\{a, q) montre
que

(2.2) 1/Πo(z)£l/Πc\ia.q}(z) pour tout ZEΞG.

Puisque z—{q— a)ζ+a represente C\{0, 1} sur C\{a, gl, on a

(2.3) 1/ΠcMa. β» W = \q-a
q—

pour chaque z<^C\{a, q}. D'autre part, J. A. Hempel a demontre Γinegalite du
type de Landau en la forme exacte:

pour chaque ζeC\{0, 1} ; voir [1, (4.1)]. Notons que Hempel adopte 2ΠG comme
la densite de Poincare. En combinant cette estimation avec (2.2) et (2.3) nous
avons la seconde inegalite dans (2.1) par la continuite de ΠG.
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3. Allures de ΠG pres d'un b^dG general ou non isole. En effet, (2.2)
est vraie pour toute paire a, q des points sur dG pour autant que aφq soit
satisfaite; ici, a n'est pas necessairement isole. Done,

(3.1) l/ΠG{z)^2\z-b\^\og\~~\\+cHy z^G,
z-b

Q-

ou by q^dG et bφq. Alors, on a

z-*b

pour tout point b^dG. En particulier, \im\z—b\pΠG(z)= + oo pour tout point

b^dG et pour tout 0 ^ £ < l .
Soit b^dG. Supposons qu'il y a deux constantes ε=ε(b)>0 et Q=

telles que, pour tout r, 0 < r < ε , on puisse trouver q=q(r)<=dG avec

Alors,

l/ΠG(z)^2(logQ+cH)\z-b\ pour z^G avec \z-b\<ε(b).

En effect, considerons (3.1) avec b et q—q{\z—b\). Evidemment, b n'est pas
isole. En particulier, on a immediatement,

1 ^ ^ 1 ^ - 6 1 7 7 ^ ) ^ 1 / ( 2 \ogQ+2cH).

Deux tels exemples de b sont proposes.

Example 1. Si la composante connexe de dG contenant b^dG est un continu
non degenere, alors on a Q(b)—l toujours avec e(b)>0 appropriee.

Example 2. Etant donne Q>1 nous posons N le plus petit nombre naturel
^1/(Q 2 -1). Soit Pn=Q/n, et soit G=C\{Pn}n*N. Alors, pour b=Q^3G on a
ε=l/N et Q(b)=Q. En effet, pour r, 0<r<l/Λ^, on a rc^Λf tel que l / (n+l)

. Ensuite, r/Q<Pn+1<rQ, d^ou q=Pn+i

II est facile d'observer que

Est-ce que
lim sup \z—b\ ΠG(z) < + oo

6
m s

2-6

pour b^dG specifle ci-dessus par ε et Q? Un contre-exemple plus fort est
pourvu par
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\imsup\z-l\*ΠD(z)= + oo

car \z-l\2ΠD(z)=l/Re{(l+z)/(l-z)}. Encore, il y a un domaine U tel que U
soit "maigre" pres de O^dU, dU etant un continu, et que

(3.2) lim sup I z 12Πu(z)= + oo .
2-0

Le domaine cite est

U={z; \\m(z-1+2-1πi)\<π/2\

avec dU={z; \z\2=\mz/π ou Im^=0} et 0 etant une cuspide de dU. Puisque

l / / 7 ^ ) = 2 U | 2 s i n ( η m ^ - ) pour Z<ΞU,

on a, sur un cercle {z; \z\2=(k/π)lmz} (pour tout k>l fixe),

\z\2Πu(z)=l/(2 svn(π/k)).

Maintenant, il est facile de demontrer (3.2). Notons que

liminf|*--l|8/7z>(*)=0 et toujours \z\2Πu(z)^l/2.

4. Preuve du theoreme 2. Pour z e G nous posons

3 σ (*)=mf{ |C-* | ; ζeSG} et γG(z)=\(d/dz){l/ΠG(z)\ \.

Nous connaissons Γinegalite exacte:

(4.1)

voir [4, (7.3)]. II resulte de (4.1) et de (2.1), avec δσ(z)= \z-a\ pourO<|z-α|
£R(a)/2, que

\og(R(a)/\z-a\)+cH-l/2
(4.2) \(d/dz)ΠG(z)\<ί-

\z-a\\\og(R(a)/\z-a\)γ

pour z(Ξ{0<\z—a\^R(a)/2}. Alors, il est facile de demontrer (1.3).
Apres quelques calculs simples, partant de (1.1), on a

(d2/dzdz)ΠG(z)=ΠG(zγ+ \ (d/dz)ΠG(z) \ 2ΠG{z)'\ 2 e G,

qui est essentiellement Γidentite de la courbure de Gauss pour la metrique
ΠG(z)\dz\, c'est-a-dire que

Δ \ogΠG(z)=4ΠG(z)\

II resulte done de (2.1) et (4.2) que
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(d*/dzdz)Πβ(z)

< 2(log(j?(α)/\z-a\)+cH)(log(R(a)/\z-a\)+cg-l/2)2+(l/8)log(R(a)/\z-a\)
\z-a\\\og{R(a)/\z-a\)Y

pour z e {0< \z— a\ ^R(a)/2}. L'inegalite (1.5) alors s'obtient immediatement.
Pour demontrer (1.4) nous allons utiliser l'inegalite exacte:

(4-3)
2

pour w^D on g est holomorphe dans D, g'(w)Φθ, et δ(w, g) est le plus grand
r > 0 tel que le disque d'une feuille et du centre g(w), {ζ; \ζ—g(w)\ <r} , se situe
sur la surface de Riemann qui est Γimage de D par g; voir [4, (6.2)].

Puisque nous avons, pour /<=Proj(Z), G), que δG(z)=δ(w, /) , z—)
et, de plus, un calcul montre que

\2/ΠG(z)} I (d2/dz2) {l/ΠG(z)} I = ( 1 - 1 w 12)2

on a, avec Γaide de (4.3) pour g=f, que

I (d2/dz2)ΠG(z)-2ΠG(z)-1 {(d/dz)ΠG(z)}21 £3ΠG(zY( {δG(z)ΠG(z)} -»-1), Z G G .

II resulte done de (2.1) et (4.2) que

\(d2/dz2)ΠG(z)\

4(log( j?(fl)/ 1^-αj )+gg)(log(i?(fl)/ \z- a \ )+^-l/2)2+(3/2)(log(i?(fl)/ k - a \ ))3

pour z<={0<\z— a\<R{a)/2}. Cette estimation demontre (1.4).
II est facile de calculer les suivantes pour z<=H,

H(z) =

et ces identites montrent (1.6)-(1.8).
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Remarque 4.1. Si la derivee gf de g holomorphe dans D ne s'annule jamais
dans D et si

a-\w\2)\g'(w)\<(2/VJ)δ(w, g) pour tout u ε ΰ ,

alors, g est univalente dans D. En effect, dans ce cas, on a

sup(l-|w|2)2

g\w) 2\g'(w)J

par (4.3). Le theoreme bien connu de Z. Nehari [2] demontre Γunivalence de
Γunivalence g dans D.

5. Le rayon d'univalence. Pour /eProj(Z), G) et w<^D, nous designons
par p(w, f) le maximum de r, 0 < r ^ l , tel que / soit univalente dans un disque
d'Apollonius {ζ; |ζ— w\/\l — wζ\<r\. Nous definissons ρG(z), z<^G, par pG{z)
=p(w, /) , z—f(w). Done, pG(z) est bien deίinie parce que p(w, f)=ρ(w\ f) si
f(w)=f(w'). De plus, pG(z) est independante du choix particulier de / . La
quantite ρG(z) s'appelle le rayon d'univalence de G en z e G . On connait Γes-
timation exacte pour g holomorphe et univalente dans G:

(5.1) \pG(z)/ΠG(z)} I g>(z)/g'{z) I =S8 pour tout *GΞ G

voir [5].
II y a des etroites relations entre ρG et ΠG par suite, nous pouvons etudier

aussi Failure de pG(z) au voisinage de a^dG isole. Notre resultat est:

THέOREME 3. Sozt a^dG un point isole de dG. Alors, pour le rayon d'uni-
valence pG nous avons

(5.2) l/S£\ϊmmί(\og-~^—τ)pG(z) et limsupflog )pG(z)^2.
z^a \ \z—a\ ' z-*a \ z—a /

Par pG(z)γG(z)<2 et pG(z)<{2+pG(z)γG(z)}δG(z)ΠG(z) pour zeG(voir [4, (7.1)
et (7.2)]) on obtienne

pG(z)^4δG(z)ΠG(z).

Done, nous avons Γestimation:

z, a)ΠG{z)

pour 0<\z—a\^R(a)/2. La seconde partie de (5.2) est alors une consequence
de (1.2).
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Par

(voir [4, (7.4)]) on a δG(z)ΠG(z)^4pG(z). Done,

pour Q<\z—a\£R(a)/2, d'oύ on a la premiere partie de (5.2) par (1.2).

Remarque 5.1. Nous pouvons obtenir la seconde inegalite dans (5.2) aussi
par (5.1) en posant g(z)—l/(z— a). En combinant (1.2) avec \z— a\ \g"(z)/g'(z)\
ΞΞ2 on a Γinegalite.

Remarque 5.2. On peut demontrer

En effect, par ? = p ( ζ ) = ( ζ + l ) / ( ζ - l ) , le disque d'Apollonius {ζ; \ζ-w\/\l-
wζ\<r) (u/e/), 0 < r ^ l ) dans D est represente sur le disque d'Apollonius {η

\i]—φ(w)\/\η+φ(w)\ <r\ dans le demi-plan gauche, dont le diametre euclidien
est E(r)=—4r Re φ(w)/(l—r2). En resolvant Γequation de r: E{r)—2π pour
Re <p(w)=\og\z\(z<=H) donnee, on a r=ρH(z).

Finalemant il est facile de deduίre

lim(—\Όg\z\)ρH(<z)=π/2.

Done, une conjecture un peu hardie est que:

pour tout point a&dG isole.
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