
G. GONZALEZ-SPRINBERG
KODAI MATH. J.
14 (1991), 181—193

QUELQUES DESCRIPTIONS DE DESINGULARISATIONS

PLONGEES DE SURFACES

BY GέRARD GONZALEZ-SPRINBERG

Introduction

Soit (S>, 0) un representant d'un germe de surface complexe, oύ O est un
point singulier isole. Une desingularisation de S est un morphisme propre
σ:S->S, oύ S est une surface lisse, 5\σ-1(0) est dense dans §, tel que a
soit un isomorphisme de §\σ~\0) sur S\{0}. Etant donne un plongemerit
de S dans une variete lisse V, on appelle desingularisation plongee de Sc^F, un
morphisme propre σ : V->V, oύ V est une variete lisse, V\σ~\0) est dense dans
F, σ est un isomorphisme de V\σ~l(O) sur V\{O}, et tel que σ induise une
desingularisation de 5 avec des croisements normaux, Plus precisement σ satisfait :

i) Soit S=σ'1(S\{0}) le transforme strict de S, i.e. Γadherence de
σ~1(S\{0}) dans V. La restriction σ,s de σ a S est une desingularisation de S.

ii) σ~\0) est un diviseur de V, reunion d'hypersurfaces lisses irreductibles
Dt, l<i^r; et la famille {S, Dlf ••• , Dr} est a croisements normaux.

La condition de croisement normal sur la famille {§, Dlf ••• , Dr} veut dire
que, pour chaque xe.σ~\O\ les functions qui apparaissent dans les equations
locales des varietes de la famille qui contiennent x forment un systeme local de
coordonnees ou peuvent etre completees pour former un tel systeme. Autre-
ment dit, pour chaque x^a~\O) il existe un systeme local de coordonnees de
V en x tel que les varietes de la famille {S, A, ••• , Dr} qui contiennent x sont
des sous-espaces lineaires de coordonnees, en position generale. On a done a~l(S)

••• \JDrt et le diagramme suivant est commutatif :

σ~ί(S\{0})=S cn^ V ^=3 σ~1(O)=D1U

Le diviseur σ-1(O) de V, dont la decomposition en composantes irreductibles est
Dλ\J ••• \jDr, est appele le diviseur exceptionnel de σ.

Mots-Cles: Surfaces, Singularites.
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Remarques.—

1) Pour chaque χζΞσ~l(0)r\S, la condition de croisement normal implique
qu'il y a au plus deux composantes irreductibles de σ~\0) qui contiennent x,
car S est une variete de dimension deux.

2) La desingularisation de S induite par une telle desingularisation plongee
possede les proprietes de ce qu'on appelle une bonne desingularisation de S: les
composantes irreductibles de la fibre exceptionnelle o~^(0) sont lisses et a croise-

ments normaux dans S. En effet, on a σ^(0)=Sr\ff'1(0\ et la famille des com-

posantes irreductibles de cette intersection est a croisements normaux dans §,
d'oύ en particulier leur lissite.

L'existence de desingularisations plongees a etc demontree par H. Hironaka,
dans un cadre plus general que celui des surfaces [A-H-V]. La realisation
effective et la description de telles desingularisations posent des questions non
entierement comprises.

Par exemple, si S est plongee dans son espace tangent de Zariski, la geo-
metrie intrinseque de S doit jouer un role dans la desingularisation plongee.
Peut-on definir une notion de minimalite ou de desingularisation plongee canoni-
que? Pour les surfaces il existe une desingularisation minimale, consequence de
la caracterisation des diviseurs de premiere espece (lemme de Castelnuovo).
Comment obtenir une desingularisation plongee a partir d'une desingularisation
minimale? En ayant obtenu une desingularisation plongee d'une surface, la des-
cription des diviseurs exceptionnels, leurs types topologiques, les multiplicites et
les relations d'incidence est d'une complexite comparable aux desingularisations
en dimension trois. Ces descriptions sont necessaires pour certaines applications.

Dans ce travail, on donne la description de quelques exemples simples, oύ
la dimension de plongement (i. e. la dimension de Γespace tangent de Zariski)
est minimum, done des hypersurfaces.

II existe plusieurs methodes pour obtenir des desingularisations plongees
d'hypersurfaces, mais les descriptions explicites sont rares.

Les resultats resumes ici sont une partie du contenu de plusieurs exposes
realises aux Universites de Harvard et Northeastern en 1987 (dans un seminaire
conjoint organise par H. Hironaka, D.T. Le, M. Spivakovsky et Γauteur) et a
Γlnstitut Fourier en 1988.

Cette presentation introductive de quelques desingularisations plongees con-
stitue une base experimentale pour Γetude des liens avec les courbes tracees sur
la surface et les points fixes des courbes polaires qui interviennent dans la
transformation de Nash.

Exemples et descriptions des desingularisations plongees.

Les singularites de surfaces choisies sont quelques cas de points doubles
rationnels. Ces exemples sont deja sufifisamment non triviaux pour illustrer quel-
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ques phenomenes generaux, d'oύ leur ubicuite. Ce sont des singularites absolu-
ment isolees, i.e. on peut les desingulariser en faisant une iteration d'eclate-
ments ponctuels, c'est-a-dire des eclatements de centre Γideal maximal d'un
point. On obtient ainsi des desingularisations qui sont minimales et qui, de plus,
sont des bonnes desingularisations. En suivant les diviseurs exceptionnels qui
apparaissent dans Γespace ambiant, on constant une desingularisation plongee
en faisant des eclatements de courbes (ou de points) de tangence de ces diviseurs
avec le transforme strict de la surface.

Soit O Γorigine de C3 la notation choisie pour Γeclatement de C3 de centre
O est standard: Γeclate C3 est recouvert par les ouverts affines L\, l^z^3, oύ
chaque Ut est une copie de C3 avec coordonnees (Xlt Y ί f Zτ), de sorte que Ul

est Γouvert ou le z'-eme generateur de Γideal maximal m=(X, Y, Z) de Γorigine
de C3 devient le generateur de Γideal principal mOβs (i.e. (λΊ) pour Ult (T2)
pour ί/2, (Z3) pour ί/8); autrement dit ce generateur donne une equation locale
du diviseur exceptionnel D de Γeclatement, diviseur qui est isomorphe a un plan
projectif P2. On denotera σ. un eclatement ponctuel. Un eclatement de centre
une courbe est note σ.. Si la courbe eclatee est rationnelle (lisse), le diviseur
exceptionnel introduit par Γeclatement dans Γespace ambiant de dimension 3 est
isomorphe a une surface reglee rationnelle : on denotera Fm une surface iso-
morphe a Ppι(OPιQ)Gpι(m)) avec m^O; en particulier on a F0=P1χP1. Si m>0,
on identifiera la seule courbe dans Fm avec auto-intersection negative: —m. Les
diviseurs exceptionnels des desingularisations plongees, dans les exemples con-
sideres, sont des surfaces rationnelles. On denotera Rn une surface isomorphe
a P2 eclatee en n points; on donnera aussi le graphe dual des courbes de la
fibre exceptionnelle de la surface rationnelle consideree, graphe pondere par les
auto-intersections. Par exemple

denote un diviseur D isomorphe a P2 eclate en 3 points, ou le deuxieme point
eclate appartient a la fibre exceptionnelle du premier eclatement et le troisieme
point eclate appartient a la fibre exceptionnelle du deuxieme eclatement mais
pas a celle du premier. D'ou le graphe dual pondere, car Γeclatement d'un
point x dans une surface lisse fait baisser d'une unite Γauto-intersection du
transforme strict C d'une courbe C portant x, par rapport a Γauto-intersection
de C. En general la donnee d'un tel graphe ne suffit pas pour determiner Γordre
des eclatements, mais cette donnee suffit dans les exemples consideres. Une
surface FI est isomorphe a Rlf c'est le seul cas commun entre les Fm et les Rn.

Dans la description d'une desingularisation plongee σ : V-+V de la surface
plongee Sc^F, si σ~1(S)=S^-^maDa est la decomposition, comme cycle, en com-
posantes irreductibles du transforme total de S, Γ intersection d'un diviseur ex-
ceptionnel Da avec le transforme strict S de S est decomposee aussi en com-
posantes irreductibles avec la notation DaΓΛS^Σd^, et la courbe intersection
de deux composantes Da, Db du diviseur exceptionnel est notee (ab}—Da!^Db.
On donnera, pour chaque exemple, une representation des intersections de toutes
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les composantes du [transforme total avec un diagramme d' incidence, oύ les
courbes d'intersection sont representees par des traits.

1, Singularite A2

Soit SdV=C3 la surface d'equation f=XY+Z*=Q, et σ,: V^V Γeclate-
ment de V de centre Γorigine. Le transforme strict S de S est lisse, et son
intersection Sπ^i avec le diviseur exceptionnel est formee de deux courbes ra-
tionnelles lisses, άl et ά(. On a done le desingularisation minimale de S, mais
ce n'est pas une desingularisation plongee, car D± est tangente a S en rfiΛrfί
(point selle).

En effet, les restrictions de σ?/ aux ouverts Ulf l^z'^3, sont:

YKXt+ZΪYύ

(point selle: origine de t/3

Pour obtenir une desingularisation plongee on peut faire un eclatement de centre
dί ou de centre d[, ce qui obligerait a un choix non canonique. Pour eviter un
tel choix, on peut faire un eclatement de centre Γorigine de ί/8, i.e. dιΓ\d[.
On denote σ2: Vz-*Vι cet eclatement pour simplifier les notations on enleve les
indices aux coordonnees de UB—CB et on reprend les memes notations que pour
tfi pour deer ire les ouverts de ce nouvel eclatement.

Par abus de notation, on denote par les memes symboles les transformes
stricts de 5, Dlt dλ et d( dans F2; et par D2 le diviseur exceptionnel introduit
par σ2. Maintenant A est tangent a S en deux points selles (correspondant
aux directions de dι et d(\ or la courbe rationnelle dz=D2Γ\S contient les deux
points selles pour Dl et coincide avec Γintersection D^~\D2.

En effet, si f1=Z2(XY+Z) est la restriction de σ^f a ί/8, les restrictions
de σf/i aux trois ouverts de Γeclate de Γorigine de UB sont

Y 2Z 2(X2Y 2-\~ Z2)

X1=0 (resp. Y2=Q, resp. Z3—0) est Γequation locale de D2,
Zi—0 (resp. Z2=0) celle de Dίf et les autres facteurs donnent celle de S.

Les diviseurs S, Dl et D2 de V2 ne sont pas a croisements normaux le long
de la courbe d2. L'eclatement de V2 de centre d2 introduit un nouveau diviseur
et donne, par composition avec <rι°0 2 une desingularisation plongee.

Denotons σ2: V2-*V2 Γeclatement de centre J 2; pour le calculer il suffit de
considerer (par la symetrie des equations) la restriction / 2 — X 3 Z 2 ( X Y + Z ) de
(T?/ι au premier ouvert (oύ on a enleve les indices). L'ideal a eclater est celui
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de dz dans cet ouvert: (X, Z). Avec une notation^standard analogue a celle
d'un eclatement d'un point, avec deux ouverts Uίt ί/8, on a:

o
» Z.) 3, Z.)

=(X, Z)

oύ Xι=Q (resp. Z3=0) est Γequation du nouveau diviseur exceptionnel D^, Zι=0
celle de Z)ι, ^3=0 celle de D2, et les autres facteurs celle de S dans chaque
ouvert.

Soit σ=σ^σ2-σ2: V—V^-^V. La desingularisation plongee de Sc+V obtenue
est decrite de la fajon suivante. La decomposition du transforme total de S
dans V, comme cycle divisoriel avec les multiplicites de ses composantes irre-
ductibles, est:

On a

On a le diagramme d'incidence suivant (chaque trait represente une courbe
intersection de deux diviseurs):

(1.1) ou

Dίr\S=dl+dί

DiΓιDj=(ij\ si

Plus generalement, pour une singularite de type An, w^l, plongee dans son
espace tangent de Zariski, la desingularisation minimale obtenue par une iteration
d'eclatements ponctuels est aussi une desingularisation plongee si n est impair,
et on a un point selle pour le point central du diagramme si n est pair (d'oύ
une desingularisation plongee analogue a celle de A2 pour la partie centrale du
diagramme).
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Rappels sur le cycle f ondamental et la methode de Tyurina.

Soit σ: S-+S une desingularisation de S. On suppose que OeS est une
singularite rationnelle, done en particulier normale; c'est le cas des exemples ici
consideres. Les singularites rationnelles sont absolument isolees, par consequent
Γideal <3ftOs est localement principal, ou JM denote Γideal maximal en 0. L'ideal
<3&O-s, definit un diviseur dans S, diviseur qui coincide avec le cycle fundamental.
On peut calculer le cycle fondamental de la desingularisation avec la seule don-
nee de la matrice intersection. Soit σ~\O)—d^J ••• \Jdr la decomposition en
composantes irreductibles de la fibre exceptionnelle de a. Le cycle fondamental
2> est Γunique cycle divisoriel minimal dans la famille des cycles divisoriels
positifs, a support dans σ~\O\ tels qu'on ait C2 dt)^;θ, Mi, oύ (•) denote la
forme intersection du groupe de Picard de S. La matrice intersection ((di dj)),
l<i<r, l^j^r determine 2>.

L'egalite 3ttOs=O$(—&) implique que Γon puisse determiner Γordre dans
lequel on obtient les composantes irreductibles de la fibre exceptionnelle, dans
la suite d'eclatements. En effet, les composantes dτ telles qu'on ait (.2 dt)<0
sont celles qui apparaissent dans le premier eclatement. Les composantes con-
nexes (Tyurina) de la reunion des courbes d^ telles qu'on ait (2> dt)=Q sont les
fibres exceptionnelles, dans S, des singularites de Γeclate de S de centre <!M en
iterant cette procedure pour les cycles fondamentaux des singularites des eclates
successifs, on determine Γordre d'apparition des autres composantes irreductibles.
(ref. [A], [T]).

Dans les exemples suivants on donne les graphes duaux des desingularisa-
tions minimales (oύ chaque sommet represente une composante irreductible de
la fibre exceptionnelle et chaque arete un point d'intersection des composantes
correspondantes).

Des calculs combinatoires sur le cycle fondamental donnent Γordre d'appari-
tion des composantes irreductibles sur la surface eclatee et des calculs locaux
suffisent alors pour completer la description globale.

2. Singularite de type D4

Soit SdV=C* la surface d'equation X2+Z(Y2+Z2)=Q. Le graphe dual de
la desingularisation minimale est

(2.1)

ds

Le cycle fondamental est 2>=2dί-\-d2+ds+di; on a (di dl}——2, Mi. Par
suite dι est la courbe exceptionnelle du premier eclatement, la surface eclatee
possede trois singularites du type Alf singularites qui donnent lieu aux com-
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posantes dz, ds, d4. Soit στ, l^z'^4, les eclatements ponctuels correspondants
Dt, l^z'^4 les hypersurfaces exceptίonnelles dans Γespace ambiant; dτ=Sr^Dlf

l^z'^4, les courbes (rationnelles) intersection avec la transformee stricte S de
S; (l/)=£>ιΠD.7, 2<£/^4. Le diagramme d'incidence de § et Dt, l^ι^4, est:

(2.2)

(12) (13)

d,

(14)

Le diviseur A est tangent a S le long de dι; pour obtenir des croisements
normaux on fait Γeclatement σi de centre di, ce qui introduit un nouveau divi-
seur D\ isomorphe a Fz. Les transformees strictes de A et S (notees avec les
memes symboles) ont une intersection commune avec DΪ le long d'une courbe
rationnelle άi, done ce n'est pas encore a croisements normaux. L'eclatement
(h de centre άi introduit un nouveau diviseur Dj isomorphe a F0—PjXPi, et
on obtient ainsi une desingularisation plongee, ou on a DιΠS=0=DτΠS. On
note d= Γintersection DiΠS, et (ab)=Dar\Db, ou a et b parcourent les indices
des diviseurs, pour les intersections non vides.

Le diagramme d'incidence final est obtenu a partir du diagramme (2.2) en
remplapant les sous-diagrammes (2.3) par (2.4):

(10

(2.3) (2.4)

Soit σ= ( ι : V->V on a

Les diviseurs exceptionals sont des surfaces rationnelles du type suivant:
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" " '• )
(12) (13) (14)

En effet, les restrictions des eclatements σi et θι a chaque diviseur Dt, 2^f
sont des eclatements ponctuels au point de tangence des courbes (li) et rft, oύ
Γordre de contact est 2.

Le diagramme d'incidence final est:

(2.5)

^02)

(12)
(12)

(12)

*/

JJ3) XM)
(TT^(lf)\

(13)
(13J

(iίK
(13)

rfT

(14)
(14)'

αίK,
14)

</τ

d,/ */

3. Singularite Eβ

Soit ScF=C3 la surface d'equation X1+Y3+Zi=0. Le graphe dual de la
desingularisation minimale est

dt d't

(3.1)

Le cycle fondamental est Z=2d1+d2+d'2+2ds+2d'3+3dt; on a (</ί d,)=—2,
Vί. Par suite cd est la courbe exceptionnelle du premier eclatement <TI, la sur-
face eclatee possede une singularite de type A5; ds et dί sont les composantes
irreductibles de la courbe du deuxieme eclatement σϊy leur point d'intersection
est une singularite de type As; d3 et d's celles de σ3, leur point d'intersection
est une singularite de type ^ et dt celle de σt. Soit Dl le diviseur excep-
tionnel, dans Γespace ambiant, introduit par <rt, l^z'^4.
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Les diagrammes d'incidence successifs entre les diviseurs Dt et le transforme
strict S de la surface S sont:

(3.2)

A5 dl

(23)
</,

(23)

(34)
rf,

(34)

di di

Le transforme total de S par la composition des quatre eclatements se decom-
pose comme cycle:

Or le diviseur Dλ est tangent a S le long de la courbe rationnelle dίt done la
desingularisation n'est pas a croisements normaux. Dans la surface J94, les
courbes rf4 et (14) sont tangentes au point d'intersection avec dι\ Γordre de con-
tact est 2. II faut faire deux eclatements de centre d ί f du meme type que dans
Γexemple precedent. Soit σl (resp. σ^ le premier (resp. le deuxieme) eclate-
ment, Ώ\ (resp. Di) le diviseur exceptionnel correspondant.

La decomposition du cycle defini par le transforme total de S par σ —
tfioovtfvov^i0^! est

<rI(S)=$+2Dl+3Jίϊ+6ί)τ+4Dt+8D8+12D4.

On a:
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-1
)

(12) (13) (14)

φ1 )
(23) "

(Ί4) (T4)

(34)

Le diagramme d'incidence final est

(3.3)

(12) (13) (14) (ll)

(23)

(23)

(34)

(34)

(II)

di

o a, (ab)=Dar\Dh.

4. Singularite de type ^s

Soit ScF=C3 la surface d'equation ,Y2+F3+Z5=0.
desingularisation minimale est

Le graphe dual de la

(4.1)

Le cycle fundamental est S^2J!+2d2+4ύί3+3ί/4+6ίί5H-5c/6+4ί/7+3ίί8; on a
(di'dτ}=—2, ML II faut huit eclatements ponctuels pour obtenir la desingulari-
sation minimale; ils sont notes σ l f l<i^S. L'ordre total induit par Fordre des
indices choisi respecte Fordre partiel dans lequel on fait les eclatements, i.e. si
στ precede GJ alors i<j. Pour chaque /, l^ί'^8, Fintersection DiΠS du divi-
seur dans Fespace ambiant Dl avec le transforme strict § de la surface S est
une courbe irreductible ά% (ce qui n'est le cas pour An (n>l) et E6. On peut
construire le diagramme d'incidence, dans Fespace ambiant, de la composition
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des huit eclatements sans effectuer d'autres calculs que ceux des composantes de
Tyurina successives.

En effet, Γirreductibilite de DiΓ\§, l<i<8 implique que si le diagramme
d'incidence ensembliste de trois diviseurs est celui correspondant a la position
general de trois hyperplans, alors le diagramme d'incidence de Γeclatement du
point d'intersection des trois diviseurs est obtenu en remplacant ce point par un
triangle qui represente le nouveau diviseur exceptionnel:

Le calcul des composantes de Tyurina donne les resultats suivants: soit St

le transforme strict de S par la composition d'eclatements <TI° ••• oσ^.l°σ^\ alors
Si a une singularite de type E7; S2 de type D6; SB deux singularites de type
AI et Z)4 S4 de type Z>4 S5 trois singularites de type Aίt qui sont desingularisees
par σ β , σ1 et σ8. Par suite on obtient le diagramme d'incidence suivant, pour
la composition σl° ••• °σ 8:

(25)

(4.2)

(23)

(35)

/(12)

(13)

(27)/ \(57) (56)/ \(36) (34)/ \(14)

X58)

Un calcul local montre qu'il y a quatre diviseurs exceptionnels Dτ qui sont
tangents a la transformee stricte S (=S8) le long des courbes (rationnelles) dt,
pour f=l, 2, 3, 5. Par suite, dans les surfaces D3 pour /=4, 6, 7, 8, la courbe
(ij) est tangente a d j f si DiΓ\D3φ$. L'ordre de contact est deux, comme dans
les exemples precedents. Pour obtenir une desingularisation plongee, il faut
faire deux eclatements de centre dlr pour z=l, 2, 3, 5, eclatements notes σz et
σ τ ; ces couples d'eclatements sont independants pour deux indices i differents.

On obtient les multiplicites des diviseurs exceptionnels introduits par σ ί f

l<i^S} a partir du graphe (4.1), de Γordre deduit des cycles fondamentaux
successifs, et des multiplicites des singularites intermediaires. On a done

Soit DΪ (resp. D=) le diviseur exceptionnel introduit par Γeclatement στ (resp.
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at\ i=l, 2, 3, 5. Soit σ la composition des σϊ°σ=, i=l, 2, 3, 5, avec σ^ ••• °σ8.
Dans σ~\S), la multiplicite de chaque Dt est la meme que celle qu'il a dans
(<TI° ••• °σ$Yl(S\ car c'est le transforme strict. Soit mτ la multiplicite de Dif

alors celle de DI (resp. de D=), dans α 'KS), est mt+l (resp. 2m*+2). On a done

Les diviseurs exceptionnels sont des surfaces rationnelles du type suivant:

*' )(12) (13) (14)

(27) (27) (57) (57)

-2 -1

Ϊ^F^PlxPl pour 1=1, 2, 3, 5.

Le diagramme d'incidence de toutes les composantes irreductibles de σ'^S) est
obtenu a partir du diagramme (4.2), en remplapant les sous-diagrammes de type
(2.3) attaches a d ί f d2, dB et d5 par des sous-diagrammes du type (2.4). La partie
centrale correspondante a d5 est un diagramme de type (2.5). Le resultat final
est le diagramme suivant:
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(25)

(2*7)
dϊ

(27)

(57)

d.

(§7)

(58)

dί

(58)

\58)

rfϊ

\

(56)

dβ

(56)

(36)

rfs

(36)

(34)

<*4

(34)

(14)

dj

(Ϊ4)

(2δ)/\(27) \(55)
7 X (57> (58?

_
(34) 7(I4) X(Π)

oύ da=Dar\S, (ab}=

Remarques. — Dans les examples precedents, la desingularisation plongee ob-
tenue induit la desingularisation minimale de la surface consideree, sauf dans le
cas An, n pair. Dans ce dernier cas, il existe aussi des desingularisations
plongees dont la desingularisation induite de la surface soit minimale, mais elles
sont obtenues avec un choix non canonique.

Dans le cas general, il faudrait peut-etre considerer comme point de depart
une desingularisation minimale a croisements normaux σύ Γideal maximal devient
inversible, et remplacer Γetude du cycle fundamental par celle du cycle maximal.
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