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DIE TURANSCHE MATRIX ALS PRODUKT EINER

EULER-KNOPP- UND EINER TAYLOR-MATRIX

BY K. ISHIGURO, W. MEYER-KONIG UND K. ZELLER

Two conformally equivalent infinite series Σan and Σbn (with complex
terms and partial sums s={sn}, t={tn] respectively) do not necessarily possess
the same convergence-behaviour. This surprising discovery goes back to
Turan. He showed in a quite subtle way that in the relation t=As the matrix
A has unbounded row-norms, and hence is not a regular summability matrix.

The fact that Turan's result is rather hidden makes it desirable to gain
more knowledge about the transformation t=As. We write it in series-to-
series form, i. e. in the form b=Ka, denoting K—KU as Turan's matrix (the
parameter u characterizes the underlying conformal mapping). Then we ex-
hibit a decomposition KU—EPTU, where Ep is a Euler-Knopp matrix and Tu

a Taylor matrix. A crucial point is the relation between the parameters u
and p. The decomposition allows more insight into the structure of Ku and
its summability properties.

1. Einleitung

P. Turan ([8], siehe auch [9]) verdankt man die ύberraschende und ver-
steckt liegende Erkenntnis, dass zwei unendliche Reihen mit komplexen Gliedern,
die in einer gewissen Weise (siehe unten) vermδge konformer Abbildung mit-
einander zusammenhangen, nicht notwending das gleiche Konvergenzverhalten
besitzen. Der damit erδffnete Themenkreis der konform aquivalenten Reihen
wurde seither vielfaltig untersucht. Wir nennen die Arbeiten Alpar [1], Clunie
[2], Halasz [3], Indlekofer [4, 5, 6], Schwarz [7], Trautner [5], Warlimont [6,
10, 11] (in denen weitere Literatur zitiert wird).

In der vorliegenden Note zeigen wir, dass der Ubergang von einer vorge-
gebenen Reihe zu den zugehorigen konform aquivalenten Reihen eng mit zwei in
der Limitierungstheorie (vgl. [12]) gelaufigen Matrixtransformationen, namlich der
Taylor- und der Euler-Knopp-Transformation zusammenhangt. Am pragnantesten
lasst sich der Sachverhalt beschreiben, wenn wir—in leichter Abanderung der
Turanschen Darstellung—folgendermassen verfahren. Wir gehen aus von der
Reihe *Σan (charakterisiert durch die Folge a — {an} mit komplexen Gliedern;
n— 0, 1, •••), wobei wir voraussetzen, dass die Potenzreihe *Σanz
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Veranderliche) fur U|<1 konvergiert, also

/(2)=Σα»*B fur U|<1 (1)
0

regular ist. Unter Einfύhrung des Parameters u (u komplex, |w |<l) betrachten
wir diejenige umkehrbar eindeutige lineare konforme Abbildung des abgeschlo-
ssenen Einheitskreises { \ z \ ^1} der 2-Ebene auf den abgeschlossenen Einheitskreis
{ \ w 1^1} der komplexen w -Ebene, die z=l in w — l u n d z ^ w in w;—0 ύberfϋhrt
(vgl (3)). Bei dieser Abbildung gehe f(z) in die fur | w \< 1 regulare Funktion
g(w) ύber (vgl. (4)), und es sei

g(w)=%bnwn fur |M; |<I . (2)
0

Naturlich hangt b—{bn] ausser von a auch von u ab. Unter der fur den Para-
meter wert u zu ΣαΛ gehδrigen konform aquivalenten Reihe verstehen wir die
Reihe 2bn. Wir werden zeigen (Satz 1), dass b aus a durch Hintereinander-
ausfύhrung einer Taylor-Transformation (in RR-, d. h. Reihe-Reihe-Form) und
einer Euler-Knopp-Transformation (ebenfalls in RR-Form) entsteht. Es ergibt
sich : b lasst sich als Transformation von a mittels einer Matrix Ku, also in der
Form b=Kua darstellen, wobei Ku durch Multiplikation einer Euler-Knopp- mit
einer Taylor-Matrix entsteht. Wir bezeichnen Ku als Turansche Matrix (Turan
verwendet die zugehδrige Folge-Folge-Form). Das eingangs erwahnte Ergebnis
von Turan besagt : Fur 0 < | w | < l ist Ku nicht RR-permanent.

In Nr. 2 stellen wir die von uns benδtigten Grundlagen zusammen. Nr. 3
bringt den Satz 1 samt Beweis. Einige Schlussbemerkungen (Nr. 4) betreffen
den Fall, dass u reell ist.

2. Vorbereitendes

Unter TΌ verstehen wir die Matrix des Taylorschen Limitierungsverfahrens
der komplexen Ordnug v ( |v |<l) in der RR-Form (vgl. [12] S. 140; die dort
benutzte Ordnung a und unser v stehen zueinander in der Beziehung a=l—v).
TV ist obere Dreiecksmatrix und hat die Elemente

n (n=0, 1, »•; *=0, 1, •••);

speziell ist (mit Oβ = l) T0=I (=Einheitsmatrix).

oo

HILFSSATZ 1. 1st h(z)— ΣιTnZn regular fur |2 |< |v | sowie bei z— v, und
0

existiert d—T^γ, so gilt

λ(!H-(l-ιOζ)=Σ!ίnζn fur kleines |ζ|.
0

Unter Eq verstehen wir die Matrix des Euler-Knoppschen Limitierungsver-
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fahrens der komplexen Ordnung q (<?^0) in der RR-Form (vgl. [12] S. 130). Eq

ist untere Dreiecksmatrix und hat die Elemente

(Eβ)0.o=l, (Eβ)».o=0 (n=l,2, ••-), (Eq\.k=Q (ft=0, 1, •••),

*(l-^)n * («=1, 2, •••; *=1, 2, .-.);

speziell ist Eί=L

HILFSSATZ 2. Ist Λ(2)=Στ n2
n regular bei z=0, und ist δ—Eqγ, so gilt

fίir kleίnes ' ζ ' '
)ζ

Die den Ubergang von f(z) (vgl. (1)) zu g(w ) (vgl. (2)) vermittelnde lineare
konforme Abbildung wird (bei fest gedachtem u, \ u\<l; ΰ die zu w konjugiert
komplexe Zahl) durch das Formelpaar

—ΰ z—u 0— (3)™— r\*>J — ±_u i — ΰz>
 Λ~~γ\w;—^

erfasst. Mit diesen Funktionen φ(z) und ψ(w) gilt

g(w)=f(ψ(w)) fur N|<1, f(z)=g(ψ(zft fur \z\<l. (4)

3. Ergebnis und Beweis

Es gilt der

SATZ 1. Sind die Reihe Σα n und die Funktion f(z) wie in (1) gegeben, und
0

oo

ist (den Beziehungen (2) bis (4) entsprechend) *Σbn die fur den Parameterwert
0

oo

u ( |w |< l ) zu So/* gehorige konform aquivalente Reihe, so gilt
0

b=Ep(Tua)=(EpTu)a mit p= 7"™ . (5)
x u

Also lasst sich der Zusammenhang zwischen a und b in der Gestalt

b=Kua mit KU=EPTU (6)
schreiben.

Beweis. Wir setzen

Tua=a, Epa—βf

Nach Hilfssatz 1 ist

u]z)— ^anz
n fur kleines \z\9
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und nach Hilfssatz 2

Σ βnw
n fur kleines w .ι n1—(1—p)w

Fur kleines | w \ gilt aber auch

somit ist &=β, d. h. b=Ep(Tua). Weiter (da TMα existiert und Ep zeilenfinit
ist) gilt Ep(Tua)=(EpTu)a, also b=(EpTu)a. —

Man wird fragen, welche Werte p in (5) und (6) auftreten. Es sind dies
genau diejenigen p, fur welche \p —1|<1 ist. Dies ergibt sich aus dem folgenden
einfachen

HILFSSATZ 3. Sind u und p komplexe Zahlen (uφl, />=£θ), so gilt: Aus

und umgekehrt. Stehen u und p in dem angegebenen Zusammenhang, so ist

!/>-!!= u\.

4. Schlussbemerkungen

Ist u reell, so besitzt unsere Produktdarstellung der Turanschen Matrix die
besonders einfache Gestalt

KU=E1+UTU (—1<M<1). (7)

Dieser Fall ist auch deshalb von Interesse, weil dann (fur uφO) einer der beiden
Faktoren des nicht-permanenten Produkts (7) permanent, der andere nicht-
permanent ist: Im Fall —l<w<0 vermag das permanente E1+u die Nichtperma-
nenz von Tu nicht auszugleichen, im Fall 0<M<1 vermag die Permanenz von
Tu die Nichtpermanenz von E1+u nicht auszugleichen. Anders wird es, d. h.
unser Matrixprodukt wird permanent, wenn wir den Euler-Knopp-Faktor ver-
starken, indem wir bei Eί+u zu einem kleineren positiven Index ύbergehen.
Nach Warlimont [11] ist fur 0<<?<1 namlich EqKu permanent, und damit auch
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