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§ 1. Introduction.

S o it M  une variété différentiable de classe C r , 00 r > l ,  s u r

laquelle opère le groupe S '( =S 0 ( 2 ) )  différentiablement et sans point

fixé. A lo r s  M  est un S 1 fibré principal sur la variété quotiente X =
M IS ' et, comme un S'-fibré, M  est classifié par une classe d'homotopie

d'application f  d e  X  dans l'espace classifiant B S ' du groupe S .
Puisque B S 1 -=C P"=K (Z , 2), M  est aussi caractérisé par la première

classe de Chern c i =f * (x )E  H 2 (X  : Z ) o ù  x  est le générateur de

H 2 (CP° : Z ).
Un feuilletage g  sur M  de codimension 1 et de classe C r est dit

in va r ia n t si pour chaque feuille F  de g  et pour chaque élément g de S 1 ,
g .F est aussi une feuille de g .  Si g  est invariant alors une feuille de g
est ou bien transversale aux fibres SI ou bien stable sous l'action de  S '.
On dit qu'un feuilletage invariant est s im p le  s'il est transversalement

orientable et si les feuilles stables sont discrètes, c'est à dire, pour chaque

feuille stable F  il existe un voisinage tubulaire U  de F  tel que U  ne

contient aucune feuille stable sauf  F .

Théorème 1. S u r  u n  S '-f ibré princzpal M i l  ex is te  u n  feu ille ta g e
s im p le  g  s i  e t ,  q u a n d  g  a  u n  nomble f in i  d e  f e u i l l e s  s t a b l e s ,  s e u l em e n t

• 2sz  c , e s t  d 'o r d r e  f in i .
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Théorèm e 2. D e  p lu s  s i  l e  b o r d  am d e  M  n ' e s t  p a s  v i d e ,  i l

e x i s t e  u n  f e u i l l e t a g e  s im p le  g  q u i  e s t  c o m p a t ib l e  av ex  l e  b o r d  ( c ' e s t  a

d i r e  l e s  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  d e  am s o n t  d e s  f e u i l l e s  d e  g )  s i  e t ,

q u a n d  g  a  u n  n o m b r e  f in i  d e  f e u i l l e s  s ta b le s ,  s e u lem en t  s ' i l  ex i s t e  u n

é lém en t  c d e  1-12(x, 3X : Z )  te l qu e j*(c)-=-k.c t  e t  c2  e s t  d 'o rd r e  f in i , o i t

j  e s t  l ' i n c lu s i o n  d e  X  dan s (X , ax).

Théorèm e 3. S ' i l  e x i s t e  u n  f e u i l l e t a g e  s im p l e  s u r  M  a v e c  u n

n o m b r e  f in i  d e  f e u i l l e s  s ta b le s  a lo r s  i l  ex i s t e  u n  fe u i l l e ta g e  s im p le  s u r

M  a v e c  u n e  s e u l  f e u i l l e  s t a b l e  d a n s  Int. M.

Rem arque: Si e l  est d'ordre infini, aucun feuilletage simple ne

peut être analytique.

Corne une application du théorème 1 on obtient le

Théorèm e 4. S o i t  G  u n  g r o u p e  d e  L i e  c o m p a c t  e t  s o i t  S ' un
s o u s - g r o u p e  d e  G  d e  d im en s io n ] .  A lo r s  p o u r  l'operation d e  S ' su r  G.
definie p a r  la  m u lt ip lica t io n  à ga u ch e  o u  à d ro ite , i l ex is te  u n  feu ille ta g e
s im p l e  s u r  G.

Démonstration. Soit e le S 1-fibré principal défini par la projec-

tion de G  sur G IS ' .  Soit i  l'inclusion de S ' dans G  et on considère

l'homomorphisme i *  d e  H '(G  : R )  dans : R). S i  i *  est

surjective alors c l (e) a l'ordre fini, donc il existe un feuilletage invariant

et transversal (voire S 2.3). S i i*  est triviale alors la calculation de

Koszul [1] montre que (-
1 (6)2 e s t  z e ro  en  coéfficient réel et par le

théorème 1 il existe un feuilletage simple sur G.
La démonstration du théorème 1 se divise en 3 propositions.

Proposition 1.1. S u r  M  i l  e x i s t e  u n  f e u i l l e t a g e  s im p l e  s ' i l

ex is te  u n  n om b re  en t ie r  k  e t u n e a p p lica tion  f  d e  X  d a n s  la  s p h è r e  5 2

t e l s  q u e  k.c l =f * ( s ) ,  o ù  s  e s t u n  g é n é rate u r d e  112(52
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Proposition 1.2. S i u n  feu ille ta g e  s im p le  g  a  u n  n om b r e  f in i  d e

fe u i l l e s  s ta b le s  a lo r s  l ' in v e r s e  d e  la  p r o p o s i t io n  1..1 e s t  a u s s i v ra ie .

Proposition 1.3. L a  co n d i t io n  d e  la  p r o p o s i t io n  1.1 e s t  r em p lie

s i  e t  s e u lem en t  s i  d e s t  d 'o r d r e  f in i .

Dans §2 on construit quelques feuilletages et on démontre la propo-

sition 1.1. Proposition 1.2 et Théorème 3  serons démontrés dans §3
et on montre la proposition 1.3. dans §4.

La démonstration du théorème 2  est presque la même chose que

celle du théorème 1  et on l'admet.

§ 2. Construction des quelques feuilletages.

2 .1 .  Feuilletage de R eeb  sur S3 (Reeb [2]).

Soit n : 53— > s2  le S '-fib ré  principal de H opf. Soient D o et D I

les hémisphères nord et sud réspectivement qui sont identifiées avec

le disque -{zE C  z 1 } ,  alors 5 2 =D 0 U  D t, 3 D 0 =-.9 1 )1 =s1 ---{ z E c

= 1 }  et, en fixant une trivialisation de n D i  (i= 0 , 1 ), on a S 3 = D 0 X

U  D 1 X  S ' où yo est un difféomorphisme d e  S ' x  S ' —aDox S I  sur

S' x S i =ap,x 5 1 défini par

go(x, y ) =( x ,  x y ) ,  x ,  y  S1 = i e z z i t  t  RI.

S o it s i : Int. Di Int. Di x une section de 711 Int. D i ,  définie

par

si(x )=(x , e2 "g (12 )), x C  et

où g est une fonction de [0 , ]) dans R  telle que g ( t ) = 0  pour 0 < t ‹
d g

1/2  et g(t)--)- co , (t) c o (n <r)  lorsque t 1.

Alors la famille des sous-variétés ig .si(In t. Di)}gEs', i=o,i. avec

le tore -q- 1 (5 1)= S 1 x  S 1 définit un feuilletage sur S 3  et il est claire que

ce feuilletage est simple.
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2.2. Feuilletage induit de feuilletage de Reeb.

Soit C: M— ›- X  un SI-fibré principal induit de n , c'est à  dire il

existe une application Je de X  dans S2 telle que e =f p „. On peut sup-

poser qu ef so it transversalle h l'équateur S 1 d e  S2 . Soit Xi l'image

réciproque de Di par l'application  J  a l o r s  X  est la réunion des

sous-variétés X o e t  X 1 e t  3 x -0naXi=fi1(51) est une sous-variété de

X  d e  codimension 1. Soit f p i  la section de 6 sur Int. X i induite de

la section s i  d e  n i  Int. Di alors, comme dans la section précédente,

{ g ip i( In t . X 1) } g s 1,1=0 ,1. et e-i ( f -i i(sL)) déterminent un feuilletage

sur M  qui est simple.

Par suite on obtient

Lemme 2.1. S 'i l  ex is t e  u n e  a p p l i c a t io n  f  d e  X  d a n s  S 2  t e l l e
q u e  ci (e)=f *(s) a l o r s  i l  e x i s t e  u n  f e u i l l e t a g e  s im p l e  s u r  M  o ù  s  e s t
u n  g é n é r a t e u r  d e  H 2 (5 2  : Z ).

2.3 . Feuilletage réciproque du feuilletage de Reeb.

S o it Z k  le sous-groupe cyclique d'ordre k  d e  S '. Alors, si

C: 11- .A 7  est u n  SI-fibré principal, la variété quotiente M /Z k  est
aussi un S'-fibré principal ek sur X  et il est facile à vo ire  qu e ci(ek)
=k .c i (e). La projection naturelle p  de M  sur M /Z k  est un difféomor-

phisme local, donc s'il existe un feuilletage g  sur 1111Zk , p  induit un

feuilletage p * g  sur M  et si g  est simple p*g." aussi. E n  particurier

s i  k.c,(6)=-0 alors Ck est isomorphe au fibré trivial X  x S ',  donc il

existe un feuilletage sur M , induit du feuilletage trivial sur X  x S 1 ,
invariant et transversal, c'est  à  dire toutes les feuilles sont trans-

versaux aux fibres.
Par suite s'il existe une application/ d e  X  dans S2 telle que f  *(s)--

c1 (6k)=k.c 1 (6) alors il existe, par le lemme 2.1, un feuilletage sur M/Zk
et donc il existe un feuilletage sur M  qu i est s im p le . A in s i on  a
démontré la proposition 1.1.

§ 3. Démonstration de la proposition 1.2 et du théorème 3.

Soit g  un feuilletage simple sur un S'-fibré principal 6: x
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alors l'image Y des feuilles stables de g  par la projection e  est une

sous-variété de X  de codimension 1 et g. e-i (A7 Y) est un feuilletage

invariant et transversal. On remarque que le fibré normal de Y dans

X  est trivial puisque g  est transversalement orientable.

Lem m e 3.1. S o i t  e:M .— )-X  u n  SL fibré p r in c ip a l e t  su p p o so n s
qu e X  s o i t  c o n n ex e  a lo r s  i l  ex is t e  u n  feu i l le ta g e  in v a r ia n t  e t  t r a n sv e r sa l
s u r  111 s i  e t  s e u l e m e n t  s i  c i (e) a  l ' o r d r e  f i n i .

Démonstration. On considère X  comme un complexe simplicial

et on fixe une trivialization de 6 X 1, où X 1 est le 1-squelette de X.
Pour chaque 1-simplexe a, l'intersection de 6- 1 (a ) avec les feuilles de

definit un flot sur S ' x  I  et si on considère le revêtement R x I de

Si x I ,  g  definit un flot g '  sur R x I. On définit une fonction f  de

R dans R  par f  c (x)=-- y  ou (x, 0) et ( y ,  1 ) appartiennent à. la même

trajectoire de F ' ,  a l o r s  f  c (x )— x  n e depend pas à  x  et on peut

défin ir une cochaine a E C l(X  : R ) par a ( a ) = f ( x ) — x . On définit

une cochaine /3 par f3=-8a où 8 est l'opérateur de cobord . Alors g
appartient à. C2 (X  : Z )  et coïncide au cocycle d'obstruction pour étendre

la  trivialization d e  6, X 1, autrement dit, [3 représente la classe de

Chern c i (e). Donc e1(e )= 0  en coéfficient réel.

Rem arque. Si l'on suppose seulement la transversalité de feuilles

aux fibres on a le résultat suivant.

Proposition. S i  l e  g r o u p e  f o n d a m en ta l  d e  X  e s t  fin i o u  a b é lien
a lo r s  i l  e x i s t e  u n  f e u i l l e t a g e  d e  codim ension 1 su r  M  a v e c  l e s  f e u i l l e s
t r a n sv e r sa u x  a u x  fib r e s  s i  e t  s eu lem en t  s i  ci (e) e s t  d 'o r d r e  f in i .

Pour le cas où 71 (M ) est abélien la démonstration est presque la

même que celle du lemme. On définit la cochaine a par le nombre

de rotation de la fonction f  a . Si 7ri (M ) est un groupe fini, il est suffit

de considérer le revêtement universel de X.
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Lemme 3.2. S o i t  g  u n  f e u i l l e t a g e  in v a r ia n t  e t  t r a n s v e r s a l  s u r

M  e t  Y  u n e  s o u s - v a r i é t é  d e  X  d e  codimension I ,  a l o r s  i l  e x i s t e  u n

f e u i l l e t a g e  in v a r ia n t  g '  s u r  M  t e l  q u e  g  -'(X—  Y ) e s t  u n  fe u i l l e ta g e

in va r ia n t e t tra n sv er sa l e t  q u e  le s  com p o sa n tes  con n ex es  d e  6-1( Y ) so ien t

d e s  f e u i l l e s  d e  g "  .

Démonstration. O n  considére un voisinage tubulaire N  de

Y  de rayon  1  pour une métrique riemannienne sur X .  On définit

une application h  de e - - '(X —  Y) dans R  par

O si e (x )E  N
h(x) =

t g( I e(x) ) si e(x) E N

où g  est la fonction définie dans § 2 .1 .  Alors h  définit un difféomor-
phisme h-  d e  e- 1 (X —  Y )  p a r  h(x)=- e2 7 ih(z). x e t  iz (g e - 1 (X —  Y )) e t

e_1( Y) définissent un feuilletage g' sur M  qui satisfait la condition

du lemme.

Lemme 3.3. S o i t  Y  u n e  s o u s - v a r i é t é  d e  X  d e  codimension
a v e c  l e  f ibré n o r m a l  t r i v i a l ,  a l o r s  i l  e x i s t e  d e s  s o u s  v a r i é t é s  X 0 e t
X 1 d e  X  t e l l e s  q u e  X  s o i t  l a  r é u n i o n  d e  X o e t  X 1,  e t  q u e  0 X 0  f l

aX 1 — x0 (-1 X 1 c o n t i e n t  Y .

Démonstration. Puisque le fibré normal de Y dans X  est trivial

il existe un plongement i  d e  Yx [0, 1] dans X  tel que i(Y  x  101)= Y.

Il suffit de mettre X 0 =i( Yx [0, 11), X i = X — i( Yx (0, 1)).
Il est facile à. voir que s'il existe un feuilletage invariant g sur

M  te l q u e  g l  Int. M  est transversal alors il existe un feuilletage

transversal sur M . Donc par les lemmes o n  o b t i e n t

Proposition 3.1. S ' i l  e x i s t e  u n  f e u i l l e t a g e  s im p l e  s u r  M  a v e c

n om bre .f ini d e  f e u i l l e s  s ta b le s  a lo r s  i l  e x i s t e  d e s  sous-variététes X 0 e t

X 1 d e  X  e t  u n  n o m b r e  en t ie r  k  t e l s  q u e  X =X o U X 1,  X 1 (1 X 1 = Y  es t

u n e  s o u s -v a r ié t é  de codimension 1 d e  X  e t  *(c i )=() o u i ,  e s t  l ' in d u -
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sion d e  X ,  d a n s  X  (€=0,1).

Démonstration de la proposition 1.2. On considère la suite

exacte de Mayer-Vietoris pour (X ;  X 0 , X 1)

Hi(Y  : Z ) H 2 ( X  Z )  ( 1 1  ' - 1 1 )  H 2 (X 0 : Z ) C) H 2 (X 1 : Z ).

Par la proposition 3 .1  il existe un élément x  de H '( V : Z )  tel que

ZI(x)=k.c i . D e  fa it  q u e  11 1( Y  Z )=[Y  ,  x  est représenté par

une application f  de Y dans S '. .  On considère 5 1 comme l'équateur

de 5 2 = D 0  U Di et soient p o et p l les pôles de nord et de sud de S2 , alors

D•=Si x [0, 11/(y,  ( y E S ' ,  i = 0 ,  1 ) .  On définit une application

de (X ; X 0 , X I ) dans (5 2 ; D o , D i ) par

f  ( x )=I P

(1 (y ) ' t)

si x E X 1  et

si t)

ji( Yx [0, 1])

où j i  est l'inclusion du col Yx [0, 11 de X i .  Alors par la définition de

LI on obtient /* (s)=k .c i .

Démonstration du théorème 3. Pour simplicité on suppose

que M  n'ait pas du bord et on suppose que dim. X > 2  (si dim. X < 2
le théorème est trivial).  P a r  la  p ro p o s it io n  3 .1  X =  X 0  U X I e t

k.c i (e" Xi) = 0. Si X 0  n'est pas connexe, on choisit des chemins yi
dans X I tels que les points extrêmes de y i appartiennent à  0x 0 et

X 0  U y, U U  y, soit connexe. Soient U  (i= 1, 2 ... s) des voisinages

tubulaires de y i tels que ./12-
0 =X  U  U, U  U  U 8 soit une sous-variété

fermée et connexe de  X .  S o i t  X ,=X—Int. X 0  a lo rs  k.c i ( e  X1)=0
(1=0, 1). Si 3 ;r0  n'est pas connexe on choisit des chemins 8i ( j = 1,
2, ... t )  dans X 0  et ses voisinages tubulaires N 1 te ls  que X-

1 U
AT, U U  N 1 et que 8.;i7, soit connexe. On définit X-

0 = X— In t..k i  alors

X =  X- 0 U a.;to = a l, est une sous-variété connexe de X  et
k-c i ( e  X 1 ) = 0 .  Donc par les lemmes 3.1 et 3.2 il existe un feuilletage

simple sur M  avec une seule feuille stable e - i ( k ) .
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§ 4. Démonstration de la proposition 1.3.

Pour un CW-complexe X  on écrit X i le  i-squelette d e  X  et on

identifie H 2 (X1 : Z )  avec H 2 (X  : Z) 3). Soit x  le générateur de

H 2 (CP"' : Z )  et soit s=i*(x ), i  est l'injection naturelle de S 2 dans

CP`'' , alors s  est un générateur de H 2 (S 2 : Z).
La nécessité de la proposition 1 .3  est claire et on va chercher

l'application f  quand d  a l'ordre fini.

Lemme 4.1. S o i t  f  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  X  d a n s  C P °  a l o r s  i l

ex is te  u n e  a p p lica t io n  f 4 d e  X 4  dan s  5 2 t e l le  q u e  f :  ( s ) = f * ( x )  s i  e t
s e u l em en t  s i  f* (x 2 ) =0.

Démonstration. On considère la libration  S 2C P –  j—›-
B S 3  alors il existe une telle f 4  si et seulement si j o ( f  X 4 )  est homo-

tope à zéro. L 'ensem ble [X 4 , B 5 3 1 est équivalent h l'ensemble [X 4 , S 4 ]

et un élément g  d e  [X 4 , S 4 ]  est caractérisé par g * ( s 4 )  ou 54 est un

générateur de H 4 (S 4 : Z ) .  Par suite, puisque j*(s 4)-= + x 2 ,  l'existence

de f 4 est équivalent à. f*(x 2) = 0 .
Pour un nombre naturel n  on définit =  min im  n  divise m2 1.

Alors si f * ( s )  est d'ordre m , il existe une application f i d e  X 4  dans 5 2

telle que fT (s )=  in f* (x ) .  Sous cette notation on peut préciser la

proposition 1 .3  comme suite;

Proposition 4 .1 .  S i  X  e s t  d e  d im e n s i o n  n  ( n > .4 )  e t  s i ,  p o u r
u n e  a p p l i c a t io n  f  d e  X  d a n s  C P °  f* (x 2 )  e s t  d 'o r d r e  m  a lo r s  i l  ex is t e
u n e  a p p l i c a t io n  : f  d e  X  d a n s  S 2  t e l l e  q u e

:f * (s) = M  ksf * ( x )

o u  k i  e s t  l 'o r d r e  d e  in (S 2 )  q u i  e s t  f i n i  (Serre [3]).

Cette proposition est la conséquance de la proposition suivante.

Proposition 4 .2 .  S o it  f i  u n e  a p p li ca t io n  d e  X i d a n s  5 2 a lo r s  i l
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ex is te  u n e  a p p lica t io n  1 1+ 1 d e  X i + i d a n s  S 2  t e l l e  q u e  J o ( s ) =  f t (s)

(i 4).

Et celle-ci est la conséquance du

Lem m e 4 .2 .  S o it  c i  la  c la s s e  d '  hom otopie d 'identite d e  S i a lo r s

p o u r  t o u t  é l é m e n t  a  d e  vi(S 2 ), i 4 ,  o n  a

(k1t2 ).a  =0 .

Démonstration. L'application de Hopf 77 induit un isomor-

phisme de vi(S 3 )  sur 1r 1(S 2 ) 4 )  ,  donc pour un élérnnt a' de m(S 3 )

on a a=n oa ' et (4 t 2 )0 a = ( .4 2 ).noa'--71 4 1 t 3 ).a '. Mais S 3 est u n  H -

espace donc (kL 3 ) .a '= a 'o i î  t i  et par su ite on a (kit2 )0a = ao -Èît i =

a=0.
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