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1. Introduction. D’aprés un théoréme du i Ritt, une fonction
entiére d’une variable complexe, quotient de deux polynémes exponenti-
els, est elle-méme un polynéme exponentiel. Lax et puis Allen Shields
ont donné d’autres démonstrations. Allen Shields, avec sa méthode,
a généralisé le théoréme. Le but de cette note est de voir que sa méth-

ode s’applique au cas de plusieurs variables complexes.

2. Notations et Définitions. Les points de C” seront désignés

par (2)=C(e1, 22, ..., 2n), (@)j=(as1, a2, ..., ajn) 1 j=1,2,...,p., etc. Pour
deux points (2), (w) de C?”, on posera

(@) (w)=(e1t w1, 22t ws, ..., 2ntwa),
<(2), (w)>=znw1+20wa+, ..., +2nwn.

Pour un multiindice (#2) = (1, ma, ..., my), ou les m; sont des entiers

non négatifs, on posera
(m)l=mylma!, -+, my!; (&)™ =22, ..., 25n.
On posera aussi
M=, 1,...,1), m)+D=(m+]1, me+1, ..., mu+1).

Un polynoéme exponentiel est, par définition, la fonction de la forme

F(@)= Z, a1 exp < (e (>,
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ou les a; de C1 et les (a); de C™ sont des constantes; j=1, 2, ---, p.
Un polynéme exponentie] avec coefficients polynémes est, par défin-

ition, la fonction de la forme

@)= @) exp <@n &>,

ou les (a); de C" sont des constantes et que les p;((¢)) sont des
polynémes en (2): j=1,2, .-, p.
3. Transformation de Fourier-Borel et Représention de

Polya. On se contente de les énoncer sous forme de lemme.

Lemme 1. (Transformation de Fourier-Borel)
Soit f((2)= 2 (iz—z'%:—(z)(m) une fonction entiéve de type (1,0). Alors
(m) :
la fonction définie par l'intégrale

F(@)= [ s [ F(@)exp(—<(w), ()>)at, ..., dtn

est holomorphe dans Qo={(w); Re wi>a, 1=1,2, ..., n} et elle y est

repréventée par la série

a(m . 1 a(m
)= Gy~ ) 3 (wyom”

absoluement comvergeante dans = {(w); wi>Vn a, i=1,2,...,7}.
La fonction F prolongée analytiquement par cette série est appelée

la transformée de Fourier-Borel de f.

Lemme 2. (Représentation de Pélya)

. _ 1 a(m) , .
Soit F((w))= @)® (% ()™ une série absoluement convergeante

dans Q={(w); lwi|>r, i=1,2, ..., n}.

Alors la fonction

(1) f<(z>>=ﬁ S ] F (@) exp <(w), (2)>dwn, ... duwn,

on Ci={wy; lwil=rf>r}: i=1,2, .., n,
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est définie dans C*, indépendamment du choix de (r*)=(r{, 75, ..., 7%);
ri>r, i=1,2, ..., n, et elle est représentée par la série entiére absolue-

ment convergeante dans C®

F@)=Z 5@,
En plus, la fonction f est de type (1, a) on alnr.
L’intégrale au deuxiéme membre de (I) est appelée la représentation
de Pélya de ZF.
On voit immédiatement que la représentation de Pélya de la transformée
de Fourier-Borel d’une fonction f entiére de type exponentiel de type

fini est f elle-méme.

Lemme 3.

Sodent f, g des fonctions entiéres de type (1, o), (1, B) respectivement
et h=fg, produit de ces deux fonctions. Soient F, G, H les transformées
de Fourier-Borel de f, g, h respectivement. Alors pour tout >0 donné,

on a dans Q.={(w); lwi|>Vn (a+B)+e, i1=1,2, ..., n}

1
H(@) =gy [, > [, CENVH (@)~ @) dts, dbs, ..., dn,
on Ci={&; |&il=Vnate}; i=1,2, .., n.

On cite ici un théoréme sur les quotients de deux fonctions entiéres

de type exponentiel de type fini.

Lemme 4. (dd 2 M. Avanissian)

Soient f, g des fonctions entiéres de type (1,0), (1, B) respectivement

telles que leur quotient h=flg soit entiére. Alors h est elle-méme de

type fini (L.y) on vy est majoré par

yg<1+,\>a+(1+>\)((1+%)2—1> B: celle-ci pour tout A>0.
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4. Polyndémes exponentiels.
Théoréme.

Sotent [ et g un polynéme exponentiel avec coefficients polyndmes
et un polynéme exponentiel respectivement tels que lewr quotient h=f|g
soit ume fonction entiéve. Alors h est elle-méme wun polynéme
exponentiel avec coefficients polynomes. Sti, em particulier, f est un

polynéme exponentiel, h ['est aussi.

Démonstration.

Soient f((@)= 3 Pl(@)exp <) (>

ot Pi(())= X bom(2)™y, j=1,2, ..., ¢.
(m),

(@)= %, arexp<(@n (>

En effectuant, si I’on a besoin, une transformation affine propre dans

I'espace C* de (2), on peut bien supposer
ajiFar:; jF<E, 7,kA=1,2, .. p, =12, .., n

D’apres le lemme 4., on sait que % est de type exponentiel de type (1, y).
Soient F, G et H les transformées de Fourier-Borel de f, g et % res-
pectivement. Alors, d’apres le lemme 1, en effectuant le calcul de
I'intégrale, on a

(11) F@)=% ¥ bim;

, qui est holomorphe
=1 im, (@)— @)@ P

dans Qp={(w); || >Vn B, i=1,2,...,n. ou B estle type de f},

_ 3 ay
D= B @@

et H((w)) est holomorphe dans Qgy={(w); |wil>Vn y, i=1,2,...,%}.

Et 'on a, d’aprés le lemme 3, par un calcul des résidus,

A F(e)= 3 aH (@)= @) dans 2,
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ou Q={(w); |lwil=R, i=1,2, ..., n, avec un R>Vn(B+y)}.
On va voir ci-aprés que A se prolonge analytiquement, tout en satis-
faisant l'égalité (III), dans tout C™ en une fonction méromorphe de

type de deuxiéme membre de (II).

Lemme 5.
Soient H(z,(w)) une fonction holomorphe dans X%, on
Q={z; 2| >R} et Q*={(w); |wi| >Ri* i=1,2,.., 5},

et Flz,(w))= jél ?ﬁ%%r)n—, on fi((w)); j=1,2, ..., q, sont des fonctions

holomorphes dans Q%. St I'on a, dans QX Q*, I'égalité
4
(IV) F(z,(w))= Za H(2—ay, (w)—(a)y)

on lon suppose ajz=ay; j<k, j =1,2,..., p.

Alors H(z, (w)) se prolonge analytiguement, tout en satisfaisant I'ég-
alité (IV), dans CX %%, Q¥*={(w); |wi|=R**, i=1,2, ..., n}, en
une fonction méromorphe telle que P(2)H (z,(w)) y soit holomorphe

r
avec un certain polynéme en z; P(g)= [] (g—y;)™i.
J=1

En effet, on remarque d’abord la propriété géométrique suivante :

St, pour un nomber positif r donné, on a l'inégalité
|z2+41 aj| =7, pour tout z; |z|=r, c<arg 2<d,

pour tout t; 0=t<1, et pour tout j; j=1,2, ..., m, alors il existe un

nombre positif S tel qu'on a ['inégalité
lz+aj| =7, pour tout z; r—S<|z|, c<argz<d,

et pour tout j; j=1, 2, ..., m. Et ce nombre S est uniformément

minoré pour tout v; r < Ro, par
a? . .
ng; ou a=Inf{|ajl;]=1,2, ey my. ——

Ayant ainsi remarqué, on choisit alors
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5:21{% od a=Inf{laj—axl; job, j, k=12, ..., p}
N: un nombre entier majorant R[S

b;=2Sup |agl; 7=1,2,..,p; i=1,2, ..., %

et RI*=R}+Nby; i=1,2, ..., n.

Soit d’autre part P le polygone convexe le plus petit sur le plan complexe
de z contenant tous les aj; 7=1,2, ..., p. Soit aj,: £=1,2, :--, 5, les a5
formant les sommets de P, comptés d’un certain ay, au sens (inverse)
de l'aiguille de montre si £ ne contient pas (contient, respectivement)
l'origine dans son intérieur. Soient 6x les angles formés de l'axe
réel positif et de OP%, (comptés du premier); £=1,2, ..., s, ou chaque
OPy est la demi-droite partant de 'origine, parpendiculaire & la c6té

aj,%5,,, €t qui ne se croise pas a la droite portant cette c6té-ci. On

choisit ici aj, de sorte que &; soit le plus petit. Alors on a

81<62<, ..., <851 +2n=0s11.

Et l'on a, pour tout £ fixé; £=1, 2, ..., s, 'inégalité valable pour tout
z; Sp<arg z<{8p41, pour tout ¢; 0<{r<1, et pour tout j; js=/k, j=1,
2, ..., 7,

|24 t(aj,—aj)| =] 2].

Donc d’aprés la remarque faite ci-dessus, l'on a, pour tout %2 fixé;
£=1,2,...,s, et pour tout » fixé; 0<r<<R, l'inégalité valable pour
tout z; r—S<|z|, dx<Larg 2<{8p41, et pour tout j; j5=jr, j=1,2,...,p,

W lz4aj,—ag| =7
Or (IV) s’écrit pour chaque £; £=1,2, ..., s,
(VD) H @)= Feta, @)@
k
—71- Y aj H(z4aj,—aj, (w)+(a)j,—(a)s)
is 157,

Soient alors Q1x=1{z; |2|=R—S, Zarg 28k},
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S
91=k9191k={2; |z2| =R—S},
et Qf ={(w); |wi|=Ri+bi, 7=1,2, ..., n}.

D’apres (V), on sait que, pour chaque £ fixé; £=1, 2, ..., s, pour tout
(2,(w)) appartenant & Q15X £f, et pour tout 7; j=1,2,...,p, les points
(2+aj,—aj, (W)+(a)j,—(a);) sont dans 2XL*  Par conséquent, le
deuxiéme terme du deuxiéme membre de (VI) est holomorphe dans
11X QFf, et 'on peut prolonger H(z, (w)) dans Q15 X Qf par le deuxiéme
membre de (VI). H(z,(w)) n'a donc que des signularités provenues
de celles de F(z, (w)). Et £ étant arbitraire; 424=1,2, ..., s, on voit
aisément que H(z, (w)) se prolonge analytiquement en une fonction
univalente dans £2; X 2§, sauf des singularités provenues de celles de
F(z, (w)). 1l est alors aisé de voir, par récurrence, la conclusion du
lemme 5.

Le lemme 5 étant ainsi établi, en revenant a la démonstration du
théoréme, on voit aisément que H((w)) se prolonge analytiquement,
tout en satisfaisant I'égalité (I1I), dans C®, en une fonction méromorphe

telle que P((w))H((w)) soit entiére avec un certain polynéme P((w))
(VID) Plw))=Pi(w1)Pa(w), ..., Pn(wn).

Or, d’apres le lemme 1, H((w)) est de la forme
H(w))= (w)(l) ——<ay H *((w)); ot H*((w)) est holomorphe dans 4.

On voit alors facilement que P((w))H((w)) n’est qu’un polynéme
Q(w)) et que H((w)) s’écrit

H((w))=Q((w))| P((w)).

En appliquant le lemme 2, l'on a

(=)= -(2—77),,- Lo ) gggzg; exp <(2), (w)>dwn, ..., dwn

Par un calcul des résidus de l'intégrale au deuxiéme membre, on voit

que %((2)) est un polynéme exponentiel avec coefficients polynémes.
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Si, en particulier, f((2)) est un polynoéme exponentiel, alors on

remarque Pj(w;) au deuxieme membre de (VII) n'est que de la forme

Di
Pi(wi)-:jl:ll (wi—yp): OO ypFeyki; J 7k, JA=12, -, pi
et 7=1,2,...,n
Et on voit aisément que /4((2)) est un polynéme exponentiel. c.q.f.d.
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