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Introduction.

T. Nishino, dans ses mémoires successifs [5], est & faire nouvelles
recherches sur les fonctions entiéres de plusieurs variables complexes.
Soit f(x,y) une fonction entiére de deux variables complexes x et y
et soit 2 une valeur complexe. Une composante irréductible de la
surface analytique dans l’espace (x,y), définie par I’équation f(x,y)
=g, est dite une surface premiére de f avec valeur z. Elle se regarde
comme une surface de Riemann ouverte d’une variable complexe. Elle
est donc, ou bien de type parabolique, ou bien de type hyperbolique
(voir, par exemple, [2]). En outre, au point de vue de topologie,
elle est déterminée par son genre ¢ et par le nombre »n des com-
posantes de sa frontidre. Une surface premiére de laquelle ¢ et =
sont finis, est dite de type fini. Soit (E) I’ensemble de toutes les
fonctions entiéres de deux variable complexes. T. Nishino, dans le
mémoire [IV], a donné la classification suivante de (E): Une fonction
f de (E) appartient a la classe (P) si et seulement si toute surface
premiére de f est de type parabolique. Une fonction f de (P) ap-
partient a la classe (A) si et seulement si toute surface premiére de
f est de type fini. Il est évident que (E)2(P)=2(A). Dans son
mémoire [V], sur les fonctions de la classe (A) il est arrivé i un
résultat définitif: Supposons que f appartient a la classe (P). Soit
K Pensemble de z tel qu’il existe au moins une surface premiére de
f, qui est de type fini, avec valeur z. Supposons de plus que la
capacité logarithmique de K dans le plan z nest pas nulle. Alors,
f appartient a la classe (A). D’ailleurs, il est toujours possible de
décomposer f en la forme suivante: f(x,y) =F[P(&(z,y),7(z,¥))],
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ou P(x,y) est un polynéme dans lespace (x,y), (£(x,v),79(x,y))
est une automorpoisme analytique de espace (x,v) et F(z) est une
fonction entiére d’une variable complexe z.

Or, dans le mémoire actuel, nous envisageons les fonctions entidres
de la classe (P) et montrons deux théorémes suivants:

1. Soit fe(E) et soit K lensemble de z tel qu’il existe au moins
une surface premiére de f qui est de type parabolique avec wvaleur
z. 8% la capacité logarithmique de K n’est pas nulle, alors fe (P).
2. Pour une fonction quelconque de la classe (P), il n’existe jamais
de surface premiére de type (B) (pour définition et signification de
type (B) woir le mémoire [I, IIl de T. Nishino).

Pour la démonstration nous préparons un lemme comme suite.
Soit 9 un domaine multivalent étalé au-dessus d’un di-cylindre de la
forme (4,C), ou 4: |z|<<p et C: |w|<oo, de deux variables complexes
z et w. On écrit D(c) la fibre dans 9 qui se trouve au-dessus de
la droite analytique z=c. Supposons que pour tout z dans 4, D(z)
est irréductible et qu’il y a au moins un feuillet de 9 qui contient
une partie univalente étalée au-dessus d’un voisinage de la droite
analytique w=0 dans (4,C). On désigne par O l’ensemble de tous
les points dans la partie mentionnée ci-dessus qui se trouve au-dessus
de la droite analytique w=0 et posons O.,= 9D (c) NO. On peut alors
considére la fonction de Green ¢(z,w) sur la fibre 9 (z) (regardée
comme une surface de Riemann ouverte d’une variable complexe), et
la constante de Robin A(z) par rapport au point O, et au paramétre
local w. C’est-a-dire,

1) g(z, w) =log §+l(z) + Re {glan () w"}

dans un voisinage de O,, ot ¢(z, w) =+ o0 dans D(z) et 1(z) =+ o0
si et seulement si 9 (z) est de type parabolique. Voici le

Lemme. Si 9D, considéré comme une variété de dimension 2,
est une variété de Stein, alors A(2) est une fonction surharmonique
de z dans A.
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Non seulement ce lemme est une clef pour démontrer les Théorémes
1 et 2, mais aussi il est utile de résoudre un probléme d’uniformisation
suivant: 3. Supposons que toute fibre D (2) est de type parabolique
et de genre 0. Supposons de plus que D est une variété de Stein.
Alors, 9 peut étre transforméec en un domaine univalent d’un di-
cylindre (|2 <p, |w’|=Z00) dans Uespace de deux wvariables complexes
2 et w' par une transformation analytique de la forme z’=z, w’
=f(z, w). Au cas particulier, ceci donne une nouvelle démonstration
du Lemme fondamental par T. Nishino [II, p. 253]. Il nous semble
que notre théoréme d’uniformisation deviendra une base de recherches

sur les fonctions entiéres de la classe (P).

1. Le domaine satisfaisant a la condition (a).

Nous avons vérifié, dans le mémoire [9], le lemme mentionné
dans lintroduction au cas od toute fibre 9D (z) est de genre O, et,
dans [10], celui du cas oa la frontiere de 9 (z) ne se meut pas avec
z. Dans la section actuel, d’abord nous traitons le cas oi le domaine
9 de Stein satisfait aux conditions suivantes:

(a) La frontiere 09 (z) de 9D(z) se compose en nombre fini
des courbes analytiques au sens réel et se meut doucement avec =z.

(a’) Pour tout z dans 4, 9(z) n’a aucun point de ramification
comme un domaine multivalent étalé au-dessus du plan w.

En détail, la condition (a) signifie qu’il existe une fonction réelle
¥(z,w) qui est analytique aux 4 variables x,y,u et v, ol z=x+1y,
w=u+iv, dans un voisinage de la frontiére du domaine 9 et de
laquelle 0¥/0u et 0¥/9v ne sont nulles en méme temps a aucun point
de (2,09 (2)) et que {(z,w):2€4,¥ (2, w)=0}=,es(z, 09D (2)).
Le principe de réflection donne que la fonction de Green g (z, w) sur
la fibre 9 (2) peut étre uniquement étendue a la fonction §(z, w) qui
est harmonique méme au voisinage V(z) de 09 (z) et qui est posi-
tive dans V() ND (), zéro sur 09D (z) et négative V(z) —D(z).
Il s’en suit naturellement que §(z, ) s’exprime une fonction de la
classe C* par rapport aux variables x, y,« et v définie dans un voisi-
nage de U.ey (2,09 (2)), o2t 4, est un sous-domaine quelconque
contenu a lintérieur complet de 4. Pour simplicité écrivons i nouveau

§(z,w) par ¢(z,w). Pour démontrer le lemme, il suffit de voir que
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1(2) est surharmonique au point z=0. Désormais nous nous bornons

a justifier Pinégalité

@) [( o, 0 )l(z)] <o0.
px* 0y =0
En abrégé, posons C=99 (0) et prenons que la direction de la
courbe C est positive par rapport au domaine 9 (0). La notation
0/0n désigne la dérivé normale a la direction intérieure et ds I’élément
d’arc. Posons (@[ ]/0n)ds=d*[ ]. Comme d’habitude, sous les con-
ditions (a) et (a’), la formule de Green nous donne

3) A(2) —2(0) = —51; Lg (2. £)d*q (0, €)

pour tout z suffisamment voisin de =0. En utilisant la dérivé com-
plexe: 0/0w=1/2(0/0u—i(@/0v)) et 0/0w=1/2(0/0u+1(0/0v)),

nous avons le long de C

4 d*g (0, w) = —- 290, ®) 4, 0900, w) 4,
v Ou

:_1_<ag(0, ) dro — Gg(Oiw) d-z”i;>.

) 0w 07w

Puisque 9 est une variété de Stein et que 9= {(z,w):g(z, w>0}
et 0DN{zed}={(z,w):9(z,w)=0}, on sait que a tout point
frontiere (z,¢) du domaine 9 tel que z€ 4, la fonction ¢ (z,w) s’ex-
prime une de celles de E. E. Levi [4]. Alors, soit (0,&) un point
quelconque sur C. On peut tracer un voisinage (y,d,) de (0,{) de
la forme 7:|2|=p0 0¢:|w—&|=p; et une une surface analytique 0,:w
=f,(2) dans (y,d;) qui passe par (0,{) et qui reste dans [(U.g
V(z)) — D], on p, o, sont des petits nombres positifs et p, ne depend
pas de point £=C. D’aprés E. E. Levi, on peut faire & prendre 0,

de la forme
[i (@) =8+ az4 B2t

ol a, et B, sont des certaines constantes. A ce moment, le coef-
ficient de degré un: «a;=ay+ia; a été uniquement déterminé (in-

dépendent en prenant ¢,) par I'équation suivante:



Parabolicité d'une fonction entiére 75

0 0
l g—gau——g—zazrﬂ-g—z:o

ot on sous-entend que les dérivées sont prises au point (0,£). En
utilisant la dérivé complexe on a [89/0w]n X ar= —[09/02] -
D’aprés ’hypothése (a), on a a,= — [(99/02) /(09/0w)]o,». En outre
il vient ¢(z,f:(2))<0=¢(0,f:(0)) dans 7, c’est-d-dire, la fonction
g(z,f¢(2)) dans 7 atteit le maximum local au point z=0. Par suite,

nous avons

=<o0.
0

(5) [(Z+-Zornen],

ox’

Puisque

0%9 (z,f: (2)) =[ 0%g " 0’g <df:(z)>
020z 020z 0woz dz

R AW TR
Owdz dz 0wow | dz

1
(2, f¢(2)) »

0’9/0w0w=0 dans 7 et [dfe/dz].co=ar= — [(0y/02)/(89/0w) ] w.0),

nous avons

[(Zr+ 2o s

z=0

=4[ % —ZRe{ o' @Q/ o9 }] '
020z 0wdz 0zl 0wl loo

Drapres I'inégalité (5) nous trouvons, pour tout ¢ sur C,

) [azg] §2Re{ 0%g a_g/ag} _
0z0z Jo.o 0wdz 0zl 0wl oo

Considérons l’intégrale suivante:

_ 1 0’9 o9 / 09
I=—21 [2r { 99 } d*g (0. £).
27 Je € 0wdz 0zl dw ) oo 90,8

En vertu de (4), il vient
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[l 2], 4
T cL Qwgz 0z lo.o

i L ]

=Ij+12.

D’abord calculons lintégrale I,. La fonction ¢(z,w) a la singulité
logarithmique au point O, mais d’aprés l’expression (1) on sait que
[09/02],» est une fonction harmonique dans tout le domaine &) (0)
et que [0/0w(09/02)] 0w dw sexprime une dérivé holomorphe de
premidre sorte sur 9 (0), parce que, pour tout point z fixé, ¢(z, w)
est une fonction harmonique par rapport a2 w dans 9D (z) (sauf au
point O,). Par conséquent [(8°¢/0w0Zz) (09/02)]w,w dw devient une
1-forme reguliere sur 9 (0) qui n’est plus nécessairement fermée.
Grace a la formule de Stokes, nous avons

L[ ]
7 Jel Qwoz Oz doo

__1(( oo {[___029 a_g] }dz‘v/\dw
7 JJaom 9w woz Oz dow

__1(f [_—asg _a_q_+—02g _0g ] d@w Adw.
7 JJool9wowoz 0z w0z 0wz Jow

Puisque 8°¢/0@0wdz=0, 5%9/dwiz= (9’9/0@0oz) et dw Adw=2idudv,

il vient
- % j' j [_020_]
i 20lL 9oz Jo.w

Par conséquent nous avons L= —2/n[[ g« [0°0/0@0%] «,um| dudv=0.
Ensuite envisageons l'intégrale I,. Soit { un point quelconque sur C
et soit g* (0, w) une fonction harmonique conjugée dans un voisinage
de € contenu dans V(0). Alors, G(0,w) =90, w) +i9* (0, w) y s’ex-
prime une représentation conforme, Re G(0,¢) =0 sur la courbe C
et 1/i{dG(0,8)} <0 le long de C par rapport a la direction de C.
En vertu de [09/0%0]w,»dw=3dG (0, w) et de '’expression (4) nous
avons [00/0w] ool + [09/0@]0ndZ=0 et d*g(0,£)<<0 le long de
C. 1l vient donc que

2
dudv.
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2
el ([ 2],
w JoeL 0woz 0z Ow ! 0w Joo

=Im{lj[ﬂ_0_g] dzj}
w JoelL 0woz 0z Joo

:Il'

Aprés tout nous avons

- L2
n JJowl L 9oz low

Nous ici multiplions les deux cotés de l'inégalité (6) par —1/2x.d*g
(0,&) >0 et intégrons le long de C. Nous avons alors

2
dudv=0.

o [a_zg] o c>d*g ©,0=

2r Jel 0z0z
1 2Re{ il a—"/ ag} d*g(0,¢) =1.
27 Je 0wz 0z! dw ) 0.0

Puisque ¢(z, ) est de la classe C® rapport aux variables x,y, u et
v, il s’en suit en vertu de la formule (3) que

(& L] o o]

0x* 0y 020z 2=0
1 0’9 ] }
af- L [[21] anc
27 Jel 9z0=z (o.o( 90,0
<- 16 Jj l:——————azg ] 2dud'vgo.
/A 20|l 00z Jow

Par conséquent, ’inégalité (2) est complétement démontrée. On sait
donc que A(z) est une fonction surharmonique dans 4 sous les con-

ditions (a) et (a’). C.Q.F.D.

D’aprés ’argument ci-dessus nous avons une remarque: Supposons
que D est pseudoconvexe par rapport aux deux cétés, autrement-dit,
pour tout point frontiére (2,{) du domaine D tel que z<d, le
domaine et le complémentaire de 9D sont pseudoconvexes au méme

temps. Alors on peut poser légalité suivante:
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+ = — d d .
<0x2 0y2>l(z) 7 2@ L 9oz (z.w)’ udv

En second lieu, considérons la variété de Stein 9 qui satisfait

seulement 2 la condition (a) et qui ne satisfait pas nécessairement i
(a’). Considérons le systéme de tous les points de ramification de
D(z). 1l consiste das fonctions algébroides en nombre fini {£,(2), ---,
LE@tw ta(@)w -+ (2) =0 ot ay(z) (=1,---,7) sont des
fonctions holomorphes et uniformes de z dans 4. D’aprés la condition
(a) aucun &;(2) n’est contenue dans la frontiére du domaine D (2). Soit
(k;—1) lordre de ramification du point &;(z). D’abord, nous ex-
amineons A(z) au point z, tel que §&;(z,)¢&;(z) pour ix¢j (Z,j=1,
-,n). Soit dy= {|z —zo|<po} un voisinage de 2z, dans lequel &(2)
2£&,(2) (z2gj) pour aucun z. Quel que soit ¢ un nombre positif
sufisamment petit, pour tout z dans 4, on peut tracer sur 9 (z), pour
tout Z, un cercle autour du point &, (z) avec rayon ¢€:7,.:= {|w— & (2)|
<e¢} de fagon que {7} i1,..,n sont mutuellement disjoints et ils ne
contiennent pas de point O,. En détail, 7,.;={weD(2): w=2E/(2)
+rev % 0<r<<e¢ et 0=6=<2r}. Considérons le domaine suivante:
De=U.esa,(z, D(z) —UT172e:). Puique & (z) est une fonction holo-
morphe de z, il s’en résulte que 9, est une variété de Stein. De
plus il satisfait aux conditions (a) et (a’). Par suite, d’aprés I’argu-
ment mentionné ci-dessus la constante de Robin 1.(z) de D,(z) (par
rapport au point O, et au paramétre local w) définit une fonction sur-
harmonique de z dans 4, On sait donc que celle de D(z) y est
aussi surharmonique, parce que Z.(2) tend en croissant vers A(z)
quand ¢ tend vers 0. Ensuite, soit 2, un point singulier quelconque
dans 4, autrement-dit, §;(z,) =&;(2,) pour certains 7, j (1=i<j<n).
Par la méthode habituelle il n’est pas difficile de vérifier que 1(z) est
une fonction continue dans tout le domaine 4. En autre co6té I’en-
semble les points singuliers est isolé dans 4. Il s’en immédiatement
que A(z) est surharmonique au point 2,. Nous savons donc que le

lemme est démontré sous la seul hypotheése (a).

2. Le domaine satisfaisant a la condition (b).

Envisageons la variété de Stein & tel que pour tout z dans 4
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la frontiere 99 (z) de 9D (z) se compose en nombre fini des courbes
analytiques au sens réel mais que, pour certain z,, 09 (2,) a au moins
un point &, auquel 8% /0w (2o, &) =0. Par suite, en général on a les
circonstances d’'un voisinage du point (z,,{,) comme suite: on peut
trouver l’are lisse ¢ dans un voisinage suffisamment petit §: |z —z2,
< p, qui passe par z, de la maniére que, désignant par ¢’ l'un co6té
de § coupé par ¢ et lautre par 4”7, si z; et 2z, sont des points quel-
conques dans ¢/, alors on peut changer continuellement 99 (2,) en
09D (z,) et au cas ol 2,2, €{ ou z,2,€0” ainsi de suite. Alors, si
z traverse { de ¢’ en §”, le genre de 9 (2) ou le nombre des com-
posantes de la frontiere de 9 (z) peut étre changé a tout point z sur
£. D’aprés le raisonnement dans la section 1 A(z) est surharmonique
dans 0’ U0”. Il s’agit maintenant d’étudier A(z) au point 2, sur {.
Or, considérons un domaine &), multivalent étalé au-dessus d’'un
dicylindre (Jz —zo|<<po, |ww|<{o0) tel qu’il consiste de tous les points
auxquels [fi(z, w)|<<1 (G=1, --,n) et |z—2z|<py o0t fi(z, w) est une
fonction holomorphe par rapport a deux variables z et w dans un
voisinage de 9, et que la frontiere de 9, (z,) a un seul point sin-
gulier ¢, auquel nous avons les conditions suivantes: |f;(zy, &) |=1,
|fi(z,&) <1 (G=2,---,n) pour tout z{ et [d|fi]/0w]¢,cp=0. En
pareil cas, nous appelons que 9, satisfait a la condition (b). Un
simple exemple suivante feront mieux comprendre cette configuration:

09,,(z) se meut avec z comme suite:

lfs|=1

”
z€d’ zel z€0

ol pour tout z&{, (2,{(2)) est le seul point singulier de 99, (z).
Pour simplicité d’écriture posons D=9,. D’apres le principe d’Oka,
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nous réalise 9 comme une variété analytique ' dans le polycylindre
(O): Jwi|<1 (i=1,---,n) de l'espace des n variables complexes (w,,
<+, w,). 2 est définie par l'équation: w,=f;(z,w), (z,w) €D (=1,
~,n). On écrit X(z) la sous-variété de J correspondant a 9 (z).
La frontiere de 2'(z) se situe entidrement sur le contour de (C). Ici,
nous projetons 2 au plan w, Désignons par 9D* I'image de I et
par O* celle de la surface analytique dans X qui correspond a la
droite analytique O (dans 9 qui se trouve au-dessus de la droite
analytique w=0). On peut supposer, sans perdre la généralité, que
O* se situe au-dessus de la droite w,;=0. Parce que les résultats de
la section précédente et du mémoire précédent [11], sont vrais a
loccasion d’une surface analytique: w=f(2) (|z—=2o<p,) et d’un
paramétre local w;: w,=7%(w) au lieu de la droite analytique O et du
parameétre local w, ol 7 est une représentation conforme. Par suite,
on peut tenir que la constante de Robin 1*(z) de 9*(z) par rapport
a O,* n'est pas autre chose que celle 1(z) de 9 (z) par rapport a
O,. Nous désignons par C;(z) (:=1,2,---n) la partie de la frontidre
de 9D*(z) qui correspond a celle sur |f;|=1 de la frontiere de 9 ().
L’arc C,(z) alors se trouve au-dessus d’une partie du cercle {|w,|=1}
dans le plan w,. Nous désignons de plus les points d’intersection
des C;(z) aver C,(z) par {A{Y(2)}, pour i3sj. Au cas de la figure
ci-dessus nous avons seulement C, (i=1,23) et AP () (k=1,2).
Maintenant soit ¢ positif sufisamment petit. On peut trouver une
variété de Stein D *=,es(z, D*(2)) tel que DH*(2) CD*(2), la
frontiere de 9D.*(2) coincide avec celle de D*(z) sauf au voisinage
des point {A® (=)}, (Z,j=1,---,n) et, de plus, elle est lisse et se
meut avec z doucement au voisinage des points {A# (2)}. Pour
simplicité, nous allons faire un 9, au cas de la figure ci-dessus. En
notant que |fi(z, A® (2))|=1fs(z, A (2))|=1, [fu(z, AP (2))[<e™*
(<1) pour k=12, posons Z,=2() {(w, w,, ws) : |w], |ws|<e ¢, |w,
<1} U { (w0, wa, ws) = (logleey| + €)*+ (loglws| + &) *<e® pour e *<(Jwil,
|ws]) <1 et |w,|<<1}. Si nous désignons par 9).* 'image projetté de
2 au plan w,, ce domaine satisfait a notre condition. Considérons
tous les points de ramification {£&;(z)} de 9D.*(z). Le nombre N de
ces points du cas o z& ¢’ s’égale a celui du cas ot z€ £JJ” plus un.

Sans perdre la généralité, on peut supposer que l'ordre de ramification
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de &;(2) est un pour tout . Ecrivons par (z,{*(z)) auquel le point
singulier (z,¢(2)) (z<¢{) de la frontiere de 9 (z) projette. Le point
(z,&*(2)) est tel singulier de la frontiere du domaine D.*(2) (z€¢).
Soit V un petit di-cylindre {(z,w,): |z —=2|<ro et |w;,—&* (zo) |<ry)
dans l’espace (z,w,;) et considérons la composante connexe CJ du
sous-domaine de 9 étalé au-dessus de V, qui contient un point voisin
de (20,8*(2)). Posons a nouveau 0= {|z—z2,|<ro}. Alors, le point
de ramification &y(2) ot z&€d’ se trouve sur la fibre C/(z). Pour
ze@’ la fibre € (2) est donc connexe mais la fibre €}/ (z) pour z¢{
ou ¢0” se compose des deux feuilles au-dessus du demi-cercle: {w;: |,
—L*(2y) |<ry et || <1}. Quel que soit z€¢’ (ou 0”), il existe une
partie commune contenue dans toute frontiere de D.*(z) qui consiste
des deux ares L,”, L, (ou L,”,L,”) qui se trouvent au-dessus de (|w;|
=1) N (Jw, —&*(zy) |<7,). Désignons par L,(z) ce qui reste de la
frontiere 09D.*(2): L:(2) =09D:*(2) —{L,, L/ (ou L,”, L,”)}. Dé-
signons par 1,*(z) la constante de Robin de 9.*(z). Tracons, pour
tout Z, le petit cercle autour du point &;(2): 7:(2)= {w,=§&;(2) + %>,
0<560=<2rm} ou {|t:|<ri} est le parameétre local au point & (2). Alors,
en vertu de la formule de Stokes nous avons, pour tout z dans ¢’ (J¢”,

le* (Z + h) - }se* (Z)
1

= g(z+h,0d*g(2,8)
2n JLe@

+ 31 9EHh 0@ 06O E A
i=1 27 Jn@

ot p=N si z€(’ et p=N—1 si z&§” et ol h est un nombre com-
plexe suffisamment petit. Soit ¥.(z,w) une fonction de la classe C?
par rapport aux variables x,y,u et v telle que ¥, (2, w) =0 définit la
frontiere L, (). A ce moment §¥,/dw n’est nulle & aucun point de L,(z).
D’apres la méthode d’Hadamard-Schiffer (cf. [8]) il vient

0Ar_ 1 Lem(6%(2,@/62)(00(2,() >2ds,

0z 2n 0¥ (z,0)/0C] ong
'P‘\ ag (z7 ti) ]2
+ 2 iéll [ ati ty=0

:X(l) (z) + 2 i xi(Z) (z)
i=1
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Il est évident que x®(z) et x,®(2) pour i=1,.--, N—1 tendent vers
%P (z0) et 1:®(2,) respectivement si z tend vers z,. En outre, par la
démonstration du lemme dans le mémoire [10, p. 66], xx(z) tend vers
0 en z(€0’) tendant vers z,., Par conséquent, la dérivé 9A.*/0z est
continue au point z,. On sait donc que 01.*/dz est continue dans
tout le domaine §. Puisque 1.*(z) est surharmonique de la casse C?
dans 0”J¢”, il s’en suit que 1.*(z) est aussi surharmonique dans tout
0. Si lon fait ¢ tendre vers 0, A,*(z) tend en croissant vers la con-
stante de Robin de D*(2): A(z), qui est égale a celle de D (2): A(z).
Par suite, nous avons que A(z) est surharmonique dans § sous la
condition (b).

3. Le cas général.

Soit 9 une variété de Stein quelconque mentionnée dans l’intro-
duction. Grace au théoréme de R. Remmert [7], on peut enterrer
le domaine 9 comme une variété analytique X dans lespace (w,,
--+,w,) des n variables complexes. On écrit 2 (2) la sous-variété
de X correspondant a la fibre 9D(z) de 9. Soit Qp I’hypersphere
autour de lorigine avec rayon R: Qp= {|w|*+ - + |w,|*<R*} et
posons 2p;=2Qr et Zr(z) =2(2) NQr Soit 4, un sous-domaine
quelconque tel que 4,€4. Prenons un nombre R assez grand tel que
le domaine 2g ;= U.es (2, 2r(2)) contient la partie qui correspond
a l'ensemble U.c,,(2,0.). Prenons (w*)=(w*, -, w,*) un point
frontiere quelconque de la fibre 2%, (2,). Pour simplicité, posons
(w*)=(R,0,---,0). Puisque 2 est non-singuliére, on peut supposer
que, dans un voisinage de (w*), 2 (2) est déterminée par P’équation
suivante: w;,=f (2, w,) = aw(2) + an(@)w, + ap (@) wik+ -+, w;=f(z, w,)
=i (2) +an (@) wo+ () w'+ -+ ((=3,:--,7) oll w, parcourt dans
un voisinage de 0 et ou ayp(z) =R, an(z) =0 (=3, --,n). Soit
V(z, w) = |fi(z,w) "+ |wel +fi(z, w) "+ + [ fu(n,w) |~ R Si
an(20) 20, larc défini par ¥(z,, w,) =0 est regulier au point (w?*),
parce que [0¥/0w,]¢.n=0u(2) 0. Donc la frontiere de Dg(z,)
(auquel Xz(z,) correspond) est regulier au point £* (auquel le point
(w™*) correspond). Si ay;(z) =0, le point (w*) est un point singulier
de la frontiere de X;(z). Peut-étre il existe le cas suivant: Quand

on développe ¥ (z,w,) par &, 7 oit w,=¢&+iy comme suite: ¥(z,, w;)
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= A&+ 2B&y+ Cy*+ {le terme éléve}, alors il vient B:—AB=0. Cest-
a-dire, nous avons, au point (z,, w*), les égalités suivantes: ¥=07/0¢
=W/ oy = (0*¥/0£07): —0°¥/0&*-°¥/0y*=0. Par suite, en général,
tous les points z tels que la fibre 95(2) a au moins un point frontiére
(w*) de la sorte mentionné ci-dessus est au plus un ensemble fini
dans 4,. Si nécessaire, il suffit de changer le rayon R un peu. Nous
désignons par {z,, -z, cet ensemble fini. Si (w*) est un point
singulier quelconque de la frontiére de Zr(2) pour certaine =z dans
do—{z1, -+, 2p}, alors la projection sur le plan w, par exemple, de
92z (2) consiste, dans un voisinage de w,* (la projection du point
(w*)), de deux arcs qui traversent l'un a lautre au point w,* avec
les tangents disjointes. Soit ¢ un nombre positif quelconque suffisam-
ment petit. Tracons dans 4, le cercle 7., autour du point z; avec
rayon & et posons dos=do— UPi 76

Or, soit ¢ un nombre positif quelconque assez grand. Pour tout
point frontiere de g ,,e(2): (w,*) = (wi,, -+, wx,), considérons le
plan analytique de dimension n—1:7((w): (w.,*)) =0 qui passe par
le point (w,*) et qui y tache & Ihypersphére Q. Prenons M
(=M (q, (w.*))) assez grand tel que |7((w): (w,*))| est >>1/M pour
tout (w) dans lhypersphére Qg qinz- Grace au théoréme de Borel-
Lebesque il n’est pas difficile de vérifier que nous pouvons trouver
un nombre fini des points frontiéres {(w), -, (=w5%)} du domaine
Zr,4,. de la maniére que, si I'on pose g 4, = {(w) €2z, : |7 ((w):
(w®))|>1/M pour tout =12, ---, N(p)}, cette variété contient
2/arnr, 1, dans lintérieur et que la frontiere de la sous-variété
2R 4,0 (2) est entierement contenue dans lintérieur complet de
Zg,4,.(z) pour tout z&€ 4y ,. Quand on désigne par D, la partie
de 9 auquel X g 4,00 correspond, il est évident que le domaine @R,e,q
satisfait a la condition (b) de la section précédente. Si nécessaire,
il suffit de chager M un peu. Par suite, la constante de Robin 1z ,(2)
de la fibre Dy, ,(z) définit une fonction surharmonique de z dans
doe. Si lon fait g— + oo et ensuite ¢—0, on sait que la constante
de Robin 1z(2) de Dz(z) (a laquelle Iy, (2) correspond) est aussi
surharmonique dans 4,— {2, -, z,}. En autre c6té, 1z(z) est évidem-
ment continue dans tout le domaine 4,. Donc, elle est aussi sur-
harmonique dans 4,. Enfin, en faisant R tendre vers -+ oo, il vient
que la constante de Robin 1(z) de 9D (z) est surharmonique dans 4,
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parce que Az(2) tend en croissant vers A(z). Par conséquent, le
lemme a été complétement démontré pour une variété de stein 9
quelconque. C.Q.F.D.

D’aprés le lemme, nous avons immédiatement un

Théoreme Soit 9 une variété de Stein et soit K={z:2€ 4 et
D(z) est de type parabolique}. Si la capacité logarithmique de K
dans le plan z n’est pas nulle, alors toute fibre D (2) pour z< 4 est
aussi de type parabolique.

4. Prabolicité d’une fonction entiere.

Soit f(x,y) une fonction eniére de deux variables complexes x
et y et soit donnée une surface premiére S, de f avec valeur a,.
Soit L une droite analytique qui passe transversalement & S, par un
point ordinaire p, de S;. Avec T. Nishino [I], considérons une partie
I' autour de p, sur L donnée par l'inégalité |f—a,|<p, ou p est un
nombre positif suffisamment petit. Ensuite considérons ’ensemble de
tous les points dans D’espace (x,y) qui peuvent étre joignés au point
de I’ par une surface premiére S de f et qui ne sont pas des points
singuliers de sorte que S y s’intersecte lautre surface premiére de
f. On lappelle tube normal autour de S, par rapport a I" et on le
désigne par J,. Supposons que S, est d’ordre un. Alors, le domaine
d’holomorphie de la fonction obtenue par résolution do 1’équation dans
(z,y) €Zr:f(x,y) —2=0 par rapport & y au-dessus de (I'* C) est
un domaine multivalent R étalé au-dessus du dicylindre (I'*,C), ou
I'*={|z—a|<p} et C={|zx|<co}. En tant que variété, R est équi-
valent 4 X,. De plus, d’aprés T. Nishino [II, p. 256], R est un des
domaine 9 de Stein mentionné dans ’introduction. Par suite le lemme
y est applicable.

Or, soit f une fonction entiére quelcoque. Posons K= {z: il
existe au moins une surface premiére de f avec valeur z qui est de
type parabolique} et supposons que la capacité logarithmique de K
dans le plan z n’est pas nulle. Alors, comme d’habitude le fait men-
tionné ci-dessus et le Théoréme dans la section précédente nous
fournissent que toute surface premiére de f qui est d’ordre un est de
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type parabolique. Il s’agit maintenant de la surface premiére S, de
f dordre n (n=2). Comme d’abitude, en étudiant une surface de
Riemann de dimension complexe 2 de la fonction (f(x,y) —ao)'",
nous avons que S, est aussi de type parabolique (pour ample détail,
voir [III] et encore [9]). Donc le Théoréme 1 dans lintroduction

est démontré. C.Q.F.D.

Nous allons vérifier le Théorémé 2 d’aprés le raisonnement par
l’absurdité. Pour cela, supposons maintenant qu’il existe au moins
une surface premiére S, de f avec valeur z, de type (B). Clesta-
dire, il y a au moins une surface premiére conjuguée S, de S, de
type (B). Sans perdre la généralité, on peut supposer que S, et S,
sont tous d’ordre un. En abrégé, posons z,=0. Considérons les tubes
normals 3 et 3, autour des surfaces premiéres S, et S, aux points
ordinaires p, et p,” respectivement. On suppose que I" et I’ se
trouvent au-dessus des droites analytiques x=a et x=a’. En posant
I'*={|z|<p} et I'*={|z|<<p’}, supposons de plus que p=p’. Ceci
ne restreint pas la généralité. Pour tout 2 dans I' (=I’*), nous
écrivons par S, et S, les surfaces premidres avec valeur z qui sont
contenus dans X, et X, respectivement. Soit » un petit nombre
positif. Tragons sur toute surface S,” le cercle y,, autour du point
S,”N T’ avec rayon r tel qu’il se trouve au-dessus du cercle dans le
plan z: {|x—a’|<r}. Posons 4,"= U,er» 1. et considérons la sous-
variété suivante de X,: X, =2.—4,”. Posons X, ,= U,er(z, 2r,,(2)).
Il est évident que X, peut se regarder comme un des domaine 9
de Stein mentionné dans l’introduction. Divisons I'* deux parties I';*,
I'.* de facons que z&7I',* si et seulement si S, s’intersecte 4,”, et
Iry¥=r*—r*. Il est clair que pour tout z danz I',* 3, ,(2z) =S.— 7.,
et donc elle est de type hyperbolique. Mais d’aprés I’hypothése que
fe (P), pour tout z dans I,*, 3, ,(2) =S, et elle est de type para-
bolique. Immédiatement, I";* est ouverte non-vide dans I"*. En autre
cote, puisque la surface premiére conjuguée S,” de S, est de type (),
il existe au moins un point £ dans I',* tel que {|z —&|<r} ©I';* pour
certain nombre positif 7, Cela est absurde au Théoréme de la section
précédente. Par suite, le Théorém 2 de l'introduction a été demontré.

C.Q.F.D.
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Soif fe (E). Avec T. Nishino, une surface premiére S de f
est dite Zrréguliére, quand on a autre surface premiere S’ tel qu’il
existe au moins une suite {S,} des surfaces premiéres de f dont
Pensemble d’accumulation contient S et S’ également. D’aprés avoir

modifié un peu la démonstration du Théoreme 2, nous avons une

Remarque. Supposons fe (P). Soit e; lensemble tous les
points z dans le plan z tel qu’il existe au moins une surface pre-
miére irréguliére de f avec wvaleur z. Alors, la capacité logarith-
mique de e, dans le plan z est nulle.

5. Probleme d’uniformisation.

Dans la section actuelle, en utilisant le lemme par la méme
méthode que celle dans la démonstration de Théoréme 2, nous allons
vérifier le probleme d’uniformisation mentionné dans I'introduction.
On écrit U le feuillet de 9 qui contient une partie univalente de
9 qui a été justement étalée au-dessus d’un voisinage de droite O:
w=0 dans (4,C). Sans perdre la généralité, on peut supposer que
U se situe sur le di-cylindre (|z]|<lp, |w|<2). Désignons encore par
I ’ensemble de tous les points dans U, qui se trouvent au-dessus de
la droite analytique w=1 et par I, le seul point commun de I et de
la fibre 9 (z). Soit z un nombre quelconque dans 4. D’aprés
I’hypothese que D (z) est schlichtartig et de type parabolique, il
existe seulement une fonction holomorphe et uniforme dans 9 (z) sauf
au point O,, que nous désignons par f(z,w), de facon que f(z,1I,) =0,
que nous avons un développement de Laurent au voisinage de O,
suivant:

(7 f(z,w)=i+co(z)+cl(z)w+--~
et que f(z,w) biunivoquement transforme 9 (z) dans un domaine
univalent dans le plan w’. Elle définit donc une fonction uniforme

N

dans tout le domaine 4. Nous nous bornons i vérifier que f(z, w)
est holomorhe au méme temps par rapport a la variable z. En re-
marquast que f (2, w) peut étre construite par I’approximation comme

suite, nous allons vérifier ce fait. Puisque 9 est une variété de Stein,
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49 admet une fonction @ (z, w) réelle analytique plurisousharmonique
dans 9 jouissant de la propriété (P,) et (o) au sens d’Oka [6, p.
195]. Soit p, un nombre positif quelconque tel que p>p,>0 et
posons d,= {|z|<po}. Pour simplicité, désormais posons & nouveau
4d=4,. Soit R un nombre positif quelconque suffisamment grand tel
que {(z,w):0(z, w) <R} contient O et I et soit 7 un nombre positif
gvelconque tel que 1>r. Alors, considérons les composantes con-
nexes Dy, et 9, contenant O et I des sous-domaines de 9 suivantes:

{(z,w):0 (2, w) <R} —{(z,w) €U: |w—1|<r}
et
D—{(z,w) € D: |w—1|<r},

respectivement, Il est évident que Dy, et 9, sont des variétés de
Stein et que la frontiére de la fibre 9Dy .(2) se compose des courbes
lisses en nombre fini. Par suite, il existe la fonction de Green dans
D, (z) avec singularité logarithmique au point O,, qui est % + oo
et que nous désignons par ¢z ,(z,w). De plus, désignons par 1z, (2)
la constante de Robin par rapport au point O, et au paramétre local

w, c'est-d-dire, au voisinage de O,,

Or,r(z, w) =log

+ Aer(2) +Re {3 a,®" (2) w"}.

| =1

D’aprés notre clef lemme nous savons que 1g,,(z) définit une fonction
surharmonique dans 4. Faisons R tendre vers +oo. Alors, ¢z, (2, w)
tend vers une fonction ¢,(z,w) uniformément i l’intérieur complet
de 9.(z) quelconque, qui n'est pas autre chose que la fonction de
Green dans 9,(z) avec singularité au point O,. Elle a un dévelop-

pement suivant au voisinage de O,:

9,(z, w) =log 1 +2.(2) +Re {i a, " (z)w"}.
p—1

|z
Ici, 2,(2) <<+ oo pour tour z dans 4 et 1.(z) est aussi surharmonique
dans 4. Soit ¢,* (z, w) une fonction harmonique conjuguée de ¢, (z, w)
dans 9,(z) telle que ¢,*(z, 0,) =0. Puisque 9 (2) est schlichtartig

et de type parabolique, il est bien connu que

w =f, (2, w) = W@ W 4@ +ig/ G w)
’
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est une uniformisation analytique de 9),(z) de maniére que nous avons
un développement au voisinage de O, suivant:

filz, ) = 2 +a® (@) +a® (2) w+ -
w

et f,(z,w) transforme le petit cercle: {we 9D (z):|w—1|=r} en un
petit cercle autour de lorigine: {|w’|=e*®} dans le plan w’. En
faisant » tendre vers 0, on sait immédiatement que f,(z, w) tend vers
la fonction f(z,w) (définie au début de la section actuelle) parce que
9D (z) est de type parabolique. Envisageons la fonction f(z, w) dans
un voisinage de I,. D’aprés f(z,I,) =0 on prend que f(z,w) y se
développe comme suite

®) flz,w) =b,(2) (w—1) +b,(z) (w—1)2+ .

Nous allons vérifier que la fonction — (1,(2) —log1/r) dans 4 tend
vers log|b;(z)| en r tendant vers 0. En effet, en appliquant le
théoréme de Koebe a la fonction biunivoque et holomorphe f(z, w)
dans le cercle {we D (z):|w—1|<1} nous avons pour tout w de ce
cercle

jw—1] <|f(z,w)< e —1]
A+ w10 | & |~ A—|w-1)*

On écrit S,(z) l'image du cercle {Jw—1]=7} par f(z,w), qui
décrit une courbe fermée autour de w’=0 dans le plan w’. Posons
[S,(2)] = {l’intérieur limité par S,(2)}, [S,P(2)]={w’: |w —1|<
rloi(2) |/ A+7)% et [SP(2)]={w: [w —1|<r|bi(x)|/(1—7)7} et
posons de plus que 7T',(2) = {|w’|Soo} —[S,(2)] et 1.9 (2) = {|w’|=
oo} — [S;¥(2)] pour i=1,2. Il vient alors 7,® (2) ET,(2) &7,V (z).
Soit 4, (2) (21.(2) ou A;,(z)) la constante de Robin du domaine 7, (2)
(T, 9(z) ou T,®(z), respectivement) par rapport au point Iinfini
w’ =00 et au paramétre local 1/w’. On a immédiatement que 17 ,(z)
SR =M, et Ay (2) =log(L+7)°/r|bi(2)|, 4s,(2) =log(1—7)*/
r|b;(z)|. En autre co6té, en remarquant que le coefficient de 1/w
dans Dlexpression (7) est un, il est bien connu [1] que 1,”(z) n’est
pas autre chose que A,(2): la constante de &,(z) par rapport au point
O, et au parameétre local w. Il s’en suit que
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(1 r)* a+n*

S S ) ~los - Slos L5,
et donc que lim,o{— (1,(2) —log 1/r)} =log|b,(z)| uniformément dans
4. De plus, log|b,(2)| est uniformément bornée d’en haut dans 4.
En effet, d’aprés le théoreme d’aire, nous avons Y o ;2|2 'c, (2) |’<1.
Puisque b,(2) =[0f/0w]pr= —1+ D oy ¢, (2), linégalité de Schwarz
nous donne |5,(2) | <1+ ¢ n|c,(2) |1+ VX woalvn2tic, (2) P X
VI (Wn /27)*<3, Par suite log|?;(z)|<log $ pour aucun z dans
4. Pour tout r fixé, la fonction — (A,(z) —log 1/r) définit une fonc-
tion sousharmonique dans 4. Il s’en résulte que log|d,(z)| y est aussi

sousharmonique. Soit maintenant & la surface analytique de ramifica-

tion de 9 et soit I': w=qa(z), z€ 4, une section holomorphe quel-
conque dans 9 — % —O0, ol 4, est un sous-domaine de 4. On peut
alors regarder {|w—a(z)|<r} comme un paramétre local au point
a(z) dans 9D (z), od r est un nombre positif quelconque suffisamment
petit. Par le méme argument mentionné plus haut, on peut faire une
seule fonction f(z,w,I’) dans 9D (z) tel que f(z,a(z), ") =0 et, au
voisinage de O,,

flz,w, I) =—1~—+ao(z) +a()w+ -
w

et que f(z,w, ") s’exprime une uniformisation analytique de 9D(z).
On prend que f(z, w,I’) se développe au voisinage du point «(z) de
facon que

fz,w, 1) =b,r(2) (w—a(2)) +b,r(2) (w—a(z))"+

En désignant par A, ,(z) la constante de Robin de 9D, ,(z) =D (z)
—{weD(2):|w—a(z)|<r} par rapport au point O,, l'on a lim,.,
{— Qr,-(z) —log 1/r)} =log|b, r(z)|. Puisque w=c(z) est holomorphe,
le domaine U ,eq, (2, Dr,(2)) est une variété de Stein. Par suite,
Ar,»(2) est surharmonique dans 4, et donc log|d, (2)| y est sous-
harmonique.

Or, d’aprés I’hypothése que 9D (z) est de type parabolique, le
théoréme d’unicité nous donne

fz,w, ) =f(z,w) —f(z,a(2)).
Il s’en suit que b,,r(2) =[0f (2,0, I") /0w]woawy = [0f (2, @) /0W] oo niers
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et donc que log|[0f (z, w)/0w]w-ae| est sousharmonique dans 4,. De
plus, log|df/0w| est harmonique par rapporta w quel que soit z fixe.
En autre coté, il est évident d’aprés le théoréme d’aire que log|df/0w|
est localement bornée d’en haut dans 9 ——0. On sait enfin que
log|df/0w| définit une fonction plurisousharmonique dans 9 —.%—O.

Par suite la matrice hessienne

0% log|0f/0w|  0°log|0f/0w|
020% 020t

0% log|of/0w|  0°log|of/0w]
0Z0w 0w

est nonnégative dégénérée ou on entend que toutes les dérivés s’éffectuent
au sens de distribution (voir par exemple [3]). Puisque f est holo-
morphe par rapport a la variable ww pour aucune z fixé, nous avons
(0% log|of/0w|) /0wdiw=0. Il vient donc que (8" log|df/0w])/0z0w
est égale 4 0 au seds de distribution. Pour tout w fixé, la fonction
(0 log|df/0w|) /0w est localement summable par rapport a ’élément
d’aire dxzdy et la dérivé de cette fonction par rapport 4 T au sens de
distribution est égale a 0. Il s’en résulte que (9 log|af/0w]|) /0w est
holomorphe par rapport a z. Par suite (57/6w2)/(8f/610) définit
une fonction holomorphe par rapport 4 deux variables complexes z et
w dans 9 —.—0. Désignons cette fonction par ¢(z,w). Clest-a-
dire, f(z,w) satisfait a P’équation différentielle lineaire suivante:

0f (2, w) _ 0f (2, w)
o’ ¢z w) dw
et satisfait 4 deux condition suivantes:
[wf(z,w)]o.=1 et [f(z,w)]r=0.

En abrégé, posons % (z, w) =w*(df (2, w)/0w). D’aprés 'expression
(7), nous avons, au voisinage de la droite O, un développement

suivant:
hiz,w)=—14+¢(2)w+2cw0+---.
Par suite, (0h/0w)/h est identiquement O sur la droite O et de plus

holomorphe dans 9 — % —O —@, parce que (3h/0w) /h= ((3*/0w?) w*
+ 2w (0f /0w) ) /w* (0f /0w) =¢(z,w) +2/w oi O singnifie toutes les
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surfaces analytiques dans 9 sauf a la droite O qui se trouvent au-
dessus de la droite analytique w=0. Donc, (8%/0w)/h est holomorphe
dans 9 —.%—0 par rapport a deux variables complexes z et w, que
nous désignons par ¥(z,w). Clest-a-dire, h(z,w) satisfait & ’équa-
tion différentielle suivante: 0/ (z, w)/0w=¥(z, w)h(z, w) et satisfait
a la condition initiale [4(z,w)]o,= —1. On a donc A (z, w) = —exp
[2 ¥(z,w)dw. Le second membre est holomorphe dans 9 ——6
par rapport aut z et w. Par suite, 8f/0w =" (2, w) /w® est holomorphe
dans 9 —F—60—-0, et en vertu de Iexpression (8) il s’en suit que
b,(2) holomorphe dans 4 pour tout n=1,2,---. On sait donc que
f(z,w) est holomorphe dans un voisinage de I par rapport a deux
variables complexes z et w. D’aprés la continuation analytique, il
est évident que f(z,w) est holomorphe dans 9 —¥—60—-0. En
outre, si V désigne un petit voisinage de la droite analytique O, on
a immédiatement que f(z,w) est bornée: f|(z,w)|<M dans 9D -V,
Pour cela, par exemple, soit V= {(z, eUCD: |w|<Li}. Alors, d’apres
le théoréme de Koebe on prend 9/2 comme M. Par suite, f(z, w)
est aussi holomorphe dans tout le domaine 9@ sauf a la droite O et
elle a I’expression (7) au voisinage de O. Considérons la trasforma-
tion suivante 7T:z" =z, w’ =f(z,w). Elle trasforme analytiquement
D en domaine univalent du di-cylindre (|2’|<p,|w’<o0). Par con-
séquent, le Théoréme 3 mentionné dans l’introduction a été compléte-
ment démontré.

C.Q.F.D.
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