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Introduction.

T. Nishino, dans ses mémoires successifs [5 ], est à  faire nouvelles
recherches sur les fonctions entières de plusieurs variables complexes.
Soit f (x , y) une fonction entière de deux variables com plexes x  et y
e t  so it  z  une valeur com plexe. U ne com posante irréductib le de la
surface analytique dans l'espace (x, y ) ,  définie par l'équation f (x , y)

z, est dite une surface première de f  avec valeur z .  Elle se regarde
comme une surface de Riemann ouverte d'une variable complexe. Elle
est donc, ou bien de type parabolique, ou bien de type hyperbolique
(voir, par exem ple, [ 2 ] ) .  E n outre , au  po in t de vue de topo log ie ,
e lle  est d éterm in ée  p ar so n  gen re  g  e t p a r  le  n o m b re  n  des com-
p o san tes d e  sa  fro n tière . U n e su rface  p rem ière  d e  laque lle  g  e t  n
so n t f in is , e s t  d ite  d e  ty p e  f in i. S o it  ( E )  l'ensem ble de toutes les
fonctions en tières de deux variab le  com plexes. T . Nishino, dans le
mémoire [IV], a donné la classification suivante de (E ) :  Une fonction
f d e  ( E )  appartient à  la  c la s s e  ( P )  si et seulem ent si toute surface
première de f  est de type parabo lique. U ne fonction  f  d e  ( P )  ap-
partient à. la  c lasse (A ) si et seu lem ent si toute surface prem ière de
f e s t  d e  ty p e  f in i. I l  e s t  é v id e n t  q u e  (E ) ( P )  (A ). D an s  so n
m ém o ire  [V ], su r  le s  fo n c tio n s  d e  la  c la sse  (A ) il e s t a rr iv é  a un
résultat définitif:  S u p p o so n s  q u e  f  appartien t à  la  c la s s e  ( P )  .  S oit
K  l'ensem ble de z  te l q u 'il e x is te  au  m o in s  u n e  su rf ac e  p re m iè re  d e
f ,  q u i  e s t  d e  t y p e  f in i ,  av e c  v a le u r z. S u p p o so n s  d e  p lu s  q u e  la
c ap ac ité  lo g arith m iq u e  d e  K  d an s  le  p lan  z  n 'e s t  p as  n u lle . A lo rs ,
f appartien t à  la  c las s e  (A )  . D 'aille u rs , il e s t  to u jo u rs  p o ss ib le  d e
décom poser f  en  la f orm e su iv an te  : f  (x , y ) = F [P (E  (x , y ) , ij (x, y ) ) ] ,
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P ( x , y )  e s t u n  p o ly n ô m e  d an s  l'e sp ac e  ( x ,  y ) ,  (e  (x ,y ),7 )(x , y ))
e s t  u n e  automorpoisme analy tique de l'espace  (x ,  y )  e t  F ( z )  est une
f o nc tion  en tiè re  d 'u ne  v ariab le  co m p lex e  z.

Or, dans le mémoire actuel, nous envisageons les fonctions entières
d e  la  c la sse  ( P )  et montrons deux théorèmes suivants:

1. S o it f  E ( E )  e t  s o i t  K  l'ensem ble de z  te l q u 'il e x is te  au  m o in s
u n e  su rf ace  p rem ière  d e  f  q u i e s t  d e  ty p e  p arab o liq u e  av e c  v ale u r
z. S i la c ap ac ité  lo g arith m iq u e  d e  K  n 'e s t p as  n u lle , alo rs  f  E  (P ).
2. Po u r u n e  f on c tion  q ue lcon q u e  d e  la c lasse  (P ) ,  il n 'ex is te  jam ais
d e  su rf ac e  p re m iè re  d e  ty p e  (B ) (p o u r d é f in itio n  e t s ig n if icatio n  d e
ty p e  (B ) v o ir le  m é m o ire  [I , I I ] d e  T .  Nishino).

Pour la dém onstration nous préparons un lem m e com m e suite.
So it 0  un dom aine multivalent étalé au-dessus d'un di-cylindre de la
forme (4,C), o ù  d : 1z1< p  e t C: I w I <00, de deux variables complexes
z  e t  w .  O n écrit 0  (c ) la  fib re dans .0 qui se trouve au-dessus de
la droite analytique z = c .  Supposons que pour tout z  dan s d, D (z )
est irréd u ctib le  e t q u 'il y  a  au  m o in s u n  feu ille t d e  0  qui contient
un e p artie  un iva len te  é ta lée  au -dessu s d 'un  vo is in age  de  la  d ro ite
analytique w= 0 dan s (d, C ) .  O n désigne par 0  l'ensemble de tous
les points dans la partie mentionnée ci-dessus qui se trouve au-dessus
de la droite analytique w==° et posons 0 , =  (c ) fl O. O n  p eu t a lo rs
considère la fonction de Green g (z ,  w ) s u r  la  f ib re  0 ( z )  (regardée
comme une surface de Riemann ouverte d'une variable complexe), et
la constante de Robin A (z )  par rapport au point 0 , et au param ètre
local w .  C'est-à-dire,

(1) g (z, w ) log A(z) + Re 1E a n (z )w l
1W1 n=1

dans un voisinage de O„ o ù  g (z ,  w ) . +  0 0  dans 0  (z ) e t  A(z) =  +
si et seu lem ent si 0  (z ) est de type parabo lique. V o ici le

Lem m e. S i D , c o n s id é ré  c o m m e  u n e  v arié té  d e  d im e n s io n  2,
e s t  u n e  v arié té  d e  S te in , alo rs  A (z ) e s t u n e  f o n c tio n  surharmonique
d e  z  d an s  d.
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Non seulement ce lemme est une clef pour démontrer les Théorèmes
1 e t 2, mais aussi il est utile de résoudre un problème d'uniformisation

suivant : 3 .  Supposons que toute fibre  D  (z )  est de type parabolique

et de genre 0. Supposons de plus que g) est une variété de Stein.
A lors, g) peut être transform ée en un dom aine univalent d 'un di-
cylindre (1.z'l <  p, oc) dans l'espace de deux variables complexes

z ' e t w ' par une transform ation analytique de la form e z' =- z, w'
= f  (z ,w ) .  Au cas particulier, ceci donne une nouvelle démonstration
du Lemme fondamental par T. Nishino [II, p . 2 5 3 ]. Il nous semble
que notre théorème d'uniformisation deviendra une base de recherches
sur les fonctions en tières de la  c lasse (P ).

1 .  Le domaine satisfaisant  à  la condition (a).

N ous avons vérifié , dans le  m ém oire [9 ] ,  le lemme mentionné
dans l'in troduction  au  cas où  tou te fib re 0 ( z )  e s t  d e  g e n re  0, et,
dans [10], celu i du cas où la frontière de  (z ) ne se m eut pas avec
z. Dans la section actuel, d'abord nous traitons le cas où le domaine
0  de Stein satisfait aux conditions suivantes :

(a) L a  f r o n t iè r e  6.0 ( z )  d e  0 ( z )  se com pose en nom bre fini
des courbes analytiques au sens réel et se m eut doucem ent avec z.

(a ') P o u r  t o u t  z  dans 4, l  ( z )  n'a aucun point de ramification
comme un domaine multivalent étalé au-dessus du plan w.

En détail, la condition (a) signifie qu'il existe une fonction réelle
T (z ,w ) qui est analytique aux 4 variables x, y, u e t  y , o ù  z = x + iy ,
w = u + iv ,  dan s un  vo is in age  d e  la  fro n tière  d u  do m ain e  .g) et de
laquelle aT/Ou e t  OT/Ov ne sont nulles en même temps  à aucun point
d e  (z, 00 (z )  )  e t  q u e  1(z, w) : Z E J, (z, w) = fl ,E4 (z, 6.0 (z )).
Le principe de réflection donne que la fonction de Green g (z , w ) sur
la  fib re  0 (z ) peut être uniquement étendue  à  la fonction  g (z, w) qui
est harm onique m êm e au voisinage V (z )  de I  ( z )  et qui est posi-
t iv e  d a n s  V(z) Cl ( z ) ,  z é ro  su r  00 ( z )  e t  n é g a t iv e  V (z ) —  (z ).
I l s 'en  su it n atu re llem en t que  g (z , w ) s'exprim e une fonction de la
classe C2 par rapport aux variables  x, y, u e t  y  définie dans un voisi-
n a g e  d e  U ( z ,  0 0  (z) ) , o ù  J o  est un sous-domaine quelconque
contenu à l'intérieur complet de 4 .  Pour simplicité écrivons  à nouveau

(z, w ) par g (z, w) . Pour dém ontrer le lem m e, il suffit de voir que



74 H irosh i Yamaguchi

(z ) est surbarmonique au point z  O. Désormais nous nous bornons
justifier l'inégalité

(2) [ ( 4:2 )  ( z)]_oci .

En abrégé, posons C  6 0  ( 0 )  et p renons que la  d irection  de la
courbe C  est positive  par rapport au  dom aine .0 (0 ) .  La notation
V an  désigne la dérivé normale  à la direction intérieure et ds l'élément
d 'a rc . P o so n s (0 [ ]/an)ds= d*[ Comme d'habitude, sous les con-
d it io n s  (a )  e t  (a '), la formule de Green nous donne

(3)
1(z) — A (0) = — g (z, C) d* g (0 , C)

27r c

pour tout z  suffisamment voisin de z= O. En utilisant la dérivé com-
p le x e :  0/0w = 1/z (0/Ott — i  (0 /0 v ) )  et 6/0i-v = 1/2 (8 / a u  i (a A9v)) ,
nous avons le long de C

(4) d*g (0, w) = °g (O' w)  du +  °g (O' w)  dv
av au

1 (  ag (0, w)  d w  ag (0, w )  dw).
i aw Rf:v

Puisque est un e  varié té  d e  S te in  e t que  D = « z ,  w ) : g (z , w >0 1

e t  60 ri {Z  E  4} ( z ,  w )  :  g (z, w) = 0 1 , o n  sa it  q u e  à  to u t  p o in t
frontière (z, C) du domaine 0  te l q u e  z E 4 , la fonction g (z, w) s'ex-
p rim e  u n e  d e  ce lle s  d e  E . E . L ev i [ 4 ] .  A lo rs , so it (0, C) un point
quelconque sur C . O n peut tracer un voisinage  (y ,  6 0  d e  (0, C) de
la forme y :  z  P o , :  w  — p t et une une surface analytique 6c: w
=4 .( z )  d an s  (y , o) q u i p a s se  p a r  (0, C) e t  q u i re s te  d a n s  [ (
V (z )) où po, N. sont des petits nom bres positifs et po ne depend
p as d e  p o in t C E C. D 'a p r è s  E . E . Levi, on peut faire  à  p ren d re  (Yr
de la forme

(z) = C + +  ,z2

où ac .  etso n t d e s  c e r ta in e s  c o n s ta n te s . A  c e  m o m e n t, le  c o e f-
f ic ien t d e  d eg ré  u n : cq= ia4 . a  é t é  uniquement déterminé (in-
dépendent en prenant 6 0  par l'équation suivante:
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ag a  + a, +  ag — 0a u  4- a v

8g — ag a  + °g =o
,.V ,a 1  ' a u  "  a y

où on  sous-en tend  que les dérivées sont p rises au  po in t (0, C) . En
u t il is a n t  la  d é r iv é  c o m p le x e  o n  a  [8g/Ow] 0,0 x cq= —  [ag /Oz]
D'aprés l'hypothèse (a), on a cq= —  [(ag /O z )  (ag /19w)] 0,0. En outre
i l  v ie n t  g (z , f (z)) -5_0 = g (0,f t. (0) ) d an s r ,  c'est-à-dire, la fonction
g(z ,fc(z )) dans r  atteit le m axim um  local au point z  =  0 . Par suite,
nous avons

(5)

Puisque

[ (  

02 02
+ ) g ( z , f , ( z ) ) 1

ax2 63,2 z=0—

„ g ( z , f , ( z ) )r  a 2 g  + 62g  (df,(z) 
a'az L 67zaz agiaz dz

82g dft. (z) 82g+ df (z)
awaf dz ai—vaw dz ( . , c (2))

82g/Oz7v8w-- 0 d a n s  r  e t  [dfddz] ,0 = — [(ag /O z )  (ag / aw)]
nous avons

[ (  

62 + a2 )g (z, (z)aX2 ay 2 z = 0

— 4[a 2g  —2 Re {  a 'g   ° g  /  og  H
0-z-az awa, az aw _1(0,c).

D 'après l'inégalité (5 ) nous trouvons, pour tout C su r C,

[ °2g
< 2 R e  ° 2 g   °g /  °g  t

659z1 (0,c)— aw ai- az i a w I (0. C) •

Considérons l'intégrale suivante :

1- -  f  2  Re
f 0 2 g
 " d* g (0, C)

2n. a azva O z  8w (0,c)

E n vertu  de (4) , il vient

,

(6)
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- I I m  1F  ' 2 g g ]  de
7r JaL Owg:z Oz J(0.c)

Tm Ir I-  (02g /awaz) ( g / )  (ag /0w)  1 dct
8g /077v J(o,c)

=11+ 12.

D 'abord calculons l'intégrale  I .  L a  fo n c t io n  g (z, w) a  l a  singulité
logarithmique au point 0 ,  m ais d 'après l'expression  ( 1 )  on sait que
[Og/Oz](O,,„) est une fonction harm onique dans tout le dom aine 0 (0)
e t  q u e  [a /aw (ag /8)](o,) d w  s'exprime une dérivé holomorphe de
prem ière sorte sur 0 (0 ) , parce que, pour tout point z  fixé, g (z, w)
est une fonction harm onique par rapport  à  w  d an s 0  ( z )  (sauf au
point O ,) . P a r  co n séq u en t [ (02g/Ow02) (Og/Oz)] (0,„,) dw devient une
1-forme reg u liè re  s u r  0 ( 0 )  qui n 'est p lus nécessairem ent ferm ée.
Grâce à  la form ule de Stokes, nous avons

r 02g 6 ,

r aw az azi dCo,c)

ifs  '2 g  8g9)(0) ZU awaz az mw) dzo
— Adw=  -

= — r r r 83g 2-n 192g 1
7V J

°
is)(0)L0.-WOw192- az 072,19 ativaz 10,w)

d..v A d w

Puisque 03g/Owawa-Z-----0, 02g/OwO-Z.- (02g/(9z7dOz) e t  (177v A dze) 2idudv,
il vient

_  2i C C
 2 (0 )7V J

Par conséquent nous avons

F 82g 2
dudv. .

OtTuaz (0, .)

= —2/7rf f 2(0)I[62g A9WOZ1(0,w)rdlidV<0.

Ensuite envisageons l'intégrale  12. S o i t  C un point quelconque sur C
e t so it g* (0, w ) une fonction harmonique conjugée dans un voisinage
de C contenu dans V ( 0 )  .  A lors, G (0, w) = g (0, w) + ig* (0 ,w ) y s'ex-
prim e une représentation conform e, Re G (0,C) =  0  su r  la  co u rb e  C
et {dG (0, C)} <0 le  lo n g  d e  C  par rapport à  la  d ir e c t io n  d e  C.
E n  vertu  d e  [Og/Ow] = idG  (0, w ) et d e  l'exp ressio n  (4 )  nous
avons [Og/Ow] odC + [Og/Ofv] (0,0e =  0  e t  d*g (0, C) <0 le  lo n g  d e
C. T i  vient donc que
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12=Im f  ag ag 
 I 

ag  1 d C
Jc L 077-v a z  0 2  aw af:v i(o,c)

= 1m L
f  a 2 g   " g ]  ad

(7r .fic 67.7vaz d  J (0, C) 1

-= I,.

Après tout nous avons

   

4I —  —7r f T0 (0 )

 

F a2g

a'ff,0z i(o,w)
2dudy<0.

  

N ous ici m ultip lions les deux côtés de l'inégalité (6 )  p a r  — 1/27-c•d*g
(0, C) >0 et in tégrons le  long de C .  Nous avons alors

1 f [  02#  1 d*g (0, c) <
27t c  020z  (0 , r)

1 f 2  R e 
f 02(J a g I  ag 1

27r C awa Oz i azv f r)d*g(°' C) =i•

Puisque g(z, w )  est d e  la  c la sse  C2 rapport aux  variab les x , y , u  et
y , il s 'en  su it en  v e rtu  d e  la  fo rm u le  (3 )  que

[ (
az 02

+  ( z
az

) ]  — 4[  (z) /1(0)}]
ax° ay° .=0 19. 6z

= 4 1 _ fr  02g eg(0,c)}t 27r J c  L (0,C)

16< —
— Tc f fo(0)

F 02g
L 8i-oz  J(0,.)

2

dudy<0.

 

Par conséquent, l'inégalité (2 )  est complètement démontrée. On sait
donc que g z )  est une fonction  surharmonique dans d sous les con-
d it io n s  (a )  e t  (a '). C.Q.F.D.

D'après l'argument ci-dessus nous avons une remarque: Supposons
que e s t  pseudocon v e x e  p ar rap p o rt  au x  d e u x  c ô té s , autrement-dit,
p o u r to u t  p o in t  f ro n t iè re  (z , C ) d u  d o m ain e  t e l  q u e  zE  d , le
d o m ain e  e t le  c o m p lé m e n taire  d e  .0  s o n t  pseudoconvexes a u  menze
te m p s . A lo rs  o n  p e u t p o se r l'é g alité  su iv an te  :
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2( 8 82

+ )2 (Z ) =  1 6  f r  8 2 g  1
x2 8 3,2 71. Jaco L aff,az

2
dudv . .

E n second  lieu , considérons la  varié té  de  S te in  g  qui satisfait
seulement à  la  cond ition  (a) et qu i ne satisfa it pas nécessairem ent
( a ' ) .  C onsidérons le systèm e de tous les points de ram ification de
g  ( z ) .  Il consiste das fonctions algébroides en nombre fini le, (z) , • • •,
En (z ) } :z e +  a1 (z )  w"  • • • + a, ( z )  =  O o ù  a  ( z )  (i=1, • • • ,n) sont des
fonctions holomorphes et uniformes de z  dans d .  D'après la condition
(a) aucun e i(z ) n'est contenue dans la frontière du domaine g  ( z ) .  Soit
(ki — 1) l 'o rd re  d e  ram ifica tio n  d u  p o in t e i ( z ) .  D'abord, nous ex-
am ineons (z ) au  p o in t zo te l q u e  E i(z o )* E i(z o )  pour i * j  ( i , j = 1 ,
••• , n ) .  S o it  40= Ilz— zol<pol un  vo is in age  de  zo dans lequel $i(z)
* E j ( z )  ( i * j )  pour aucun z. Q u e l q u e  so it e  un nom bre positif
suffisamment petit, pour tout z  dans do on peut tracer sur g  (z ), pour
tout i, un cercle autour du point  e ( z )  avec rayon e: r,,,,i= {jw— 6i (z)
<  e l de façon que s o n t  m u t u e l l e m e n t  d i s j o i n t s  e t  i l s  n e
contiennent pas de point O .  E n  d é ta i l ,  ra,,,i= iw E 0 ( z ) :  w=Ei(z)

0 < r < 6  e t  0 < 0 < 2 4  .  Considérons le domaine suivante:

.0 6 = U.,E,,(z, g  (z) — U  r , , , , i ) .  Pu iqu e e (z ) est une fonction holo-
morphe de z ,  i l  s 'e n  ré su lte  q u e  g ,  est u n e  v ar ié té  d e  S te in . D e
p lus il sa tisfa it aux  cond itions (a ) e t (a '). Par suite, d 'après l'argu-
ment mentionné ci-dessus la constante de Robin i l , ( z )  d e  0 6 (z )  (par
rapport au point Oz et au paramètre local w ) définit une fonction sur-
harmonique de z  d an s d o . O n  sa it d o n c  q u e  ce lle  d e  D ( z )  y  e s t
au ss i surharmonique, parce que  A8 (z) t e n d  e n  c ro is s a n t  v e r s  2(z)
quand s  tend  vers O . E nsu ite , so it zo un point singulier quelconque
dans d , autrement-dit, Ei(zo) =Ei(zo) pour certains i ,  j
Par la m éthode habituelle il n 'est pas difficile de vérifier que ) . (z ) est
une fonction continue dans tout le dom aine d. E n au tre cô té l'en -
sem ble les points singuliers est iso lé dans 4 .  Il s'en immédiatement
q u e  A (z )  e s t  surharmonique au po int zo. N ous savons donc que le
lem m e est dém ontré sous la seul hypothèse (a).

2 .  Le domaine satisfaisant à la condition (b).

E nvisageons la  varié té  de S te in  g  tel que pour tout z  dans
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la  fro n tière  0.0 ( z )  de ( z )  se compose en nombre fini des courbes
analytiques au sens réel m ais que, pour certain zo, (zo) a au moins
un point Co auquel 8W/Ow (zo, Co) = O. P a r  su ite , e n  g é n é ra l o n  a  le s
circonstances d 'un voisinage du point (zo, Co) comme suite :  on peut
tro u v er l'a re  lisse  t  dans un  vo isin age su ffisam m ent petit : iz — zol
< Po qui passe par zo de la  m an ière  que , d ésign an t p ar 6' l'un côté
d e  6  coupé par e t  l 'a u t r e  p a r  6", s i  z ,  e t  z ,  sont des points quel-
conques dans 6', alors on peut changer continuellem ent 60 (z 1 )  en

(zo e t  a u  c a s  o ù  zl, z2 E o u  zi, z, E  6" a in s i d e  su ite . A lo rs , s i
z  traverse .t de 6' en  r  ,  le  gen re de  ( z )  ou le nombre des com-
posantes de la frontière de .0 (z )  peut être changé à  tou t po in t z  sur
L. D 'après le raisonnem ent dans la section  1  2  (z )  e s t  surharmonique
dans 6' lj 6 " . Il s'agit m aintenant d 'étudier 2  (z )  au point zo su r  t.

O r, considérons un dom aine .g) po multivalent étalé au-dessus d'un
dicylindre — z o  I <Po, w < 0 0 )  te l qu 'il consiste de tous les po in ts
auxquels If, (z, w) 1 < 1  ( i =  1, • • • , n) e t  iz —zoi < p o  où fi (z, w ) est une
fonction holom orphe par rapport à. deux variables z  e t  w  dans un
voisinage de „Dpo et que  la  fro n tière  d e  .0p0 (zo) a un  seu l po int sin -
gulier Co auquel nous avons les conditions suivantes : If1(zo, )  = 1,
Ifi (z, Co) I <1 ( i = 2,n )  pour tout z E  e t  rai /a

Co I
, = o. En

pareil cas, nous appelons que .0 ,0  satisfa it A  la condition (b) . Un
simple exemple suivante feront mieux comprendre cette configuration:

( z )  se m eut avec z  comme suite :

z E z E / z E

où pour tout z E (z, C (z) ) est le  seu l po in t s ingu lier de 0 0  ( z )  .
Pour simplicité d'écriture posons =  O p°. D 'après le principe d 'O ka,
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nous réalise g) com m e une variété analytique E  dan s le  polycylindre
(C): 1w1,1<1 (i= 1, • • • , n ) de l'espace des n variables complexes (w1,
•• • , w , ) .  E  est défin ie par l'équation: w1 =f  (z, w) , (z , w) (j =r 1,
• n) . O n  écrit E ( z )  la  so u s-varié té  d e  E  correspondant (z ).
La frontière de 2 '(z ) se situe entièrem ent sur le contour de ( C ) .  Ici,
nous projetons E  a u  p la n  w 1 . D ésign o n s p ar g )*  l'im age  d e  2 ' et
p a r  0 *  ce lle  d e  la  su rface  an a ly tiq u e  d an s E  qui correspond à. la
d ro ite  ana lytique 0  (d an s g ) qu i se  tro uve au -dessu s d e  la  d ro ite
analytique w  =  0 ).  O n peut supposer, sans perdre la généralité, que
0 *  se situe au-dessus de la droite w , =  0 . Parce que les résultats de
la  section  p récéden te  et du  m ém o ire  p récéden t [1 1 ], sont vrais à.
l'occasion d 'une surface analytique : w = f(z ) — zol < p o ) e t d 'un
paramètre local w1: w1= q (w ) au  lieu  de la  d ro ite  analytique 0  et du
param ètre local w , où i est une représentation conform e. Par su ite,
on peut tenir que la constante de Robin  ,t" (z) d e  .0 * (z) par rapport
a O z *  n 'est p as au tre  chose que ce lle  2 ( z )  de g) ( z )  par rapport à.
O z .  Nous désignons par Ci ( z )  (i = 1,2, • n ) la  partie de la frontière
de .0* (z) qui correspond à. celle sur lfi I = 1 de la frontière de D  (z).

L'arc Ci (z )  alors se trouve au-dessus d'une partie du cercle {I w i = 1 }
d a n s  le  p la n  w 1 . N ous désignons de plus les points d 'intersection
des Ci ( z )  aver Ci ( z )  par -(A.4) (z)} k pour i r j .  A u  c a s  d e  la  f ig u re
ci-dessus nous avons seulement C i(') (i = 1, 2,3) e t  A T  (z) ( k =  1, 2) .

M ain tenan t so it s  positif suffisam m ent petit. O n peut trouver une
v a r ié té  d e  S te in  ..ÇI),* = U (z, g),* ( z ) )  t e l  q u e  .06* (z) C g)*  (z ) ,  la
frontière de g),* (z) coincide av ec  ce lle  d e  .0 *  (z ) sauf au voisinage
des point {A T (z ) }  k ( i, j= 1, • • • , n )  e t , d e  p lu s , e l le  e s t  l is s e  e t  s e
m eu t av ec  z  doucem ent au  vo isinage des po in ts {e i ')  (z)} . Pour
sim plicité, nous allons faire un g ) ,  au  cas de la  figure c i-dessus. E n
n o tan t q u e  I f i  (z, (z ) ) =  Ifs (z, A (k) (z)) I =1, If 2(z , Ag) ( z ) )  <e - '
( < 1 )  pour k = 1, 2, posons E6 = i n  ic w „  w „  w o  I . „  I w < e ,  Iw21
<1} U { w2, w3) : (log I w 1 I  s)2+ (log I w 3 I  e )2<e2  pour e-  < (I w1,

lw31) <1 e t  1w 21< 1 }  .  Si nous désignons par .g),* l'im age projetté de
I ,  au  p lan  w1, ce dom aine satisfait  à  notre condition. Considérons
tous les points de ram ification {$, (z) } d e  0 ,*  (z )  .  Le nombre N  de

ces points du cas où z  a '  s'égale à celui du cas où z U  i r  plus un.
Sans perdre la généralité, on peut supposer que l'ordre de ramification
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de ei (z) est un pour tout i. Ecrivons p a r  (z, C* (z)) auquel le point
singulier (z, C (z)) (z E f )  de la frontière de (z )  pro jette . L e po in t
(z, C* (z)) est tel singulier de la frontière du domaine  .08* (z)E  t).
Soit V  un  petit d i-cy lind re  -{(z, w1) : z  —zol <ro  e t  iw, —C*(zo) I <7-1)
dans l'espace  ( z ,  w 1 )  e t considérons la  com posan te connexe CV du
sous-domaine de étalé au-dessus de V , qui contient un point voisin
d e  (zo, C*(z0)). Posons à  n o u v e a u  =  { lz — zol < ro }  .  Alors, le point
de ramification eN(z) o ù  z E d i se  tro u v e  su r  la  f ib re  CV ( z ) .  Pour
z E ô ' la  fib re  CV (z) est donc connexe m ais la fibre Co  (z )  pour z E
ou d '  se compose des deux feuilles au-dessus du demi-cercle: {w1:
—C*(zo) et I w il <1 } . Quel que soit z E  8 ' (ou ON), il existe une
partie commune contenue dans toute frontière de 0 , * (z )  qui consiste
des deux arcs  L 1 ', L , ' (ou L 1", L2") qui se trouvent au-dessus de (Iwil

=1 ) n (1w1 -c* (z.) < r 1 ) .  D és ign o n s p ar  L 6 (z ) c e  q u i  r e s t e  d e  la
fro n tière  808*(z) : LE ( z )  =  g) ,* (z) — ,  L , '  (ou L 1 " , L 2 " )} . D é -
signons par ,1,*(z) la constante de Robin de ,* (z) . Traçons, pour
tout i, le petit cercle autour du point ei(z) : ri(z)= iw1=ei(z) + ri2e2s/

0<0<274.1 où {Itil < ri}  est le  param ètre local au  po in t ei (z). Alors,
en vertu de la formule de Stokes nous avons, pour tout z dans d' U d'',

,16*(z+ h) — 26* (z)

r= - 2 7 r  
J L , w  

g (z + h, C) d*g (z, C)

1  f  g (z + h, C) d* g (z, C) — g (z, C) d*g (z + h , C)27r (z)

où p — N  s i  z E V  e t  p = N - 1  s i z  d "  et où  h  est un nombre com-
p lexe suffisam m ent petit. So it Ifie(z, w) une fonction de la classe C2
par rapport aux variables x, y , u et y telle que Te (z, w ) =0 définit la
frontière L ,(z ) . A ce moment 0T8/6w n'est nulle à aucun point de  L 6 (z ).
D'après la méthode d'Hadamard-Schiffer (c f . [8 ] )  il v ient

a,te* 1  c , ( z ,  C )  /  Oza g  ( z ,C )  
8z 27r JLE(z) \laT E (Z , C)/aCil

+2 y ]  [   8g (z, ti)12
L at, iti=o

=  X") (z )  ±  2 E "cio)(z)
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Il est év ident que x(1) (z) e t xi(2) (z) pour i= 1 , • • • ,N - 1  tendent vers
z(2) (zo) e t  2ci(2) (zo) respectivement si z  tend vers zo. En outre, par la
démonstration du lemme dans le mémoire [10, p. 6 6 ], z , (z ) tend vers
0  en  z ( ( 5 " )  tendant vers zp. Par conséquent, la dérivé OAE*A9z est
continue au point zo. O n  sa it d o n c  q u e  0215*/az est continue dans
tout le domaine O. Puisque 21,* (z) e s t surharmonique d e  la  casse  C2
dans d' U ô", il s'en suit que 2 ,* (z ) est au ss i surharmonique dans tout
a. S i l'o n  fa it a  ten d re  vers 0 , il 8* (z) tend en croissant vers la con-
stante de Robin de 0 * (z ) : A ( z ) ,  qui est égale A , celle de 0  (z ) : A (z ).
P ar su ite , n o u s  av o n s q u e  A ( z )  e s t  surharmonique dan s d  so us la
condition (b) .

3 .  L e cas  gén éra l.

S o it 0  une variété de Stein quelconque mentionnée dans l'intro-
ductio n . G râce  au  th éo rèm e de  R . R em m ert [7 ], on peut enterrer
le dom aine 0  com m e une variété analytique I  d an s l'e sp ace  (w1,
• • • , w n ) d es  n  variab les com plexes. O n  écrit  ( z )  la sous-variété
d e  2 ' correspondant à. la fibre 0  ( z )  d e  0 .  S o it  Q R  Phypersphère
a u to u r  d e  l 'o r ig in e  a v e c  r a y o n  R : Q R =  {1 w112+ • • • 1 zz, 12< R 2 }  et
posons E R = I n Q R  e t  I R ( z ) = E ( z ) n Q R .  Soit da un sous-domaine
quelconque tel que 4 0 C  .  Prenons un nombre R  assez grand tel que
le dom aine ER,4, -= U zE4, (z, L  ( z ) )  contient la partie qui correspond

l'ensem ble U E40(z, . Prenons (w*) = (wi*, • • • , ziv, ) un point
frontière quelconque de la fibre  L5,40 .  Pour sim plicité, posons
(w * ) =  (R , 0, • • • , 0) . Puisque f  est non-singulière, on peut supposer
que , dans un  vo isin age de (w *), ( z )  est déterminée par l'équation
suivante : w ,  = f, (z, w2) = alo(z) + a22(z)w2 a12 (z) w22 + • • •, wi w2)

a00 (z) (z) w2 + a22 (z) w22 + • • • (i = 3, • • • , n )  où w ,  parcourt dans
u n  v o is in ag e  d e  0  e t  o ù  aio (zo) = R ,  aio (zo) 0  ( i= 3, • • • , n) . Soit

gi(z, w2) = If2 (z, w2)12+ 1 w2 2 + 1f2 (z, w2) 12 + • • • + If. (n , w2)12 —  R2. Si
(z o ) *0 , l 'a rc  d é f in i p a r  T(zo, w2) = 0 e s t regulier au  po in t (w*) ,

p arce  q u e  [Vr/awd (zo,o) = ( z o )  * 0 .  D onc la  fron tière  de  D 5  (z0)

(auquel ER (z o ) correspond) est regulier au point C *  (auquel le point
(w * )  correspond) . S i ai, (zo) = 0, le point (w * )  est un point singulier
de la frontière de  .E 5  (z ). P e u t-ê tre  il e x is te  le  c a s  su iv a n t :  Quand
on développe gi(zo, w2) Par 72 où w 2 =  +  iv  comme suite : (z 0 ,  w 2 )
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= AE2 + 2/3E77+Ce+ {le terme éléve} , alors il vient B° — A B =  O. C 'e s t -

à-dire, nous avons, au point (zo , w *), les éga lités su ivan tes: T -= ar/ O E
Tyav= (a2y78eav) 2 a2 r/0$2 02 T7,9772 = O. P a r  s u i t e ,  e n  g é n é r a l ,

tous les points z  te ls que la  fib re 0 , ( z )  a au moins un point frontière

(w * )  de la sorte m entionné ci-dessus est au  p lus un  ensem ble fin i
dans J .  S i n écessa ire , il su ffit de  changer le  rayon  R  un peu. N ous
désignons par {z1, • ••, zp} c e t  e n s e m b le  f in i .  S i  (w * )  est un point
singulier quelconque de la frontière de ER ( z )  pour certaine z  dans
Jo— {z1, • ••, zpl, a lo rs  la  p ro jec tio n  su r le  p lan  w 2 , par exemple, de
O E ( z )  consiste , d ans un  vo isin age de w , *  (la projection du point
(w * ) ) ,  de deux arcs qu i traversen t l'un  à . l'au tre au  po in t w ,*  avec
les tangen ts d isjo in tes. So it s  un nombre positif quelconque suffisam-
m en t petit. T raçons dans J o  le  cercle  y  a u t o u r  d u  p o in t  z i  avec
rayon s  et posons J0,6=z10 —

O r, so it q un nom bre positif quelconque assez grand. Pour tout
p o in t fro n tiè re  d e  E R , J 0 , 6 ( Z )  :  ( 7 V , * )  =  ( w i t ,  •  •  •  ,  w ) ,  co n sid éro n s le
plan analytique de dim ension n  — 1 :  ((w ) : (w * ) ),* ) )  = 0  qui passe par
le  p o in t  (w , * )  e t  q u i  y  t a c h e  à. l 'h y p e r s p h è r e  Q E .  Prenons M
( = M  (q , (w ,*))) assez grand tel que irc (  (w )  :  (w z * ))  est > 1 / 214- pour
to u t ( w )  dans P hypersphère  0(o /o+I)R . Grâce au théorème de Borel-
L eb esq u e  il n 'est pas d iffic ile  de vérifier que nous pouvons trouver
un nom bre fin i des points frontières {(w11,)), •••, (w Z ) }  du domaine

j o , ,  de la m anière que, si l'on pose I  12,40, 0  =  1 ( w )  e  g , d o , , : ((w )
( ))1>1 / M  p o u r to u t i=  1, 2, •••, N ( p ) 1 ,  cette variété contient

I w o  1)R,4°,, d an s  l 'in té r ieu r  e t q u e  la  fro n tiè re  d e  la  so u s-v a r ié té
( z )  est en tiè rem en t co n ten u e  d an s l'in té rieu r co m p le t d e

ER,40,0(z) Pour tout z  J o , E .  Q uand on désigne par la partie
d e  .0  auquel I R, 0, correspond, il est évident que le domaine
satisfait à. la  cond ition  ( b )  de la  sectio n  p récéden te . S i n écessa ire ,
il suffit de ch ag er M  un peu. Par suite, la constante de Robin  2R,,,0(z)
d e  la  f ib re  .0B,,,0(z) défin it une fonction su rh a rm o n iq u e  d e  z  dans
J 0 .  S i l'o n  fa it q— > oo et en su ite  s—>0, on  sa it que la  constan te
de Robin ) . , ( z )  de ( 2 , ( z )  ( à .  laquelle ( z )  correspond) est aussi
su rha rm on iq ue  dans J o —  {z1, • ••, . En autre côté, /IR (Z) est évidem-
m ent continue dans tout le dom aine Jo. D o n c , e lle  e s t au ss i su r-
harmonique dans Jo. E nfin , en  faisant R  ten d re  v e rs  +  o o ,  il v ien t
que la  co n stan te  d e  R o b in  ( z )  d e  .0 ( z )  e s t  su rh a rm o n iq u e  dans Jo,
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parce que AR ( z )  ten d  en  c ro issan t v e rs  2(z) . Par conséquent, le
le m m e  a  été com plètem ent dém ontré pour une variété de s te in  g
quelconque. C . Q . F . D .

D'après le lemme, nous avons immédiatement un

T h é o rè m e  S oit u n e  v a r i é t é  d e  S t e i n  e t  s o i t  K = {z: z E d  et
É.D (z) est de  ty pe  parabolique}  .  S i la c ap ac ité  lo g arith m iq u e  d e  K
d an s  le  p lan  z  n 'e s t p as  n u lle , alo rs  to u te  f ib re  (z ) p o u r z E d  est
aussi de  ty pe  parabo lique .

4 . P ra b o lic ité  d 'une fonction  en tière .

So it f (x, y) une fonction  enière de deux variab les com plexes x
e t y  e t so it d o n n ée  u n e  su rface  p rem ière  so d e  f  av ec  v a leu r ao.
So it L  une droite analytique qui passe transversalem ent  à  So par un
point ordinaire p, de so. Avec T. Nishino [I], considérons une partie
T  au tour de p o  su r L  donnée par l'inégalité —  aol < p , où p est un
nombre positif suffisamment petit. Ensuite considérons l'ensemble de
tous les points dans l'espace (x, y )  qui peuvent être joignés au point
d e  T  par une surface prem ière S  de f  et qui ne sont pas des points
singu liers de so rte  que S  y  s'intersecte l'autre surface prem ière de
f .  O n l'appelle tube norm al autour de So par rapport à  T  et on le
désigne par X 1 . Supposons que So est d 'ordre un . A lors, le dom aine
d'holomorphie de la fonction obtenue par résolution da l'équation dans
(x ,y )E X , : f (x ,y )  — z= 0 par rapport à  y  au -d e ssu s  d e  (T * ,C )  est
un domaine multivalent étalé au-dessus du  dicylindre (F * ,C ) , où
T '=  — ai < p }  e t  C= 141<c>01. E n tant que variété, .2. est équi-
valent à  X .  D e  p lu s , d 'a p rè s  T . Nishino [II, p . 256], .R  est un des
domaine D  de Stein mentionné dans l'introduction. Par suite le lemme
y est applicable.

O r , so it  f  une fonction  en tière quelcoque. Posons K =  {z : il
existe au m oins une surface prem ière de f  avec va leu r z  qui est de
type parabo lique) et supposons que la capacité logarithm ique de K
dans le p lan  z  n'est pas nulle. A lors, com m e d 'habitude le fait m en-
tionné c i-dessus et le  T héo rèm e dans la  section  p récéden te  nous
fournissent que toute surface première de f  qui est d'ordre un est de
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type parabo lique . I l s 'ag it m ain tenan t de la  su rface  p rem ière  So de
f  d'ordre n  ( n >  2 )  .  Comme d'abitude, en  étud ian t une surface de
R iem ann de dim ension com plexe 2  d e  la  fo n c tio n  (f  (x , Y ) — ao) " ,
nous avons que So est aussi de type parabo lique (pour am ple détail,
v o ir  [III ] e t en co re  [ 9 ] ) .  D onc le T héorèm e 1 dans l'introduction
est démontré. C . Q . F . D .

N ous allons vérifier le Théorèmè 2 d'après le raisonnem ent par
l'absurd ité . Pour cela , supposons m ain tenant qu 'il ex iste au  m oins
une surface prem ière So de f  avec va leu r zo d e  typ e  ( B ) .  C'est-à-
d ire , il y  a  au  m o in s une su rface  p rem ière  con juguée S o '  d e  S o  de
typ e  ( 8 ) .  Sans perdre la généralité , on  peut supposer que So e t  So'
sont tous d'ordre un. En abrégé, posons zo = O . Considérons les tubes
normals E r et E r' autour des surfaces prem ières So e t  So' aux points
ord inaires p0 e t  p o ' respectivem ent. O n suppose que  F  e t  F '  se
trouvent au-dessus des droites analytiques x = a  e t  x = a ' .  En posant
F* = {1z1< p }  et F* = { 1z1<0'1, supposons de p lus que p = p '.  Ceci
n e  re s tre in t p a s  la  g én é ra lité . P o u r  to u t z  dans F  ( = r * ) ,  nous
écrivons par S ,  e t  S , ' les su rfaces p rem ières avec valeur z  qui sont
contenus dans  E r  e t respectivem ent. So it r  un petit nom bre
positif. T raço n s  su r  to u te  su rfa c e  Si,' le  c e rc le autour du point
Sz' n r ' avec rayon r  te l qu 'il se trouve au-dessus du  cercle dans le
plan x : Posons =  zH r,. rz, r  et considérons la sous-— e
variété suivante de E r :  E  r, 2', — 4 / .  Posons E r, = U,Er. ( z ,  E  ( z ) )  .
Il est év iden t que Er,r peut se regarder com m e un des dom aine
de Stein mentionné dans l'introduction. Divisons F* deux parties Fl*,
F2* de façons que zET1* s i e t seu lem en t s i  S .  s'intersecte et
F2* = F* — T i* . Il est clair que pour tout z danz Er,r(z ) =
et donc elle est de type hyperbo lique. M ais d 'après l'hypothèse que
f O E  (P) , pour tout z  dans 1-2*, E r,r(z ) = S ,  e t e lle  e s t d e  typ e  p a ra -
bolique. Immédiatement, 1-1* est ouverte non-vide dans F * .  En autre
côtè, puisque la surface prem ière conjuguée So' de So est de type  (i9 ),
il existe au m oins un point dans 1-2* tel que —CI <ro} CT2* pour
certain nombre positif ro. Cela est absurde au Théorème de la section
p récéd en te . P ar su ite , le  Théorèm 2 de l'introduction a été demontré.

C.Q.F.D.
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Soif f  ( E )  .  A v e c  T . N ish in o , une su rface  p rem ière  S  de f
est d ite  irré g u liè re , quand  on  a  au tre  su rface p rem ière  S ' te l qu 'il
ex is te  au  m o in s  u n e  su ite  { S „}  des su rfaces p rem ières d e  f  dont
l'ensemble d'accumulation contient S  e t  S ' égalem ent. D 'après avo ir
modifié un peu la démonstration du Théorème 2 ,  nous avons une

Rem arque. S upposons f  E  ( F ) .  S o i t  e 1  l 'e n s e m b le  to u s  le s
p o in ts  z  d an s  le  p lan  z  te l  q u 'i l  e x is te  au  m o in s  u n e  s u rf ac e  p re -
m iè re  irré g u liè re  d e  f  av e c  v ale u r z. A lo rs , la cap ac ité  lo g arith -
m iq u e  d e  c f  d an s  le  p lan  z  est nulle.

5 .  Problème d'uniformisation.

D an s la  sec tio n  ac tu e lle , en  u tilisan t le  lem m e p ar la  m êm e
méthode que celle dans la démonstration de Théorème 2 ,  nous allons
vérifier le problèm e d'uniform isation m entionné dans l'introduction.
O n  écrit U  le  fe u ille t  d e  . 0  qui contient une partie un ivalente de
. 0  q u i a  é té  justem ent étalée au-dessus d 'un voisinage de dro ite 0 :
w  =  0  dan s ( d, C ) .  Sans perdre la généralité, on peut supposer que
U  se situe sur le d i-cylindre  ( z  < p ,  I  w  < 2 ) .  Désignons encore par
/  l'ensem ble de tous les points dans U , qui se trouvent au-dessus de
la dro ite analytique w = 1 e t p a r  / ,  le seul point com m un de /  et de
la  f ib re  ) ( z ) .  S o it  z  un  n o m b re  que lco n que d an s d . D 'ap rès
l'h ypo thèse que g) ( z )  e s t  sc h lic h ta r tig  e t d e  typ e  p a rab o liq u e , il
existe seulement une fonction holomorphe et uniforme dans .0  (z )  sauf
au point Oz, que nous désignons par f  ( z ,w ) , de façon que f  (z  , I,) = 0,
que nous avons un  développem ent de Laurent au  vo isinage de  O .
suivant :

(7) f (z , w) = —1 + co(z) + c (z) w + • • •

e t  q u e  f  ( z ,  w )  biunivoquem ent transform e _D ( z )  dans un domaine
un ivalent dans le p lan  w ' .  Elle définit donc une fonction uniforme
dans tout le dom aine  N o u s  n o u s  b o r n o n s  à. vérifier que f (z , w)
est holom orhe au m êm e tem ps par rapport à  la  v a r ia b le  z. E n  re-
m arquast que f ( z ,  w )  peut être construite par l'approximation comme
suite, nous allons vérifier ce fait. Puisque .0 est une variété de Stein ,
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g ) ad m et u n e  fo n ctio n  (z , w ) rée lle  analytique plurisousharmonique

dan s 0  jo u issan t d e  la  p ro p rié té  (P 0 ) e t  ( a )  au  sen s d 'O ka [6 , p.
1 9 5 ]. S o it  po u n  n o m b re  p o s itif  q u e lco n q u e  te l q u e  p > p o > 0  et
posons 40= {1z1<Po} Pour simplicité, désormais posons  à  nouveau

= do. S o i t  R  un nombre positif quelconque suffisamment grand tel
que { (z, w) : ( z ,  w )  < R I  contient 0  e t  I  e t so it r  un nombre positif
qvelconque t e l  q u e  1 > r .  Alors, considérons les com posantes con-
nexes g)R,, et D r  contenant 0  e t I  des sous-domaines de g) suivantes :

(z, w) : ( z ,  w ) < R }  {(z, w ) E  U : —11<r}

et

g )—  (z, w) E g ) : iw — 11<r} ,

respectivem ent. Il est év iden t que g ,  e t  g)r sont des variétés de
S te in  et que la  fron tière  de la  fib re  g )R ,, (z ) se compose des courbes
lisses en  nom bre fin i. P ar su ite , il ex iste la  fonction  de G reen  dans
g R , r ( z )  avec singu larité logarithm ique au  po in t O „  qui est 09
et que nous désignons par gR,r(z, w ) .  De plus, désignons par ,1R,,(z)
la constante de Robin par rapport au point 0 ,  et au param ètre local
w , c'est-à-dire, au voisinage de O„

R,r(z, w) = log  1 + ( Z )  +  Re {E a „ ( ' ' ' ) (z )w ' } .
n=1

D'après notre clef lemme nous savons que /1R,r(z) définit une fonction
surharmonique dans 4. Faisons R  tendre vers +  c o .  Alors, gx,(z, w )
tend  vers une fonction  g r (z , w ) uniformément à  l'in térieur com plet
d e  g ) , ( z )  quelconque, qu i n 'est pas autre chose que la fonction  de
G reen dans .D r(z ) avec singu larité au  po in t 0 „  Elle a un dévelop-
pement suivant au voisinage de  O ,:

g r (z , w ) —log  1 ±  ( z )  ±  Re {E an(r)(z )w "}.
p- 1

Ic i, ).,(z ) <  c o  pour tour z  dans 4  et /Ir (z )  est au ss i surharmonique
dans 4 .  Soit gr* (z, w ) une fonction harmonique conjuguée de g,(z, w)
dans O r (z )  te lle  q u e  gr* (z, 0 ,) =0. P u is q u e  g) ( z )  e s t  schlichtartig
et de type parabolique, il est bien connu que

=.f (z, = ew ,(.w ) —Ar (A)+ Agr* (A .  w))
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est une uniformisation analytique de g r ( z )  de manière que nous avons
un développement au voisinage de 0 ,  suivant:

f r  (z, w )  =  +  co(r) (z) + Or) (z ) w  + • • •

et f r (z, w )  tran sfo rm e le  p e tit ce rc le : (w E D (z) : 1 w — 11 = -r }  en un
p etit cerc le  au to u r d e  l'o rig in e : { 1 w 'l =e ')- d a n s  le  p la n  w ' .  En
faisant r  tendre vers 0 , on sait immédiatement que f r(z  , w ) tend vers
la fonction f  (z  , w ) (définie au début de la section actuelle) parce que

( z )  est de type parabolique. Envisageons la fonction f  (z  , w ) dans
un  vo isinage de /,. D'après f  (z  , I,) = 0  on prend que f  (z  , w ) y  se
développe comme suite

(8) f  (z  , w ) = bi(z ) (w  — 1) + b2 (z) (w — 1)2 + • • • .

N ous allons vérifier que la fonction  —  (A r(z) —log 1/r) d an s  d  ten d
v e r s  lo g lb ,(z )1  e n  r  ten d an t v e rs  O . E n  e ffe t, en  ap p liq u an t le
théorèm e de Koebe à  la fonction biunivoque et holomorphe f (z , w)
dans le  cerc le  {w (z )  :  I  w  — 1 1 < 1 } nous avons pour tout w  de ce
cercle

w -11  <
(1+ w —1D

f (z , w)
b (z )

<  i w  —11 
(1-1w — 11)2

O n  é c r i t  S r (z )  l'i m a g e  d u  c e r c le  (1w —11= r )  P a r  f (z , w) , qui
décrit une courbe ferm ée autour de w '= 0  dans le  p lan  w ' .  Posons
[Sr (z)] = (l'in té rieu r lim ité  p ar  Sr (z))-, [S r(1) (z )] = { w ' : lw ' — 11<

(z) 1 / (1 + r) 21 et [S r " )  (z)] =  {w ' 1  w ' —11 <1 - 1b (z) 1 / (1 — r) 2 }  et
posons de plus que  T r(z )  I lz v ' 1  —  [S r(z ) ] et T r ( z )  =  { iw 'l
oo} — ( z ) ]  pour i =1, 2. I l v ien t a lo rs T r(2)(z)C T r(z) qTr(i) (z).
Soit 2,' ( 2 )  (21,7. ( Z )  O U  /12,7 (Z) ) la constante de Robin du domaine T r(z)
(T ro )(z )  o u  T r(2 )(z ), respectivem ent) par rapport au  po in t l'in fin i
w '=  0 0  et au  param ètre local 1 / w ' .  On a immédiatement que 4 ,-(z )

Ar' (z) • ( z )  e t  2;,, (z) = log (1 ± Y r1 b i (z )  1 , ,U,(z ) = log (1 —  r)2 /
r1b i(z) I. E n  au tre  cô té , en  rem arq u an t q u e  le  co e ff ic ien t d e  l/ w
dans l'expression ( 7 )  est u n , il e s t b ien  co n n u  [ 1 ]  que Ar' ( z )  n'est
pas autre chose que A r(z) : la constante de O r(z ) par rapport au point
0 ,  et au  param ètre local w .  Il s 'en  su it que
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(1+ r )  log  ( 1  r)2  _<A ( z )  — lo g  1 < log
(z)1 r Ibi(z )

et donc que limr—o { — (2,.(z) — log 1/01 -= log bi (z) uniformément dans
4 .  D e plus, log  ( z )  est uniform ém ent bornée d'en haut dans  J.
En effet, d'après le théorème d'aire, nous avons EZ=1 7212'c„  (z ) 12< 1 .
Puisque b 1 (z )  = [Of /19w].--1= —1+  77=1 nc,(z ) , l'inégalité de Schwarz
nous d o n n e  b1(z)I +  En-=, 72 I ( Z )  I .JE,7=,1 n 2"'c,, (z) 12 x

N/E7,-= ,(A r ii/ 2 -+ ')2 < 1  Par suite  1ogb1(z) log p o u r  a u c u n  z  dans
4 .  Pour tout r  fixé, la fonction  — (A,.(z) — log 1 / r )  définit une fonc-
tion sousharm onique dans d . Il s 'en  résu lte  que log  I b i ( z )  y est aussi
so u sha rm o n iq ue . Soit maintenant „V  la surface analytique de ramifica-
tio n  d e  . 0  et so it  T :  w -= a (z ) , z E do une section holomorphe quel-
conque dans .0 —9'— 0 ,  o ù  4 0  est un  sous-dom aine de d . O n  peu t
alors regarder II w — ce (z) 1 < r }  com m e un param ètre local au point
a ( z )  dans D ( z ) ,  où r  est un nombre positif quelconque suffisamment
petit. Par le m êm e argum ent m entionné plus haut, on peut faire une
seule fonction f  ( z ,w ,  T )  dans .0 ( z )  te l q u e  f  (z, a (z) , n = 0  et, au
voisinage de 0 ,

f  ( z ,w , T) 1   + a o ( z )  +  ( z )  w + • •

et que f ( z ,  w , . r)  s'exprim e une uniform isation analytique de (z) .
On prend que f ( z ,w ,  T )  se développe au voisinage du point ce ( z )  de
façon que

f (z , W, T ) = b,, r (z ) (w  —  a (z )) +  b2 , r (z ) (w  —  a (z))2 + • • • .

En désignant par Ar, r ( z )  la  co n stan te  d e  R o b in  d e  Or, ,. ( z )  = D (z )
— -(w E  ( z )  :  I  w — a (z) p ar rap p o rt au  p o in t O „  l 'o n  a  lim,.

{ (ilr,r(z) — log 1 /0 1  =  log (z) I. Puisque w  a (z )  est holomorphe,
le  d o m ain e  U zE40 (z, .0r,r(z) ) e s t  u n e  v a r ié té  d e  S te in . P a r  su ite ,
Ar, r ( z )  e s t  surharm onique dan s d o  e t do n c logl ( z )  y  est sous-
harmonique.

O r, d 'ap rès l'hypo thèse que .0  ( z )  est d e  typ e  p arab o liq u e , le
théorème d'unicité nous donne

f  ( z ,w , T ) = f (z , w ) — f (z , a (z)) .

I l s 'en  su it q u e  bi,r (z) [Of (z ,w  , T) /Ozedi,„(,) = [Of (z , w )  /aw ],a(o ,
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et donc que logj [Of (z, w) /Ozv],„=,,(01 est sousharmonique dans 40. De
plus, logj eO w l est harm onique par rapport  à w  quel que soit z fixè.
En autre côté, il est évident d'après le théorème d'aire que logjaf/awl
est localem ent bornée d 'en haut dans g) —.Y— O .  On sait enfin que
log  Of/Ow définit une fonction plurisousharmonique dans  Ill —Y— O.
Par suite la m atrice hessienne

02 log Of /awl 82 log Of /awl -
Oza azaw

02 log Of /awl 82 log Of /Owl 
8. 8w O w a w  ,

est nonnégative dégénérée où on entend que toutes les dérivés s'éffectuent
au  sen s de d istribu tion  (vo ir p ar exem p le  [3 ]). P u isque f  est holo-
morphe par rapport à  la  variab le  w  pour aucune z  fixé , nous avons
(02 logjaf/aw I) /awaW---- 0. I l v ie n t d o n c  q u e  (02 logiaf /Owl) /fflze)
est égale  à  0  au  seds de d istribution . Pour tout w  fixé, la  fonction
(8 logjaf/Owl) /Ow est localement summable par rapport  à  l'élément
d'aire dxdy et la dérivé de cette fonction par rapport  à  a u  s e n s  d e
distribution est égale à  0 .  I l s 'en  résu lte  que (d log j Of/Owl) /8w est
holomorphe par rapport  à  z .  P a r  s u ite  (OY  / aw2) / (8f /aw) définit
une fonction holomorphe par rapport  à  deux variables complexes z et
w  d an s g) —Y—O. D ésignons cette fonction  par go  (z , w ). C 'est-à-
dire, f  w )  satisfait à  l'équation différentielle lineaire suivante :

02.f(z, w)  _  (z , w) (z, w)
8w2 Ozu

et satisfait à  deux condition suivantes :

[wf (z , w)] oz =  1  et [f (z , w )] = 0 •

E n abrégé, posons h (z , w) =w 2 (8f  (z  ze") /  w )  .  D'après l'expression
(7) , n o u s  a v o n s , a u  v o is in a g e  d e  la  d ro ite  0 ,  un développement
suivant :

h (z, w )  — 1+ c, (z) w2 + 2c2w3 + • • .

P ar su ite , (ah/aw)//7 est identiquem ent 0 sur la dro ite 0  et de p lus
holomorphe dans .0 — 0, parce que (Oh/Ow)/h= ((82f/Ow2)w2
+ 2w  (8f /aw )) /w 2 (af /aw ) =go(z ,w ) +2/w  où () singn ifie  toutes les
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surfaces analytiques dans 0  sauf à  la  d r o it e  0  qui se trouvent au-
dessus de la droite analytique  w = 0 .  Donc, (O h/aw )/h  est holomorphe
dans 0  — Y -0  p ar rap p o rt  à  deux variables complexes z  e t  w , que
nous désignons par T ( z ,w )  .  C'est-à.-dire, h (z , w )  satisfait à  l'équa-
tion différentielle suivante: a h (z , w )  /aw  =T (z ,w )h (z ,w )  et satisfait

la  cond ition  in itia le  [h (z , w )],),=  — 1 . O n a donc h (z , w ) —  exp

( z ,  w ) d w . Le second m em bre est holom orphe dans 0 — Y -0
par rapport aut z et w .  Par suite, Of /aw  = h (z, w ) 7w2 est holomorphe
dans 0 — Y -0 -0 , e t  e n  v e r tu  d e  l 'e x p re s s io n  (8 )  il s 'en  su it que
1 4 (z )  holomorphe dans 4  pour tou t n = 1 ,2 ,  • •. O n sait donc que
f  (z, w) est ho lom orphe dans un  vo isinage de /  par rapport à. deux
variables com plexes z  e t  w .  D 'après la continuation analytique, il
e s t év id en t q u e  f ( z , w )  est ho lom orphe dans 0  — 52 - 0 — O .  En
o utre , s i V  désigne un  petit vo isinage de la  dro ite analytique 0 , on
a immédiatement que f  (z  , w ) est bornée: f l ( z ,w ) I M  dans 0 — V.
Pour cela, par exemple, soit V= { ( z ,  G UC <-14 . Alors, d'après
le  théorèm e de Koebe on prend 9/2 comme M .  Par su ite, f  (z , w)
est aussi holom orphe dans tout le dom aine 0  sauf à  la  d ro ite  0  et
elle a l'expression  (7 )  au  vo isinage de O . C onsidérons la  trasforma-
tion  suivante T :  z ' = z, w ' = f  ( z ,w ) .  E lle  trasforme analytiquement
0  en domaine univalent du d i-cylindre (1z/i <P,17 -e/ ° ( ) )  •  Par con-
séquent, le Théorème 3  mentionné dans l'introduction a é té  complète-
ment démontré.
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