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§ 1. Introduction.

On considère le problème de Cauchy non-caractéristique pour l'opérateur
différentiel du type faiblement hyperbolique dont les racines caractéristiques se
touchent à  l'ordre infini, et on cherche les conditions sur les termes d'ordres inféri-
eurs pour que ce problème soit bien posé au sens de  L 'a r t i c l e  p r é c é d e n t  [8]
a traité l'exemple

i( 0 a2 
—  e x p —  t

2
n ) (

2
( lx  + a t '  e x p — ) .7a-AT u =f ( t , x ),  t  > 0

u(0, .0= 0 1( x ) ,  i = I , 2( : t

et montré le résultat suivant; pour que le problème de Cauchy (1.1) soit bien posé,
il faut et il suffit que 1> —n-1 au cas où Re a 00 et que I> —2n — 1 au cas où Re
a=0 , ici on suppose que n >0  et que a 0 0 .  D'autre part, pour le problème de
Cauchy:

(1.2)

a  2 2
exp x-2n )( +ax1 exp(—

--1
(.-= ) 1 u(0, x)= 4) ; ( x )  (i= 1, 2),Ot

) - -_} = i t , X )2n ax

la condition /> —2n est nécessaire et suffisante pour que ce problème soit bien posé.
Dans cet article, on considère une classe des opérateurs hyperboliques qui contient
ces deux exemples. Plus précisément, on traite les opérateurs dont la partie pri-
ncipale:

* )  Dans la su ite on ne considère "b ien posé" qu 'au sens de C°', alors on ne répète pas le term e
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pm(t, x; T, (';) = Tm E a (t, •)rl '(;1

i t  I

se factorise

p ( t ,  x ;  , f i  (T  —  IWO' 2(X)1.1;(1, ;
i =

ni

où ii,„(t, x; r, (r — /1,(t, x; (.',)) est le polynôme régulièrement hyperbolique et
i=1

que les fonctions it valeurs réeles a 1(i) et (72 (x) ont les propriétés pareilles à celles de

exp (— 
1 
.) ou de exp (—  

1
ou bien elles sont constantes.x

Au cas où a ( t ) = t '  e t  o-
2 (x)=61/4-

0 ( on sait déjà la condition nécessaire et
suffisante sur les termes d'ordres inférieurs pour que le problème de Cauchy soit
bien posé (voir p. ex. Tahara [7], Uryu [9], Yamamoto [II ])  et aussi la construction
de parametrix pour ce problème même au cas où c2 (x) n'est pas constante. (voir
Nakamura-Uryu [2], Shinkai [6], Shinkai-Taniguchi [6 bis]). Tahara [7] e t Uryu
[10] traitent le cas où cf (1) a le point de zéro d'ordre infini aussi. Mais l'exemple
(1.1) n'est pas complètement compris dans leurs considérations.

En interprêtant la signification des quantités t - "- ' exp (— - 1), 1 -2 "- ' exp — - 1-t" t"
et x-2 " exp(-- )  qui apparaissent aux conditions pour les exemples (1.1) et (1.2),'
on conclut le suivant: le problème

L (k ) 2 u 2 ( t ) '2 ( x ) (  a +a(t, x ) u=f •

(1.3)
u (0 , x )= C (x ) , a tit(0 , x )=  4 ) 2 (x )

est bien posé si a(t, x) remplit pour k, 1=0, 1, 2,...

im a(t, x)

+ ai
a

ei I k( la 21 +_16, 21
a, I

—a
a
t (-4 —  Re a(t, x)

L_Ck,/[(Ilog +  (fi +ai
a,

10.'21+10'21
lazi

Le but de cet article est essentiellement de démontrer le résultat ci-dessus.

§ 2 .  Notations et l'énoncé du résultat.

Soit Q une bande [0, T ] x R" o ù  T > 0 .  Notons C'''- (X ) l'espace des fonctions
infiniment dérivables sur X ; C (X )  le sous-espace de C ( X )  qui consiste en éléments

support compact; B (X ) le sous-espace de  C ( X )  composé des éléments qui sont
bornés sur X  et dont toutes les dérivées le sont aussi;  H s ( R i )  l'espace complété
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de C ( R )  par la norme Il =01, =  Ç (I + il 2 )8 C1( )0()c/ o ù  ii( ) est la trans-
form ation de Fourier de u; fr x'(R ")= r 1 H s(R "); C "([0, T ], H (R )) l'espace des
fonctions in  fois continument dérivables de [0, T ]  à  H s(R " );  ( :([0 , T ], H (R " ))=

1- 1  En Cm([0, R], 11 8 (R"))].
m =0 s

Soit U  un vecteur ou une matrice. Quand toutes composantes sont dans l'espace
E, on le désigne par U e E .  Surtout si U est un vecteur de composantes u,, u2 ,..., u„„

on pose O s =  ( 11i, uds.

Pour un multi-indice a :  u n  n-tuple d'entier non négatif, on pose loti = i= t
I); = • • D . * )

On considère deux fonctions h valeurs réelles a l ( t )  e t  a2 (x )  qui appartiennent
B([0, T ]) et à  B(R ") respectivement et satisfont aux suivants:

i)

(2. I )a 1(t) est une constante, ou

a, (0 ) =0, - 3-> 0- ,(t) >0 pour t >0, et o. ', (t) 0 sur [0, T ]

(2.1') ia2(x)i < •

ii) Pour tout entier positif k, il existe une constante C k telle que l'on a, quand
on pose (7

,

, = 
d  

dt 
a 1 ,

(2.2)
dd k, ) o - , (t)

te]0 , T ]
)

surtout si k = 2, on peut prendre C 2= 2—s où e est un nombre positif.
Pour tout multi-indice a, il existe une constante  C que l'on a

(2.2') ( Ya2(T) 1170-2(x) 1+1a2 (x)I ) 121 1c   0 va2 ( x)I +10-2 (x)1)oi 10.2(x)I

dans {x : o-
2 ( x )  0 } ,  o ù  117 a2 (x)1 22   a2 ( x )  

2

iii) Pour tout entier positif k,

(2.3)
(  

c ( t ) k

0" 1(0 est borné sur ]0, T ] .  Pour tout entier positif k,
\  1 (0

(2.3') (  

 I F 0 - 2 ( x ) 1  + la 2 (x ) I   ) k  

2 (.01  est borné dans {x: 0-
2 (x) 00}

ici2(x)i

D'après les propriétés ci-dessus, on voit que 0.1 (1) et a2 (x ) n'ont que les points de

a
x k
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zéro à l'ordre infini, c'est-à-dire, si o -
1(0)=0, a lors (-41—)k u,(0)=0 pour k = 1, 2,...,

dt
de même, si o-

2 (x 0 )= 0 , on  a  (
) o

-
2 (x0 ) =0 pour tout multi-indice a. En effet,

pour tout s nombre positif et tout k entier positif, les inégalités suivantes découlent
de (2.2), (2.3), (2.2') et de (2.3)'.

(2.4) (— (1)kal(t) . Ce ,k 0,(t) 1- E s u r  ] 0 ,  T]

(2.4')
121=k Oax ) 1 6 2 ( x ) dans x  0 -

2 (x )  0 }

où Co, est une constante positive.
On remarque à la fin qu'il existe une constante positive C telle que

(2.5) ddt (es' d ,1 ( t
c f
) !+.

( t2r 1 ( t ) ) Ccri (t) s u r  ] 0 ,  T]. (vu (2.2))

Soit P l'opérateur différentiel:

P =  E  a (t, x ).M D ; où
i+121ni

Supposons que P satisfasse aux hypothèses suivantes. On pose

Z = {(t, x)e Q :  o-
1 (t)o-

2 (x )0 0 } et p(t, x ; T, E (t,
j+Ial=m

[H-1] Pour (t, x ;  )E  Z X R", on peut décomposer

p„,(t, x; T ,  ) = x; ))

où ). i (t, x; est à valeurs réelles; il existe un nombre positif  5> 0  indépendant de
(t, x; et on a

(2.6) x; )--• A1(t, x; )1.(51 0 - 1(t)a2(x)R1

pour tous i, j iels que i OP, où 112 =

i=1
[H-2] Les coefficients de p„,(t, x; T, remplissent les majorations:

I ; aL Œ E B ( Q )

(2.7) ( y ( aax )flai ,x(t, x) r i (  0-1 +0-,  )k io.,6 2 11.1
a,

_ c k .1 3 (  Ira- 21+10. 21 
la21 \ /

pour tout multi-indice a tel que I I > 1, tout multi-indice fl, et tout entier k> O.
On considere le problème de Cauchy non-caractéristique pour l'opérateur

P(t, x; D„ Dx ) qui satisfait aux hypothèses [H-1] et [H-2]:

P(t, x ; D„ D x )  u = f  d a n s  Q

[C]
D/u (x , O)= ( x ) ,  j= 0 , m-1

Pour ce problème on obtient le
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Théorème 2.1. Si les coefficients des termes d'ordres inférieurs de P satisfont
les inégalités

(2.8) W a a  #
( )  ex )  a j ,„(t, + c■  l k ( 'Fo- 21+1(721)w

) ler21

(2.9)

'lo g  cr ia ii(ci1 +cr',
-1(721a) 11

Oat ) k ( ) f l x)

  

_C k ,13(
6 1 - F a '

i ) k(117(121+121)!filL
10-21

I log criai +  a ' ± 110- 10•21 121

p o u r tou t m u lti- in d ice  a  te l q u e  lad > 1, et < m -1 , e t p o u r to u t e n tie r k>0

e t to u t multi-indice f i ,  où Ck . 11 est une constante ne dépanclant que de k e t de  fl.
Alors, pour toutes les données de  C ( R )  et tout le  second m em bre de C'(Q), i l
existe une et une seule solution du problème  [C] dans C '(Q ). II existe un dom aine
d'influence aussi.

Remarque. Tahara [7] e t  Uryu [10], en considérant ce genre de problème,
introduisent les conditions pareilles à  (2.8) et (2.9), mais elles ne contiennent pas de
terme de logarithme. (voir aussi Nishitani [5]).

Pour démontrer le théorème 2.1, on montre l'inégalité d'énergie pour le problème
de [C ] .  En utilisant cet inégalité on voit l'existence de la solution du problème
[C ] dans C'([0, T], 1-1r). Puis on montre qu'il existe le domaine d'influence.

§ 3 . Quelques classes de symboles.

Dans cette section on introduit quelques classes des symboles dont on se sert
dans les sections suivantes. Pour trois nombres réels ni, p et et un nom bre entier
k> 0, on désigne par S ( t )  la classe des symboles peCk00, T]; Cx(R 2 n ) )  tels que,
pour tout nombre entier i: 0 < i < k et tous les multi-indices a, fl, il existe une constante

telle que

10f0;',010 ,  x ;  + 1 1 ) 1 " - P I P 1 - " 1 " 1

pour (t, x; e ]0, T]x R"x R".

On désigne par ( 0 1 +  c r 't )S 71(t) la classe des symboles p  tels quea i

S ( i ) .  Posons S , (t)= S7:§(t).
k O

Soit (5(t, x) une des fonctions suivantes:

( +o"; 12( 1( 7 0 - 2 ,  0 - 2)1e l  + a i  i logo u
) 1021 L a,

+
o .  ),12 e
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( ± '1 + o
5
n, 0.2,21)( ai+a■ ) 2 1 1 og a212  2 1 P (  1(17 (7 2> 6 2)1* )

P-'21 I cr, a, ia21

où a, fl, y sont des nombres réels.
De (2.3) et de (2.3'), on voit que, pour tout nombre positif c. Mt, x)kr i a2 1E c C (Q )
quand on pose S(t, x ) l a i a 2 1 '  =.0 pour (t, x)(;ÉZ.**)

Pour une couple de nombres réels (k, I), on désigne par (5S(k, I), la classe des
symboles 1.e C '(Z  x R ) tels que, pour tout nombre entier i  et tous multi-indices,
a ,fi ,  

il existe une constante Ci telle que

la21+ 1170'21) 1' 1x; x)( +  1

)a 10- 21

16  1(t)e 2(X)1 k ( 1 + , p o u r  (t, ; ) e  Z x R"

Quand ö l, on écrit S(k, I) au lieu de 1S(k, I).
Par définition, quand À. e S(k, I),

airacgp e ( + a', Y ( 1(17 02 , 0.2)1 I I
a, ) 10'21

Pour une couple de nombres réels  k >0 e t  1, on désigne par 6(t, x)(k, 1) une
classe des symboles ). e C00, T] x R2 ") tels que

a) ). e

b) pour tout entier N >0, il existe (/)( e (
ra21 +10.21 

 y 
6 s ( k ,  

/— i) i=0, I •••N
la21

et 1//N e S',7,31 - '(t) tels que

) = Oi+tPN
i =0

On pose ao (À.)=
Par définition, si k>0, SS(k, 1)(5S- (k, I); ici pour fESS(k, I) on pose f  =0 sur

{(t, x)eg2; o- 1 (t)o- 2 (x)= 0).
Quand pi (t , x ; )e  (k ,, I i ) i= l, 2, on voit

Pl(t, x, MP2(1, x, D) e S(k, + k 2 , 11 +12 ) et

on peut choisir a0(PIP2)=a0(Pi)a0(P2). Ici, p(t, x, D)eS(k, I) signifine l'opérateur
pseudo différentiel dont le symbole est  à S(k, 1).***)

O n utilise le  fait suivant : quand a(t, x; D)E s?(0) n S(0, 0) e t  b(t, x;
> 0

D)e S(1, 1), on a abeS(1, 1).
Dans la suite on écrit o. p. d. à  la place de "opérateur pseudo-différentiel".

Soient P, Q deux o. p. d., alors on désigne par PoQ l'o. p. d. dont le symbol est le
produit de ceux de  P et de Q .  A la fin, on pose S- °̀ , i(t)= n .9 ; 1(t).

*) On définit l(F0 . 2, 62)1—(1r0. 212 -1- 6 ) ' ' 2

**) Rappelons que Z— ((t, x)I i (t)cr 2 (x )*0}

***) P(t, x, D)u---(27t) - " 5e''.ep(t, x, eweve
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§4 . Réduction au système à  premier ordre.

Dans la suite on suppose que l'opérateur satifasse aux hypothèses [H-1] et
[H-2] et remplisse les conditions (2.8) et (2.9). Soient z une fonction non-négative
de C (R )  telle que z=0 hors de ]-2, 2[ et z =  1 sur [- 1, 1]; i = 1, m  l e s
racines caractéristiques de p„,(t, x; T, Posons

x; x;

De (2.6), (2.7) et de la définition de symboles, on voit

(4.1) x ;  )e S (1 ,  1).

On pose A i (t, x, x ; Dr ) ( i= m) et

(4.2) L i=  (D ,- A i (t, x; D r ))•••( g -  A 1 (1, x; Dr )) (1=1,...,

Par le calcul des o. p. d. et les propiétés de symboles définis  à  §3,

i- I i - k - 1
(4.3) L =  D +  E  C i(t ,  x ;  D r )D f ‘  o ù  C i ( t ,  x ; D x ) =  E ck's(t, x; D x)k=0 s=0

Ck' s 1i, X , (  1 + 1

 S ( i  —  IC — S, - k - s)o-

ao(Ck .° ) = ( - 1 )" E ; , _ , . . . 4  p o u r  i _ ji--k > ./ 1 -k -1 > •••> ./ 1

Il existe les o. p. d. A i= 0 , . . . ,  m  -1, k= 0, i, tels que

1) A = 1

1-k-1
2) A = x ;  Dr ), k = 0, - 1

P=0

* P U , X ; ) e 1
6 1  ) 1' -  k  -  p ,  i - k - p )o-

3 )  o - 0 (A ie )(t, x ; est à valeurs réelles

et que l'on a

(4.5) g =  E
k 0

A iL k , ici on pose
=

En notant que, si E SU, 0 1 > 1 ,

0.0W E ( I(1 7762„2, 1
a 2 )1  )s(1 , / - 1) et que

) S ( / ,  / -  1 )  c  S ( / -  I, 1 - 1 ) ,  on voit
(  I( FCIa2 21 6 2 ) 1

m - 1 m -2
(4.6) P„,- L„,=  E  al(t, x : D )M +  E x; D r )L4

i=0 i=0

(4.4)
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Où a l  e S '( t )

m 4 7 1  2 ,ka i —  L  a i
k= 1

a 2i , k  E r + a l
(71

k _
S(132 — i — k, in —i — k).

Compte tenu de (2.8), (2.9), (4.4), (4.5) et de (4.6), on obtient la

Proposition 4 .1 .  S i  ropéarteur P satisf ait aux  conditions (2.8) e t  (2.9), on
m-1

a  P=L„,—  E (Bk + B04 où
k=0

m -k
Bk = B k 's ( t , X ;  Dx )

5=1

Bk'm - k = — ak,o(t, x)
s _

Bk , s(t, x;
(  a ',  + a

'  

)log
S(m— k —s, k—s),o- ,

s = I , in— k— I

1m a o ( B P ) ( t ,  x ;  ) e  
o -, +  a '

' +  log aa  S ( m — k  —I, k —I)
,

et 13,2,(1 , x ; )e  S (t).

En effet, les (2.8) et (2.9) montrent que, quand on pose

P —  P„,= E a k (t, x ; D x )M ,  on a
k = 0

m  -  - k
a k (t, x ; D x ) - =  E  al(t, x ; D x )

i=o

(4.7) o ù  4(t, x ; D x )=ak ,o(t, x ),

x ,  . ) e l - (  °-' + 6 ' 1  )Ilog aiail 7 "  i S (j, j),

e t  1m 4 1 -  ' - '  E[ u ' 4-(3- ' + Ilogaia il S(m— k—  I, in—  k— I)cr 1

d'où l'on a la proposition 4.1 en tenant compte de (4.4), (4.5), (4.6) et des propriétés
des o. p. d..

§ 5 .  Réduction au système à premier ordre (suite et fin).

On continue a réduire le problème [C] à celui pour le système à premier ordre._ 
u i

Posons U=
_ Urn _

a, d'après la proposition 4.1,

i=  I ni —k—1

,  où i = m . L 'é q u a tio n  Pu = f  est équivalente



/11 1
A 2 1

o

. .
. .

1

0

14+ 13 1+ B 2m-1 _
(5.1)D U =

0  -

- y
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où

m-i
B I= BI , "

k=1

.B! k e   "  1 i k r , 0 .2 0-211
5  i  2 1  S(m—i— k, m—i— k)

pour k = 1, 2,..., m — i —1
,

6lm ao(B,1 a1  + 7 a a j  S (m — i-1,m — i-1)
al

B)'"1 - 1 = —ai, o (1, x)

e t  Bf(t, x, D x )ES - °̀(/)

Proposition 5.1. I l  ex iste N  la m atrice carrée d'odre m des o. p.d. dont les
éléments n u  remplissent les suivants

I) n i i = I, ni i =0 (i < j)

2) ni , i _  =  0  i=
i-t-1

3) nu =  E  n7.1( i _ j  + 2 )
s=i

a lo -+ ', 110g i-8S(s, s)
a l

Et quand on pose V = NU, l'équation (5.1) se m et sous

(5.2) DiV= +[Cii i V+N 1,1C1 --I

_ f —

où Cii = 0 (i < j)

C i i  S ? ,o ( t )

C ii (j <i m )

(5.3) Ci; E S7,0(t)

c)i e [llog ojo- 31( a I + ° J ii S ( I ,  1 )o- ,

E
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et Im a o (Cl i _ ,)E (Ilog  a i +  a ' + a " ),S(1, I)
cr,

Pour montrer la proposition 5.1. on prépare les lemmes suivants.

Lemme 5 .2 .  S oit A  une m atrice carrée d'ordre in dont les élém ents a u  sont
nombres complexes et a 11 = 0 pour ( i, j)  tel que i— j<k où k est un nom bre entier
positif.

Soient i=1, 2,..., ni des nombres complexes distincts l'un de l'autre. Quand
on pose

nu  =0 (i — .j < k, sauf le cas où i = j)

nu =1

(5.4) ,
; ; (n 1 ,1 -1

OÙ=  / 1 „ , +  =  0

et N=(n i i ), on a

, À1I  . I

N • *-. •  I + A = At+

 

c t i

           

OÙ C=O  (i—  j0k)

C i , i - k
=

n i , i - k -  I —  n i+  1,i - k•

Lemme 5 .3 .  S oit K ,  une m atrice carrée d'ordre in de o .p .d . qui a la forme

. 0 r- 0, alors l'inverse de K ,, Ki- 1 , est défini par 1 où
_ k) i  1  _ k b  1

(5.5) lq•= ( - (i>i).

Prenons, au lemme 5.2,

0
et k = 2A =

cr0 (Bk 1 ), cro(B1' 1 )•••ao(BJ3), 0, 0 _

et on définit n u  selon (5.4) en posant i. i = 2(t, x ; où )..,(t, x; i =1, 2,..., in sont
les racines caracteristiques. Soit x i une fonction non-négative de C (R ')  telle que
x1(s)=0 hors de ] —3, 3[ et x ,(s )= 1  ur [ —2, 2]. Et on pose

= —;(1(11)) (i
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Alors, de (2.6), (4.1), (5.1) et de (5.4), on voit

EL 6 1 +  (7 'l log aiaillS(i— j—  1, 1—j— I)

Soit N,= (ñ ; j ), et on pose V, = N 1 U, alors l'équation (5.1) se met sous

(5.6), D,I/, I

 A l .

+ v, +
0

_ j .

 

_

o ù  CW =0 (i—j<0)

C = C "  C l ii ) 2( i — j

• E S? , o(t)

0 ) 1 =0 (1 < i<
-

C E llog S(I, I)

I M  0 - 0 (C 1 ,11-2.1 )E 1  ° J i C  I  +  'log a;o- illS( I, I)o- ,
c (

p

111._ c ( , ) , , p
- =2

(i—j>2)

• E  6'1 +  6 1  !log cricri'
a

i

P S(i— j + 1—p, i—j+ —p)

En général, quand Vk vérifie l'équation

 

A I
{1 1 ..

D,V k =

•A „,

       

(5.6) k
+

 

V,, F k

        

où =0 (1< j)

C iT = C + C i j
k )2

CW 2  E S?,0(1)

(5.6' ) , , C l k i  I  = 0 (1 < i<M )

i - j
G 1 e[_ + ° 1+ c ' 'log s ( I,  I)

0-

(I k)

„  ( f " ( k l l = [ °-'
1
+  o-

I +1 log aiail S(1, I )
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11.= Ciki)11P
P=k+I -

(i— j>k +1)

(71
llog Cr i ail

ip

S(i j  l — p, i — j + 1 —  p )

on prend, au lem m e 5.2, k+2  a  la  p lace de k et

0

O Ù  au =  a o (c li kli ,k+1)

ak + 3 , 1

am ,m alu ,rn - k -  2 0-0

(i — j> k+ 2) e t  d é f in it  n(?)+ "  se lon  (5.4). E t  o n  p o s e  fi'i ')+I ) =0'6+ 1 ) (I —

( i0 j)  e t  ii r ' ) = I. P o s o n s  V k+ =  N k +  1 7k N k +  =(111)+ 1 ) ) a lo rs  V k + I v é r if ie1 

l'é qua tion  (5.4)k +  ,, ic i o n  p o se  Fk + 1 = N k + i Fk . En  e ffe t, on  vo it que , d e  (5.4) et

de (5.5)

T k + 1
(5.7) f ri ki +i) e 2 2log  6 16'21

j - k - 2

• •SO —  j —k— 1, i — j— k -1) (i— j>k +2)

(5.7') = E t h ( k + 1 ) , , (i— j k + 2)
p=o

-1k+ 1 + p
( k + 1 ) 1 P E l I 110g UjOil 1111 u S (i — j— k— l— p, i— j— k— l— p)

L

où (1)111- i(t, x, D x )) =[N k + , (t,x, D x )] , et que d 'après le lem m e 5.2,

A =

 

/1, I

• . . . • 1(5.8) Nk+i

  

=[(''61, où les éléments Cl") ) ont les m êm e propriétés que (5.6)„,_,.

Ic i on  a  u tilisé  le  su ivant: s i p(t, x; ' S(I, (1>1),

1)--ao(P)el 1 ,1 -1 ).
ai

D 'o ù  l 'o n  v o it  q u e  Vk+ vé rifie  l'équa tion  (5.6)k + 1 . Pou r m on tre r la  p ropos ition

5.1, il suffit de poser N = N,,,  , N „,_ 2 . • • N  1 . C. Q. F. D.
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§6. Inégatités d'énerige.

Dans cette section et les suivantes, on va montrer les inégalités d'énergie pour
l'équation:

(6.1) D,V=- L V+ F

/
1

I .
I  .

•• A„,

(6.1' ) Cii = (i <j)

= +  C?;

C h= 0

C i t e  llog aai + 6 i S (I, I) (i>./)ai

lm e  'log aicr2
21+  u'i+at

cr i
S( I, I)

 

Cf ;  e S 0 (t)

Dans cette section, on considère le cas où a 1 (t) C0  (C o est une constante).
Alors, on voit

(6.2) Cliellog 0ririS(1, I) (i— j>0).

Soit z une fonction non-négative de C (R )  telle que x =  1 sur ]-2 , 2 [ et z =0 hors
de  ] - 3 ,  3 [ .  Posons ti/(x; ) ---Z(<00 .2(x)), o ù  <0 2 = +1,..12 . Comme 1//(x;
S(0, 0), on voit de (6.2)

C) i (t, x; )t/i(x; (;) (log (CO + I ))i - i  E  r■ ,(t) (i> j)z>0
CIJ(I (log(<>+1))-j-i e S(1, I) (1>j).

o ù  L = + [C, i ]

D'où l'on obtient le
- I

Lemme 6.1. Quand on pose V , = log (<D> +
•. [log (<D> + I )]-

requation (6.1) se met sous

(6.3) D,V ,=

{— A ,  log (<D> + I)

log ((D> + I)
A,,,

(log (<D>+

(log (<D>+ 1)) 1 - "
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où

0 <j

Cii e S7,0(/)

Cii = CL! + > i)

Cl i  E 1) supp CL; supp ( I — 0)

Cli  e s? , ( t )
c>0

On définit n11(1, x; '0 par

nu  =0 (i < j)

(6.4) l i i i  = I

Cl • i--1C l .
k I 

• " ,   
/ t i k= j+1

On voit, de (2.6), (4.1) et de (6.3'), nu e  r■ S?,(t). Par la définition de n on a la

Proposition 6.2. Soit N  la matrice des o.p.d. dont les éléments sont n i (t, x; D).
Quand on pose V 2 =  NV,, l'équa tion  (6.3) se transforme en

(6.5) D,V 2 =
A,

'•, 1+A1og(<Dx>+1)+B } V2
/1„,

+N [ l o g  (<Dx>+ 1 )] - 1

[lOg (<D.„,>+ I ) ] ' -
"

o ù  A ,  B e i S ?  ( 1)
c>0

En effet, compte tenu du fait:

). 1 (t, .v;

x ; ) x ;  (r) _

- '1 1 (1: ;

• . ) ,„ ,( t ,  X -
N(t, x; N(t, x;

on obtient (6.5) par le calcul des o.p.d.

Lemme 6 .3 .  P o s o n s  Av =(1+<D x >)4 r. A l o r s  o n  a  Agt E S1:0T ' ° ( t)  où

q+ =max (0, q), A - qtA,A+q' — /1 1 E  S?:8(t) e t, pour 0(1, x, SL(t), a— A - vaAqt

ES g r , " ( t ) .
s>o

Par la considération ci-dessus, on a le

Lemme 6 .4 .  Quand on pose 1 3 =  A - qt y2, on a
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1(6.6) D ,V 3= --— q log (<D„>+ )) 17 3

347

A ,.

}

+ A log (<Dox > +1)+B V3

- I

+ / 1 "N (log (0 + 1)) - 1

.(log <Dx >+
Où B e Th S7•2(t).

'

Soit p o une constante telle que

i(A(log <Dx > + 1)U, U) s l:<.poil(log<Dx >-1-1))"Uli +C,111-1 11
où C s est une constante ne dépandant que de s. Quand on choisit = p o (resp.
q= —po ) au lemme 6.4, d'après le lemme 6.4, on a

d
dt Mi/  311s -,Cs(MV3M s+

--CS - 11173!I s C s(11 1 311s + 11F Ils+Tpo)1•

D'où l'on a le

Théorème 6.5. (au cas où u(t)=C 0 > 0 )  S oit V(t,x)une fonction de C'([0, T],
H ') qui satisfait l'équation (6.1) avec F e  C'([0, T], Il ex iste un nom bre
positif  k tel que, pour tout nom bre entier et tout nom bre réel s, il existe une con-
stante C,,s  et on a

(6.7)M  gi/(t, ci Df v(0, x)11s+k-1-1-1
i=0 i=0

( r I
+

. O i_;M M F (r x )M s+ k + i— id T )

(6.8) d IMV(t, 111)117(T, si-k+ I— i
i=0 i=0

T  I±Ç E x)11.0-k+,_idt).
. r 1=0

En effet, il suffit de noter que

VIls_CslIV3lis+1+Tq''

V311s_.‹ C j I 7 11,-F7-t-in' •

resp.

§ 7 .  Inégalités d'énergie (suite).

Dans cette section et la suivante on considère le cas où a,(0) = 0 et cr 1 (0> 0 (t >0).
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Soit z une fonction non-négative de  C (R )  telle que z=1 sur ]-1, 1[ et z=0 hors
de ]-2 , 2 [.  Posons

OE = llog cria31 ( ±°"' m 1 0 '10 '21 'I" < 0  ( Z( 0- 2(x)<0 )) 2 + log ((0 + 1) .cr i

D 'après les propriétés de a, et de a2 , on voit que OEE SI!(t), et que, pour tous
multi-indices fi, y  et tout nombre positif r,, il existe une constante  C Y P E  telle que

e!'„ect(t, x;
oc(t, .v;

ataf?ceYou, x;
2 0 ,  x ;

0,0110Y4 a(t, e;')

cx(t, x:

,

+11 ) e-1-1:1/3 1- 171

et que pour tout />0

log (<0 + e s? , (t)
r >0

log (<0+ l)' (7 -1 ) e _cn> . ( a' )s?:2(t)ln [ s1•3(t)]_
(voir l'appendice I)

De (7.1), on voit qu'il existe B,e S',1 .°(t) (1= I, 2,..., in— I) tel que

B,(t, D x )(2 - 1 )(t, x; D x )— I, (1- 1 )(t, x; D x )B,(t, x; Dx)-1 e S ' , °(t)

et que
(7.2)

B,(t„v; iocio; x ; P  OE)(D x  i / ). ct i-2 I  e s Ï ,0( t )

E>.

Proposition 7.1. En utilisant les notations de (6.1), quand on pose

(7.1) (1+11) ,.1/1 1-1-Y1

U 1 = D x )

11 - ";(t, Dx)

V, l'équation (6.1) se transforme en

   

A,

  

/(7.3) DrUi=

   

•• •

s i n - 1

          

+GV+
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où

cl1i =0 i — j< - 2

d i i = (11J + di ;

(7 ,3' ) n  S M (t)

d = 0 i — j<0

x ;  ) =C,I ; (t, .v; )(xj - i(t, i — j< I

/11
= (-1 ) D tc!  e (n  (  6 '1 +  I  )S?:E?(I))n(() s ,,?(t))

g ,:›0 I , 4;>0

GES - ' , °(/)

Remarque. Soit une fonction non-négative de C ( R )  telle que j  I  s u r
]— 3, 3[ et que 27—_- 0 hors de ]-4 , 4 [.  Quand on pose

d),') = d 1 1 ( I  i.(a2(-0<0)) 2

dl:1=C— dl:), de (6.1') et de (7.3') on a

e[ Ilog o-io-31(
+ o -

' ) 1 S ( 1  — • , I — . ni

I — In

(7.4) lm 1
1d!

0

, . e(Ilog + +  -6  I )lo g  o -2,o-
2
2 I 6 ;  +  1

1 -
CI Cf

et

4 ,1 e sNo(t).
E>0

La proposition 7.1 découle immédiatement du

I  )— —m

Lemme 7.2.
a) (a - '+')(t, x, D x )CI ; (1, x, D x )B i _,(t, x, D x ) —cti - ioCI ; (t, x, D x ) E sy, ,o ( t )

c<0

( i, I, 2,..., m)

b) (7 - ')(t, x, D x )B i + ,(t, x, D x.) -1(t, x, D x )e s?.?(t) (1=1,..., n i-1 )

c) oc 1+1 (t, x; D x )A i (t, .v; D x )B i _ i (t, x; D x ) — A i (t„v; D x ) E  n o s?:?(t)

(i=  I ,..., ni)

d) pour i=  I, m

[

d  c c i( t  x •  D )
d t  "  x

131(t, x; D ) — (— i)( —a)oc - '(t, x; D x ) E  n s M(t).at

La preuve est donnée à l'appendice.
Dans la suite, on considère l'équation
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(7.5) D, V= EV+ F

A l . l o g  (<D,>+ 1)

o ù  L = •• log.kDx> + 1) +  [C u ]

C 1 i = d 1 (i 1)

(7.5') C 1,1 + 1 = c 1 = a'ilog' +a,
(710-2 '" "' - - Z(a2(x)<>)) 2

C il =  0  d'autres (1,j).

On partage V en deux parties. Soit xi une fonction non-négative de  C ( R )  telle
que z i =1 sur ] —2i, 2i[ et z i = 0 hors de ]— 2i-1, 2 1+  l [ .  On pose

(7.6) 01(t, aicr2<°e31log(<0+1 )(0 ',+a ,)

et V I = tP3 (t, X , D x ) r

V2 = (1 0 3 ) (1 ,  X, .DX )

Remarquez que

E S(0,0),

e s?, (,) (t) et
ii>c) ' •

P '• E
(  

a '
1

 +  a
i   )so , (i)oz.,

1 „, n En s1.0,(0].ct ` L o cri ).() •

On voit que

1
A, cx2

•(7.7)D 1  V1•  ' ' . . •  • + [Cu

 

V1 +(D,0 3 )(t, Dx )V

 

+ D I V+11/3(t, x; Dx )F

}

+[C , J ] V2 + ( — Dr 0 3) (I, X ;  D x ) V

+ D 2 V + (I — 03)(1, x; D x )F

DI , D2 E n  s ? (t )c>0 '

(7.8) D, V 2  

Ir
Al . .

 2 2. .

_

o ù  oc2 = log (<D> + I)
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Par la définition de

= 1/1 4(t, x ; 14)17
1 + y r  o ù  y  e S '. ° ( t )

Ci j 11 ,=C ; /4 17 , +y u )/ o ù  yi j  E S -x •° (/)

Lemme 7.3. Il ex iste C o  G  n s? , (2(t) - I) tels que
o

C 1j0 4 - Cii(0id) e S?:?(t)

rn- I

o ù  d =  Llog + a '  )1  m lo . ,o-
2 <>1 ,in (1 —z(o.,(x )<>)) 2

En effet, les majorations (2.3) montrent le suivant: pour tout nombre positif
g, il existe une constante C, et on a

(7. 9
)

Ci10-2I<> < 2 1 0 .  0 . 1/A\
(a.

1 +o- )log (<>+1 ) 21\''

Icria2K0D 'où l'on voit que est borné sur supp 0 4 .  Alors, compte
i l o g

( 7 '
1
+ o-

I  )

tenu de (7.4) et de (7.5') on a

C i j (t, x: )IP4(t, x; )1 d ( t , x ; )6 ,9 (0 , 0 ) ,

d'où l'on obtient le lemme 7.3.
D'après lemme 7.3, l'équation (7.7) est égale

— A, 12

(7.10) DtV i ••• C't2 +C1( d) V i + C 2 V

où C1,

A,,,

C2 E S? , (2(t)

+(D i til s) ( t, x ;  Dx ) V+1113 (1 , x: Dx)r

Pour ce qui est de V2, comme le cas de VI , l'équation (7.8) est égale

A 1 1 2

(7.8') Dt V2 = c<2. + Cii°( 1 —1112 ) V 2  ( D ttk 3 )(t•  X ;  D x ) V

+D 2V +( 1 - 03)(I, x ; D .)F

o h  D2 e n s? , ?.(t).

O n va diagonalizer "la partie principale" de (7.8'). On définit le diagonali-
zateur comme ci-dessous. Soient n  (s= I, 2 i, j=1, m ) les symboles définis
par
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nb= 0 —.i —

(7.11) nh=1

1+11 

j= { c ..(1  —  2 ) +  E  rilk oCkio(1 — 2)}n i -  A;

=  1  
, ./ i— oCi-I,J0(1 — 02)onf , i-1 —1)

k= j+I

(7.11') 2 —nir 1—
2  —

Posons

N s =[M i (t, x ; D i ) ] .  Alors on a le

Lemme 7 .4 . (en utilisant les même notations que celles de (7.5'))

{
A,

D —(7.12) N2N1 r '.
Am

—[C,./.(1-111 2 ) ]} N i l N i l

= D,— — [d u ] — E —G

où e ['log cricri( + a ' ) s (  

d i i = di+ tif

C1+1 PD_ ; (I - 4 1 2 )   0;4 1
-  t/12) -

( 0;41— II/2 )

-
(7.12')d e  ilog tricril(  a ‘i + a l )1 2 S( —1, —1)

al

d i j  e aio-31( a  1 +  a ; )1 2 -  m  s(  1   —1C 1 —  1 ) —1)

supp du c supp (I — 02)

E e ( r■ (  a "  
+ a ' )S?;2(t))n ( n  se,, ?(t))

e > 0 ai e > 0

Ge r1 S U (t)
E>0

Remarque. De (7.12'), on a

du e r  S ( t )
e > 0

(7.13)
d i i , di e[llog a' + C T 'l )1 1 + j -m S('- ' ) Oj)mar
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Re dl E 'log aiail( + ) . 9 ( 0  0 )

lm dl E (110g c71I +
+ a

' )S(0, 0)a i

Re dl e n  S ° ( t )  et

Re d! — (Re d l)* E s?, ?(t)c>0 ' -

où (Re dl)* est l'opérateur formellement adjoint de Re dl

lm dl =e+dt

(7.16) [log (1 + «> )] d e  n  sci , ?.(t)
>

d4e( n  (  a ' +  ) 5 ' 7 ( t ) ) n  ( n  Sel ,

'
?(t))

c>0 E>o 

Ars E n  s7 , 2(t), et
'

(7.17)
(  d  

N s )E ( [1> 0 ( ° J i  cr
+ r 1 )S CI'° (t)) n SEC(t))

dt E>13

En effet, d'après (2.3), (2.3') et (7.9), on voit que

1(7.18) 110g 0aiail( 
 a '  +  

)
al(t)16•2(x)1<0 

est borné sur supp ( 1 - 2) (t,
et que, pour tout e > 0, il existe une constante C, telle que

(7.19) (  +  Cr
  I ) C  X0e (le 21+ IF C 21  ) CX,De.

C IO21

,
e t  I log o lu ilç a - 1 ) 5 C X 0 '  sur supp ( 1 - 0 2 ) ; ) •

D'où l'on a (7.13), (7.14), (7.15) et (7.16). Pour ce qui est de (7.17), il suffit de
remarquer les suivants:

e [(log ()ici(  +  a , S( —   —I 
a )

I —  
)

— 1 . —.(7.20) nf • E ['log  afail(
+  a ,  

) 1  m ‘ j ( . - 1 ) ,  - 11 )o-

(j 1 + 1)
et supp tzl; suPP  ( 1  — 111 2 ) (i Op •

Pour montrer le lemme 7.4, on remarque d'abord, par les définitions de N s = I, 2,
en posant Cu = Cuo(1 — 1//2 )
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-  0

0 0

C i i  . • 0

A ,.

Jun _

o C7, 2 . o  
O

(7.21) O
• • •

o
C m - I ,m

  

0  C 1 2  0

      

• C •
A,„

oN2

 

O

    

o ù  d„ e7, ci +  •1 0 ;

j Je[ilog 6'1 ± a  I S ( '
i —j 

m ( i > j )a 1

) I
supp d1; s u p p  (I — tp,)

En utilisant la remarque précédente et (7.20), (7.21), on obtient le lemme 7.4.
D'après le lemme 7.4, (7.13), (7.14), (7.15) et (7.16), on a immédiatement la

Proposition 7.5. Il ex iste les m atrices carrées d 'ordre m  des o.p.d. M, N
telles que M N=NM =1,„ et que, quand on pose W2 =N V 2 o ù  V2 est déf ini par
(7.6), VV2 satisfait à l'équation

(7.22) D 1 W 2 =  {
-  d,.

[ d i 1] 6  / W2

 

+ {E log (0 ,> + 1 )+ G +  H} V + N (1 -0 3 (t, X, D .„))P

o ù  d i  E iTh see oc(t) et d i — dP eS?:?(t)
e>0

X ; 0) 2 !log aia31 a (lai0-21<0)-
al

 

(7.22') du e n  s(009
r> 0

G ep-\ (
al  + a  I ) S ? :2 (t )1 n En sOon

E>0 al ,.()

E, H e n Sm(t)
&>0 •
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Remarque. Des majorations (7.18) et (7.19), on voit fi e n  S1, ?(t). E n  so m m e,
'

d'après (7.10) et la proposition 7.5, on a la

Proposition 7.6. Il ex iste N, M les m atrices carrée d'ordre m des o.p.d. telle
que, NM =M N  =I„, et N, M E r s?.? (i). so it  U1 un vecteur déf ini à la proposi-

r>0
tion 7.1. Posons

01=0 3 (t, x; D x ) U,

Alors Y , et 0 2  satisfont

0 2 =

A ,.

aux équations:

N(1 — v/3 )(t, X ;  Dx ) U1 .

(7.23) Dr e l =
{

+A131 C i + (B r , log (0 x > + I)+

-1-(B12 log (‹D x >+1)+C 1 2 +

r
D 1 2)02+ E I V

+G, cx- '
/ 1 — in

A ltd i
D102 — +A2/32 }

0
2

_ A m + d„, _

+(B 2 1  log (0 , › +  1) + C2 1 + D21) 0 1

+(B 2 2  log (<Dx >+1)+C 2 2 + D2 2 )0 2 + E2 V

-

+G 2 OC—
 I

où

d i E (1  SM (t)
E>0

d i — d'il̀ E r\ SM (t)
e>0

=
1

a ;  + 6 1  ) 1 - - tm (1 0 . 10. 2 1 < 0 ) ( I  — Z( 6 2(X)< ,D )) 2
a i

/3 2 =  (I —  th ) 2 (11og crfaii 0 »i +CI V+-1---

a i) (1(71(72K0)-41.

(7.23') C i ;  e ( n  6 ' 1 +  a l  )5 ? .° (t ) )  n S ( t ) )
e>0 (71 C>0

(i, j= 1, 2)

A i , B i »  D i ;  e t  Gi E s? : ?(t) (I, j=  I, 2)
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(cci)(t, [(hogC r ;  C  ) 1 - -  10 . 10.2<011" ( I  — Z(0. 2(x)<O)/ 2
1171

+log (<0 +1)

E i ES - °°'°(t) 1, 2)

Remarquons que l'on voit, par les majorations (7.9), (7.18) et (7.19),

(7.24) fi i e r s l , ?(t).
c>0

§ 8 .  Inégalités d'énergie (suite et fin).

On transforme encore l'équation (7.23) en forme convenable à obtenir les
inégalités d'énergie. Rappelons, en utilisant les notations de (7.23'),

fil =
1  X ,(t •5 )(110g cr inicy2 1 ( TI ±  a i ) 1  1- - 1

2 a , l a i e r 2 < 0 1 7 ."  ( 1  —  x ( a 2 ( x ) < O ) )  2

/3 2= (1 -- t//1 (t, x ;  ) ) 2 (11og 6+ Cr

0  1

Lemme 8.1. On a les majorations:

(8.1)S t o fii(s, x ,  )ds log (<0+ I )  p o u r  t e  [0, (i= l, 2)

où co  est une constante
et

(log (<0+ 1) + 1) - ' f)
t fl i (s , x ; )dse  n S M ( t ) .

e>o

On fait sa preuve à l'appendice.
On pose

ep ( t ,  x ;  )= e x p ( — P1 1
0 (13 1±#2)(s,

Du lemme 8.1, on voit que pour tous multi-indices a, 13 et tout c> 0, il existe une
constante c„,p ,, telle que

(8.2) x,
ep(t, x,

De (8.2) on a, par le raisonnement pareil  à celui du lemme 7.2, le

Lemme 8.2. Il existe f  (t ,  x ; )e S 1 ' ' ° (t) tel que ep (t,x ;D x ) f p (t, x; Dx )
° e>0 "

—1, fp (t, x; D x )ep (t, x; D x ) -1  E S- ' , °(t). Et on a

Ca./1,s(1/11 +  0121+1°1 0 +
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i) ep ( t , x ; D .)) fp ( t , x ; Dx)+ P(fi 1+ 132)(t, x; D x ) E 1m spgt)

ii) Pour tout ac 1m sl , (2(t) o < 1 )
c>0

(8.3) ep(t, Dx ) a .f p (t, x ; D) —ae 1m s?.2(t)
E>0 •

iii) e ,( t ,  x ; D x ) Aifp(1, x; Dx)

1+ (— P)[5: 0 1 (s , x ; Dx)+ 132(s, x ; D x ) ) d s ,  A i l}  E r>10 S7:2(t)

et [log < D x > + 1 ] - 1 [ t ( f l y  + I32 )d s, A  E n  s?.2(t)
0 e >0

o ù  [A , B ]=  AB— BA.

En remarquant que le lemme 6.3 reste valable au cas où cr,(0)=0 e t a ,(t)> 0  sur
]0, T ], on obtient, par le lemme 8.2,

Proposition 8 .4 .  (on utilise les même notations que celles à la proposition 7.6)
Posons

W1= il - qtep (t, x, D x )

A - ve p (t ,  x , D )(7 2 . On a

D,
— w1 —

— 2 —

( —q log (<D>+1 +  f i 2 ) ( t ,  X ; Dr))

 

WI

   

W2 —

   

-  A,

  

- [A1+1 1 2, Al]

[11 1+112, Am]

[12 1+12 2, A l]

[11 1+11 2, A .] _

 

Am

A 1 + d1

A„,- d m  _

  

A 113 0 - B12 — C12
(8.4) +

0 A2 /32  _ _ B21B 2 2  _

log (V) .„› + 1) -1-[
C11

C21 C22 — — W2

b-  11
5-

12 — W, E1 -

U +
i21 22 — — W2 — _ E2

I
G1 -

+ A - qtep (t , x , D x ) a - '
_ G2

oc i-m

où
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x; (i= 1, 2)
. o

E s?, ?(t)
c> 0 9 .

e S - ' , °(t)

Avant de montrer les inégalités d'énergie, on prépare le lemme suivant dû
Nersesjan [3] (voir aussi Nishitani [5]).

Lemme 8 .5 .  Supposons que une fonction U(t, x)e C "([0 , T ], H"), satisfasse

l'équa tion  (6 .1 ) avec  F(t, x)e C'([0, T], II"). O n  d é fin it, su cce ss ive m e n t. I

j= 0, t, 2 ,..., comme lès solutions des équations suivantes: -

A,

DitIo(t, = + [C] U0(t, x)+ F(t, x)

U0 (0, x)= U(0, x)

(./_>2.1)

(8.5)
0

      

= + [Cli ] +

      

U ; (0, x)= 0

Ici on utilise les notations de (6.1) et (6.1'). Alors, quand on pose

v„(t, .0= o f, x)- E (n=o, 1, 2,...) on a
i=0

pour tout nombre réel s,

u„ ( t, Cs,„ x)IIs+„dr)

(8.6)
n+I_

„(7 ( t )  x

x U(0, x)II,4-n+ I +1 0
tx ) 1 1 , + „ + I d r )  p o u r  t e  [0 . T ]

etI I  V„(t, x)II =0(a, 2 —  (t))

où C s ,, une constante positive. D 'autre part, si on a la m ajoration 110- 2(0"/ 2 U(t, x)11,

< C o  où  n est un entier positif, on obtient



+[C 1 ]

- A 11

V+G, e t  cr'1 (0>0, on obtient (8.6) de (8.8) et

. A._
d e  (8.9). Pour montrer (8.7), il suffit de remarquer que, pour i=0, 1, 2,..., n - 1 ,

Mai? (t)U(t, x)Il s _C,11(4(T)u(T, x)II.
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rr „—I
,T, 2  F ,T , X , 11,110 ,  .,C) 11s—„ K Ci o  ±  ) E ( ) „+ichi=o

(8.7)
n-1 i

11°. ? (DM ', x)11,-n+

où K est une constante positive indépendante de  C O 3 U  et de F.

Preuve.* )

On voit que V„ remplit l'équation:

 

{rD i V „(t, x)=

V„(0, x) = 0

A, I

1+ [ C ]

A„,

  

V,,+ [Ci,] v„-1

(8.8)

 

où V_i = U (n= 0 , 1 , 2 ,• • • )

Par (6.1') et (2.4), on a, pour s nombre réel,

(8.9) (Mv11.0-1

En utilisant les inégalités d'énergie pour l'équation

CT i +1 
t {0 .

1
 2  ( T )  N T ,  X )  11 s+1 ± a i  ( t )  AT) Ms} ;

qui découle de

dj _
(o- ; (t)U (t, x), a; (t)U(t, x))sdt

> —C,(114 (t)U(t, x)I1 + 11[Cli]u (t)U(t,

x 114 -  (t) U(t, x)II s+ 11(4 (t)R1`)11 cr (t)U(t, x)

C. Q. F. D.

On est maintenant prêt  à montrer le

Théorème 8 . 6 .  (Inégalités d'énergie au cas où  c7 1 (0)=0 et o- 1 (t)> 0 sur ]0, 71)
Si U(t, x )eC e([0 , T ] , He) satisfait a l'équation

*1 D ans la  su ite , C, signifie une constante arbitaire qui ne dépend que de s.
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I

-  A ,. 1•

(8.10) D ,U (t, x )=

.. A,,, _

o ù  C i i  = 0 i <j—  1

Cu  = Cl i  + CT;( i j )

C11 =0 (i i)

Cl i e[110g cri a i (   a i  + e i )1 i - i
ai

S(I, 1)

1
+ 0- '1  1 S ( 1 )lm e[llog o- io-31+

C f  E s?,(t)e>0 •

e t  F (t ,  x )e C '( [0 ,  T ],  H ')

A lors U (t, x ) rem plit les inégalités suivantes; il ex iste un nom bre k > 0  qui ne
dépand pas de U et de F, et pour tout nombre réel s et tout entier 1>0 on a

f i
E Duet, E x)11s+ k+ 1— i +
i=0 i=0

+1 I , x)11,-,k+,,d-c)0 /=0

E II D i
r tf(t, x)11s+1-i_Cs

f i

i=o i=o 
(8.12)

1
T

 E  gF(t, x)11, ± k ± ,_ i d t)
t i=o

p o u r  te  [0 , T ]+  

OÙ C 1  est une constante indépandante de U et de F.

Dém onstration. Il suffit de démontrer au cas où 1= 0 .  On utilise les notations
de la proposition 8.4.

Soit p o un nombre positif qui remplit les suivants: pour tout s

(i=  1 ,2)  *)

. 11B11Ulls P0llUlls+ CAC/11,_, ( i, j= I, 2)
(8.13)

11CuUlls Po( + a  I  ) 1 1 U  s  C  s 11U (1, =  I, 2)

11D1+),(2, (<Dx)' +1)1411,+Caulls (i=  1, 2,..., ni)

* ) Dans la suite on utilise C, comme une constante arbitraire dépendante de s.

}

+ [C u ]  U ( t ,  x )+  F ( t ,  x )  dans 52

(8.11)

et
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Ensuite on remarque que, quand on pose

fn= tfr5 (t, llog c r ia i (  c fl ± a 1  )1  2(1 0 -1 (7 2 1 < 0 )2 " — Z (0 2 (X )< O ))
0- 1

et

/33= (I —1/) 1 (t, ilogu ic r il( + ) ]  2  I

cr i

1

on voit, de (7.9) et de (7.24)

fi i(t. x ; D .,)--(13 ?) * (r )E 5 Y'2(t) (1= 1, 2)
c>o

(8.14)

Alors on a

(8.15)

et fiVE S'j (t).
r> 0

l( A1fi1tf, U) P0MMUq+CJIUM

e t  R e  (131U, U) s > die r t

( i=  I. 2)

Prenons p= p 0  e t p6 + 2p0  à  la  p roposition  8.4. O n a , de  (8.4), (8.13), (8. 14 )
et de (8.15),

d
dt (11W 211 ) 1 IC,(11W1U +11W2MD 2 + 2Po °.

U t

(11W  +  V  211D
÷

 + C s+ C s,71101

o ù  F. = A
-

gre g (t, x; D x )
G 2  _ 1

Les définitions  d e  W, e t d e  W2, (7.2) e t le  lem m e 8.2 montrent l'expression

suivante:

U (t, x)=
B,

B ,.

Bm-t

{ K ifp (t, x ; D .,)AtqW ,

    

+  K jp (t, x; D x ) Ani W2 } + SU(t, x)

o it  K,E s?•?(1), ses - -. 0(1). Com m e Bie x; D ,c )E r sf_c(ey  ( 0
r,> 0 r> r> 0

et Ag' eST:1
0 ' ,0(t), on a, pour tous s i e t  t,.

(8.16)
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110 ,, m ;   +2c07,„ +T g + +s,

(8.17)
+ W 2 1 1 +2CoTp+ i- Tq + +s i) C s,,t

De (6.1) et de (8.17), on a, choisissant s 1 =3+ 1 el t1= 3 ,

(8.18) --
d  

 lit1 113dt C , p , „  U h W 1113+1+k, W 2161+ k 0 , , ±

où k
P 'q  — I + 2 C 0 Tp+ + T e .  Posons 3=s (8.18) et 7= s — 1 — k m

à(8.16) où p,= po et q,= p,2) +2p 0 . Alors on obtient

d 
W lq  1 1 W 2 1 1 1 )dt

(8.19) <Cs(hUils-k,,,,-1+ ( 111'171 lq+ M W2II& +11Fds)

+  2poI 
+ 0 -

1 (II ulls-k,,,-i kv1U+ M w2IID 2 )

Ici on a utilisé le suivants:

et

D'où l'on a, en supposant que

Ulls=0tui P9

et IIFIls0-12P°W soit borné sur ]0 , T],

(8.20) illa s -k ,,,-1 (0 + 0 W IM + M w2IID 2 ( t)

< csc r ipow(50(  c r ïzpo, t ,)11F11 " ds j ,  _ . t )

Soit Vna une fonction définie au lemme 8.5 où no est l'entier égal ou supérieur  à 4p o .
Compte tenu de (8.6) et de (8.20) on a

V„0lls-k -1(0<csffin0(05.` a12p0(.)
0

       

D, V,,0 dr.

        

D'où l'on obtient (8.11) en tenant compte de (8.6).

En ce qui concerne (8.12).
Posons p= —po , y = —p6.-2po . A lors on a, par le raisonnem ent pareil

(8.16),
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d ,(11 W2I) 2C 5 (  II W 1  +  W 2 I)  2

— 2po I + (11W  111!+ 1111 211D 2  —  slIF11,— C s,ill U

ni—  ID 'où, en prenant 7 = s — — I, on obtient, par (8.18) où  g=s— 
m -

-

1 

— I et
nt

m -1
Kp,q = K -1 ,

0 ,-1,
(2) -2p0=

d(11
 (1101

s

-m; I  +(II -1- Il 14/211!) 2
)

1
> Cs{(11 W 1 + W 21D 2 ± Ms—  11

—2p0
+ c f

'W iq+11147211D 2cr i

Remarquons que

Il FIL _C's1IFIls+2c,,Tp2+Tq 2

OÙ P2 = P O  e t  92=P6 -1- 2 Po.
Alors on a

c 2 P qt)(1101,-  + (11Wi ll + 11 w2I1D 2 )(t)

Ms— 7 ,4 - 1  +(II Pv1 II +11 tv2 2 )(T )

C s t  a 2 °.(s)11Fil 5 + k ,(s)ds

où k 1 =2c 0 Tp 2 + TC12. Compte tenu du lemme 8.5, on obtient (8.12). C .Q .F.D .

D'après la proposition 5.1, les théorèmes 6.5 et 8.6 impliquent le

Théorème 8 .7 .  Supposons que P  satisfasse aux hypothèses [H -1] et [H -2] et

remplisse les conditions (2.8) et (2.9). A lors il ex is te  un  nom bre  k> 0  et on a les
inéga lités  su ivan tes : pour tou t s , to u t e n tie r n>0, t E  [0, T ]  e t to u te  u eC'([0,

T], FUI
n+in— 1
E  II D i

t u (t,
l= 0

n + m -
(8.21) 101,110,

5, " 1=0

Pulls+m+ n— 1+ k-1 (17 )
0 L=0

n+m -1
E g u ( t ,  x )

,
I
l s + m + 1 1 - 1 - 1

1=0

+ - I
(8.22) C5,„(nmE D.1, 14(T, :011s+m+ n— 1 + k-1

1=0

di



(9.4) supp v(t, .r) c (J D _ ( e ) )  U ( 1 .1
o e s p p p g V e s u p p q r ,

( =0, 1 ......... m  I

D_(T, e'))
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T  n
+ E II D it P e u ils + m + n - i+ k - id r )

i t  1=0

où P* est l'opérateur formellement adjoint de P.

E n  e ffe t, il su ff it  d e  n o te r q u e  l'o p é ra te u r P*  auss i sa tis fa it aux hypothèses

[H-1] e t [H -2 ] e t rem p lit le s  cond ition  (2.8) et (2.9).

Remarque. G râce  aux  inéga lité s (8.21) e t (8.22), on  vo it que  le  p rob lèm e  de

Cauchy [C ] pour P, qui satisfait aux suppositions du théorème 8.7, a une et une seule

so lu t io n  C "([0 , T l  H ' )  pou r tou tes le s  données de  H  e t tou t le  second  m em bre

de C "([0 , T ], H z ) .  (vo ir p . ex. N irenberg [4])

§ 9 .  Démonstration du théorème 2.1.

Supposons que  l'opéra teu r P  rem plisse les suppositions du théorèm e 8.7. Au

c a s  o ù  a- JO= C o  (C c,: u n e  co n s ta n te ) , o n  v o it  a isé m e n t le s  co n d it io n s  [H - I ] et
[H-2] e t le s  m a jo ra tion s (2.8) et (2.9) resten t va lab le  pour l'opérateur obtenu par

le  changem en t de  coo rdonnées: t=t 1 + 0 ( y ) ,x - y  te l q u e  Z0 lVO(y)1<1  o ù ) -o=
max IZ;(t, x; 01 , les x; (i = 1, 2,..., m l sont les racines caractéristiques
i=

( t ,x )E 0 Iy I=  I
de p,„(t, x; T, ) = 0.

A lors, les so lutions  u(1, x) e t v(t, x) des équations suivantes

P u ( t ,  x )  = P t ,  x ) (t, x)e
(9.1)

.v) = ,,&,(x)1 = 0, 1,...,

P*v(t, x)= g(t, x) (t, x)E
(9.2)

Div(T, x)- ifr i (x) 1=0, I

satisfont

(9.3) supp u(t, x) c ( 1),(e)) U ( D±(0, e'))
e c s u p p f E su p p ip ,

i =0, 1,...,/n—  I

où l'on désigne par D + (e) (resp. D _(e)) le demi-cône de 12 de som m et e=(e, e')E Q:

{(t, x)e 0: 2 0 (t -  e " ) >  -  [resp. ft (t, x) e Q: 20 (e' -- -  0 1 1  ( v o ir  p .  e x .

M iz o h a ta  [1 ] ) .  A u  c a s  o ù  o- ,(0 )= 0  e t  o- 1(t)>0 ( t> 0 ) .  C o m m e  o- (0 > 0 , quel

q u e  so it  c e  ]0 , T ] ,  l 'o p é ra te u r  P  re m p lit ,  d a n s  [r, x R", [FI-I] [H -2 ]  e t  les

m ajorations (2.8) e t (2.9) m êm e  s i (TM ) est rem p lace  par (,(1)-=-0- 1(r). D 'ap rès la

d iscussion précédente, pour la so lution p. de (9.2), on a

supp v(t, x) n [ E ,  T ]  X  R " t ( ■ J  D (e ))  U (J D _ ( T ,  e'))
e 'esuppk//;e e s u p p g

1=0,1 ..... m-1

Com m e on peut p rendre  E arb itra irem ent petit, (9.4) est va lab le , d 'où  l'on  vo it que

(9.3) est aussi valable.
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En somme, d'après la remarque après le théorème 8.7, e t (9.3) on voit que le
problèm e de Cauchy pour P  a  une  e t une  seu le  so lu tion  E  C (52) pour toutes les
donnés de C (R") et tout le second m em bre de cg(o) et que cette solution remplit
(9.3).

D 'où  l'on  ob tien t le  théo rèm e 2.1 par le  m êm e raisonnem ent qu 'au cas où
l'opérateur est régulièrem ent hyperbolique. (voir p. ex. Mizohata {1]).

C. Q. F. D.

L'auteur remercie Prof. Y. Ohya pour ses conseils et encouragements.

Appendice.

I. O n va m ontrer les m ajoration de (7.1) com m e un exem ple des calculs qu'on
rencontre plusieurs fois dans le corps de cet article.

Par la formule' de Leibnitz

a1 (Ilog criai I 
m-1 ( )

_ 1 laicr21m "' - - Z(a2(x)<O)) 2 )

= E E c. +?' la 0- 2<>1 -t
6 1 1Jfl, Q1 Y IS y

-z(0-2(x)<O))2.

De (2.2) et de (2.2') on a

aiallaY4110 g 6 i 6 21 6 ' 1 +  1  ) la la 2<01-'

T 0 '21+1 0 . 21 yfir <0 -  I y
a l/ 10-21

.111—

x i(llog + 6 1  ) lui0-2<>11"

Et de (2.3')

6'1+ 6  1  y < O c Ifil - IYI

(A.1)
+ I

x (Tio-31 '  -  - 10-10-2<01-m sur supp (1 -z(a 2 (x )<O )) 2

et comme, compte tenu de (2.3) et de (2.3'), pour tout s>0,

n t -1  
+( 6 ' 1 +  6  1  ) (1 1 0 g "  )  

m

l a  2± ' I c
G

est borné,

(A.2) ,c<>-.-E+Pilk-i-iii(liogo-ioij 6  1 1 11 6 l a 2<>1'n
0-1  )  1 - t

sur supp (1 -x (a 2 (x )< O ))2
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D 'autre part, si AI+ iYi I I ,  pour tout e>

(vu (2.3'))

et, de (2.3)

   

!ri 7_1

 

(A.3) log cricri cr', + cr ,
_ cia2<01m (I+ 11)1

     

sur supp aec.iaNt —x (0-2(.0<o))2
De (A.1), (A.2) et de (A.3), on obtient (7.1).

Preuve du lemme 7.2.

Comme Cl i  eS1:8(t) et cr' + ' e g g (t ) ,

oc ( ' — C I; +  (j — 1)2 ±   D x,coai-3  E S ? ( t )
i= I

Notons que
— E ((oci+ 1 ) ( PC ' ) ( 7 ) (iro) c o  ) ( y )

1111+171s1

et que

oc i + 1 0  ou( °/
E fl s l:;,)2 +  j l  .0(t)

o ù  ) 0  f l( P) (t ; ) = ( D1),(1, x;'cy) Comme

l ryibx e (  107 (7 2, a2)1 ) 161s(0 , _  ly i )  et
( 6 ) \ 10'21

; Gr(log crio +i)(  e j . ' s( I, I), on voit que

((oc i + ') ( P.C l io ,) ( Y) A /j - 1 )( y )e  r■ s?:2(t) (Ifil +lyl>0)E>0
et

0 s?.0(1).
E > 0

,C

De la considération ci-dessus, on obtient a) du lemme 7.2. Le reste du lemme
7.2 est aussi montré par le raisonnement pareil.

III. Preuve du lemme 8.1.
Posons

t,, x , =max {te [0, 7 ] : (t, x, )esupp 0 5 }

t 2 9 x ,  e= min {te [0 , T ] : (t, .v, ) e s u p p  (I —

cli c
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Ici, quand [0, T ] x ((x, )) n supp ( I (t ,  x ; )= 0 , on pose t2 = T. Comme

d
d

t  (e 3 i  t r ,i ( t
d
) '+( i

t t
)  )  > 0  sur JO, T ] de (2.5), on voit

que pour tout (x0 , ‘;0 )e/i 2 n

(A.4)
6 , x 0 , 4 0 ] =supp tp, n [0 , T ] x {(xo, o)}

T]=supp (I - n [0, T ] x {(x 0 ,

De (2.5) on a

> C +[ ( d i 3 i)-1 1 1 1 ' ( ul ) 1 -  "1- cr'.e ta', +

\ - 1- 1r i 2
1 e 3 r ) m c (   6 1 m m

)
+  0 ' U l + U l

o ù  C>0.

D e (7.9), su r  [0, t i ], 'log o- i(t)cri(x)1> C log (<0  +1 ). Alors il existe des con-
stantes M>0 et C > 0 et on a pour 4 > M

, t
t( 0  '1 ±  0 '   ) "  n 1llog <C(Ilog aio-31 1 -    eal a i + a l

sur [0, t 1 ]  et

(  a', -a ,  I- 2 _ 1 ,
,m 'log crin  i+ <  C(Ilog a a t

a
m , e

3 t) in )  9

\ a ,+a ,

sur [t2 T ] .

Alors, pour montrer le lemme 8.1, il suffit de noter que pour tous multi-indices 2 ,  13

laele41t 13,(s, x: )ds

<0e121-filds<C„,fl 
+ai

1 i
1(ot(  

a logo.i m er21-1"- <0 -1"ai

et

)ds
o

(  cr + 1+ -  I

fl aiail)< COE,
a, P" la2<01--,w1 <otico-olds

\  

(Ici on a utilisé les suivants: ( 1(7 21+ 1v20. 1) < c , " sur {(x, la2(x)<01> c o >0}
la21

et 1a2(x)<01. c i >0 dans supp ti et de (7.9)

1 1
(  C r i ±  6 '1 r n  lloga, < C lo g  (< > +  1 ) et
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o. , +
l

log 0- ci  (1a2c121<0)- log (<O +  I).

C. Q. F. D.

SECTION DE MATHÉMATIQUE ET PHYSIQUE APPLIQUÉES

FACULTÉ DES SCIENCES TECHNIQUES

UNIVERSITÉ DE KYOTO

Références

[ 1 ] S . M izo h a ta , T h e  theory of partial differenital equations (Ch. 6 S e c . 1 2 ), Cam bridge Univ.

Press.
[ 2 ] G . N akam u ra  a n d  H . U ry u , P a ra m e tr ix  o f ce rta in  w eak ly  h ype rbo lic  ope ra to rs , Com m ,

in Partial D ifferential Equations, 5 (1980), 837-896.

[ 3 ] A . B . Nersesjan, On Cauchy prob lem  for degenerating hyperbolic equation of second order

(in  R u ss ia n ), ]zv . Acad. Nauk Arm . S. S. R., 3 (1968), 78-100.

[ 4 ] L . N irenberg , Pseudo-d iffe ren tia l opera to rs (A p p e n d ix ) ,  A m e r . M a th . Soc , S ym p . Pu re

Math., 16 (1970), 149-167.

[ 5 1 T . N ish itan i, O n  the  C auchy  p rob lem  fo r w eak ly  hyperbo lic  equations, Com m . in  Partia l

Differential Equations, 3 (1978), 319-333.

[ 6 ] K . S h in ka i, O n  th e  fu n d am en ta l so lu t io n  fo r a  degenerate hyperbo lic system , to appear

in Osaka J . Math.

[ 6 bis ] K .  S h in k a i a n d  K .  T a n ig u c h i,  Sur les solutions fondamentales pour les systèmes faible-

m en t hyperbo liques (en  japona is), SO ka iken  kôkyO roku  357  (1979), 86 -96  R IM S  Kyo to

Univ.
[ 7 ] H . T ah a ra , S in g u la r h yp e rb o lic  sy s tem s , I. Ex istence , un iqueness and differentiability,

J. Fac. Sc i. Un iv . Tokyo , Sec. IA, 26 (1979), 213-238.

, I l. Pseudo-d iffe ren tia l operators w ith  a  param eter and  th e ir app lica tio n s  to

s ingu lar hyperbo lic  system s, J. Fac. Sc i. Un iv . Tokyo , Sec. IA, 26 (1980).

— , H I .  O n  th e  C a u c h y  problems fo r Fu ch s ian  hyperbo lic partia l d ifferentia l equ-

a t io n s ,  to appear in  J. Fac. Sc i. Un iv . Tokyo , Sec. IA.

[ 8 ] S. Taram a, Un exem ple dans le problèm e de Cauchy pour les équations fa ib lem ent hyper-

b o liq u e s , P u b l. R I M S  K yo to  U n iv ., 15 (1979), 455-468.

[ 9 ] H. U r y u ,  The Cauchy prob lem  for w eakly hyperbo lic equations, Com m . in  Partia l D iffe r-

ential equations, 5 (1980), 23-40.

[10] H. U r y u ,  The  Cauchy p rob lem  fo r w eak ly  hyperbo lic  equations (II); I n f in i t e  degenerate

ca se , T o k y o  J . Math., 3(1980), 99-113.

[11] K . Y a m a m o to , T h e  C a u ch y  p ro b le m  fo r  som e c lass o f  hyperbolic d ifferentia l operators

w ith variab le  m u ltip le  characteristics, J . Math. Soc. Japan, 31 (1979), 481-502.


