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§1. Introduction.

On considére le probléme de Cauchy non-caractéristique pour I’opérateur
différentiel du type faiblement hyperbolique dont les racines caractéristiques se
touchent & I'ordre infini, et on cherche les conditions sur les termes d’ordres inféri-
eurs pour que ce probléme soit bien posé au sens de C**. L’article précédent [8]
a traité I’exemple '

(o= ) ool e 20

(%)i—'u(o, X)=di(x), i=1.2

(L.1)

et montré le résultat suivant; pour que le probléme de Cauchy (1.1) soit bien posé,
il faut et il suffit que /> —n—1 au cas ol Re a#0 et que /> —2n—1 au cas ou Re
a=0, ici on suppose que n>0 et que a#0. D’autre part, pour le probléme de

Cauchy:
(G ) o= 2 ) ) e exn(= e ) o furte

(-g})""u(o, N)=¢ix) (i=1,2).

la condition 1> —2n est nécessaire et suffisante pour que ce probléme soit bien posé.
Dans cet article, on considére une classe des opérateurs hyperboliques qui contient
ces deux exemples. Plus précisément, on traite les opérateurs dont la partie pri-
ncipale:

*) Dans la suite on ne considére ‘‘bien posé” qu’au sens de C*=, alors on ne répéte pas le terme
6&Cm$’
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palt, x0T, ) =1"+ 3 a;,(t, x)TE
j‘.*,l.’|=l'"
Jjsm—

se factorise

Pult, x5 1, 8)= l,f[] (t—0a,@)a(x)u(t, x: &)

m .
ou p,(t, x; 1, &)= [T (r—plt, x; &) est le polynéme régulierement hyperbolique et
i=1
que les fonctions a valeurs réeles g,(1) et a,(x) ont les propriétés pareilles a celles de
exp( > ou de exp< ) ou bien elles sont constantes.

Au cas ol o,(t)=t1' et az(x)=oo(¢0), on sait déja la condition nécessaire et
suffisante sur les termes d’ordres inférieurs pour que le probléme de Cauchy soit
bien posé (voir p. ex. Tahara [7], Uryu [9], Yamamoto [11]) et aussi la construction
de parametrix pour ce probléme méme au cas ol g,(x) n’est pas constante. (voir
Nakamura-Uryu [2], Shinkai [6], Shinkai-Taniguchi [6 bis]). Tahara [7] et Uryu
[10] traitent le cas ol o,() a le point de zéro d’ordre infini aussi. Mais I'’exemple
(1.1) n'est pas complétement compris dans leurs considérations.

En interprétant la signification des quantités ="' exp( ) =20t exp( t")
et x~2" exp( 2,,) qui apparaissent aux conditions pour les cxemples (1.1) et (1.2),

on conclut le suivant: le probléme

[(gt—)z - a%(t)a%(x)( @(?‘c )2 +a(t, x) —(%—:] u=f
u(0, x)=¢,(x), 0,u(0, x)=¢y(x)

est bien posé si a(t, x) remplit pour k, [=0, 1, 2,...

l( 3 )(6\) Ima(t, v)'
Sck,,<||ogg§g§||_‘?1&:"ljn ) ‘7|+‘71 l < |0'12{:'2_,I‘72| >l|0'10’2|
K?%")k<‘a%‘>l Reaf(t, x) ‘

’ k ’ l
<Ck ,];(Ilog 0'20'2|+‘ 01""71 I)‘,Ul'*'al l (|02|_+_|62|> |a'lo'2|
0, 2y

(1.3)

Le but de cet article est essentiellement de démontrer le résultat ci-dessus.

§2. Notations et I’énoncé du résultat.

Soit Q une bande [0, T]x R" oit T>0. Notons C*(X) I’espace des fonctions
infiniment dérivables sur X ; C§(X) le sous-espace de C*(X) qui consiste en éléments
a support compact; B(X) le sous-espace de C*(X) composé des éléments qui sont
bornés sur X et dont toutes les dérivées le sont aussi; H5(R") I'espace complété



Sur le probléme de Cauchy 335

de CF(R") par la norme |lu|2=(u, u)s=g(l +|ERFUENUE)dE o T(E) est la trans-
formation de Fourier de u; H”’"(R")=f:\ H¥R"); C™([0, T, H%(R")) I'espace des
fonctions m fois continument dérivables sde [0, T] & H¥(R"); C*([0, T, H®(R"))=
[0 C([0, R, IP(R™)].

Soit U un vecteur ou une matrice. Quand toutes composantes sont dans l’espace
E, on le désigne par U € E.  Surtout si U est un vecteur de composantes u, us,..., i,

m
on pose |Ull}=(U, U),= Z] (u;, uy)s
b=
. . . N . n
Pour un multi-indice «: un n-tuple d’entier non négatif, on pose |a|= Y a;,
i=1
D;: D:::...Dan %*)

Xn*

On considére deux fonctions & valeurs réelles () et o,(x) qui appartiennent a
B([0, T]) et 2 B(R") respectivement et satisfont aux suivants:

i)
(2.1) o ,(t) est une constante, ou
0,(0)=0, ->a,(t)>0 pour £>0, et o}(1)=0 sur [0, T]
@.1) lo2(0) <5 .

ii) Pour tout entier positif k. il existe une constante C, telle que I’on a, quand

on pose g =—(‘1—1t~a,,

Kﬁi‘)“a,(ﬂl sC“(—‘-’—r":.‘d")knl(a. +07) t€]0, T]

surtout si k=2, on peut prendre C,=2—¢ ou ¢ est un nombre positif.
Pour tout multi-indice «, il existe une constante C, telle que I’on a

@) |[(F) o] sc (DN 4pg, () + 16,000

la2(x)]
. n a 2
dans {x:0,(x)#0}, ou [|Fa,(x)|?=3 ’Waz(x)l .
=1 i
iii) Pour tout entier positif k,

’ k
(2.3) ’(%—‘—8—). o,(¢) estbornésur ]O, T]. Pour tout entier positif k,
1

(2.3) ( |Vﬂz(ﬁ)2|(;)|rz(-‘€)| >k|az(x)[ est borné dans {x: o,(x) #0}

D’aprés les propriétés ci-dessus, on voit que o,(f) et g,(x) n'ont que les points de

1 0
*) = _. = e
D. i ot D., i Oxy
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zéro 4 I’ordre infini, c’est-a-dire, si ¢,(0)=0, alors ( 5; > 6,(0)=0 pour k=1, 2,...,
de méme, si 6,(xy)=0, on a (56;) 0,(x0)=0 pour tout multi-indice «. En effet,

pour tout & nombre positif et tout k entier positif, les inégalités suivantes découlent
de (2.2), (2.3), (2.2") et de (2.3)".

2.4) )( 4 ) al(t)l <Copo1(0)7* sur 10, T]

2.4 z, |<%>a02(x)’ <C,4lo5(x)"t dans  {x: 0,(x)#0}

ou C,, est une constante positive.
On remarque 4 la fin qu’il existe une constante positive C telle que

A dl®) | |
(2.5) 77(83 W)Z CO',([) sur ]0, T]. (VU (2.2))

Soit P I’opérateur différentiel:

P= ¥ aj,t x)DiD: ou a,o=l:a;,eB(Q)

J+lalsm

Supposons que P satisfasse aux hypothéses suivantes. On pose

Z={(t7 x)EQ: GI(I)GZ(X)?EO} et pm(t’ X3 T, €)= z dj,a(t’ X)Tjia'

jtlal=m

[H-1] Pour (t, x; &) e Z x R", on peut décomposer
Pult, x; 7, 8)= I=]l (t— A, x; &)

ol A(t, x; &) est a valeurs réelles; il existe un nombre positif §>0 indépendant de
(t, x: & etona

(2.6) [4:(2, x5 8) —4;(t, x; &) =6lo,(D)a,(x)]IE]

pour tous i, j tels que i# j; ol |¢|>= Z &2

[H-2] Les coefficients de p,(t, x; , é) remplissent les majorations:

@ |(F) (8 ) auatt 0| <o (Tt ) +o )“plazpal

pour tout multi-indice « tel que |x| > 1, tout multi-indice B, et tout entier k >0.
‘On considere le probléme de Cauchy non-caractéristique pour l’opérateur
P(t, x; D,, D,) qui satisfait aux hypothéses [H-1] et [H-2]:

P(t, x; D,, D,) u=f dans Q
(€]
Diu(x,0)=¢;(x), j=0,1,...,m—1

Pour ce probléme on obtient le
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Théoréme 2.1. Si les coefficients des termes d’ordres inférieurs de P satisfont
les inégalités

28 [(E)V (& arate w] scunf THY (Ll

—Jj=lz|
| |10g0262|( ahad ﬂm 60,10
| -

e

(2.9) 1(6.?7)‘((% )" I @y -1 g 20, )|

o,+ay \/ |Fa,|+]|0,] \# o,+o u
<Cul 7 ) (Tl ) g teti+ 7 7 ']|a.az|"

pour tout multi-indice o tel que |a|>1, et j+|a|<m—1, et pour tout entier k>0
et tout multi-indice p, oli C, 4 est une constante ne dépandant que de k et de .
Alors, pour toutes les données de C*(R") et tout le second membre de C*(Q), il
existe une et une seule solution du probléeme [C]dans C®(Q). 1I existe un domaine
d’influence aussi.

Remarque. Tahara [7] et Uryu [10], en considérant ce genre de probléme,
introduisent les conditions pareilles a (2.8) et (2.9), mais elles ne contiennent pas de
terme de logarithme. (voir aussi Nishitani [5]).

Pour démontrer le théoréme 2.1, on montre I'inégalité d’énergie pour le probléme
de [C]. En utilisant cet inégalité on voit I’existence de la solution du probléme
[C] dans C®([0, T], H®). Puis on montre qu’il existe le domaine d’influence.

§3. Quelques classes de symboles.

Dans cette section on introduit quelques classes des symboles dont on se sert
dans les sections suivantes. Pour trois nombres réels m, p et é et un nombre entier
k>0, on désigne par S7-X(1) la classe des symboles u e C¥(]0, T]; C*(R2")) tels que,
pour tout nombre entier i: 0<i <k et tous les multi-indices «, B, il existe une constante
Ci.p telle que

[0i0208u(t, x: &) < Cy 4 p(1+|E)mPI#I+31a]
pour (1, x; )€ ]0, T]x R"x R",

O'|+0'l

On désigne par < )S’" (1) la classe des symboles u tels que ( 91 T)ye
o,+0}
Smo(t). Posons S ,;(t)— S'"’ (1).
Soit &(t, x) une des fonctlons suivantes:

01+“’1><|(702,02)|> [0'14'01 2 z:l" |
< p |log 63a3| ou

g, |a,l 1
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<£J_;;?'I_‘£n, +log agag|>< ,"174"11 ) llog a%agll}(_lg%;_rﬂl_)y .
ol a, f, y sont des nombres réels.
De (2.3) et de (2.3"), on voit que, pour tout nombre positif ¢, d(1, x)|o,0,|¢ € C*(Q)
quand on pose (¢, x)|o,0,|¢=0 pour (1, x)& Z.*¥*
Pour une couple de nombres réels (k, I), on désigne par dS(k, [), la classe des
symboles 2e C®(Z x R}) tels que, pour tout nombre entier i et tous multi-indices,
a, B, il existe une constante C; , , telle que

|a;a;alé,1(t, . f)|£ci,a'ﬁ5(t, x)< 0',1 +0, )'( |0'2| +|VO'2|_>|:K|

0,y |o,]
la,(t)a,(x) | (1+|EDN181 pour (¢, x;E)e Zx R"

Quand 6=1, on écrit S(k, I) au lieu de 1S(k, /).
Par définition, quand A e S(k, 1),

"N |2
a;'a;aﬂ,u:-(f" “t) <J‘J£z’.i’2l> Sk, 1—1B).
te( ) f (k, 1=1B1)

Pour une couple de nombres réels k>0 et I, on désigne par (1, x)S(k, I) une
classe des symboles 2 € C*(]0, T] x R?") tels que

a) 2eS!o

b) pour tout entier N >0, il existe d),.e<—u7-‘112—1‘——'{'||0-i>l68(k, I-1)i=0, 1.--N

2

et Yy e SiTH1(1) tels que

N
I= 3 di+uy
On pose 64(1)= .
Par définition, si k>0, 6S(k, )= 3S(k, I); ici pour fe 6S(k, I) on pose f =0 sur
{(t, x) e Q2; 0,(t)o,(x)=0}. :
Quand p; (¢, x; £)e S(k;, 1)) i=1, 2, on voit

pl(t’ X, D)pz(t, X, D)Eg(k, +k2. l] +12) et

on peut choisir ao(p;p,)=06¢(p,)oo(p,). Ici, p(t, x, D) e S(k, I) signifine I’opérateur
pseudo différentiel dont le symbole est & S(k, 1).***)
On utilise le fait suivant : quand a(t, x; D)e (N S (1)) n S(0, 0) et b(1, x;
£>0

D)e S(1, 1), on a abe 5(1, 1).

Dans la suite on écrit o.p.d. a la place de “‘opérateur pseudo-différentiel™’.
Soient P, Q deux o.p.d., alors on désigne par P-Q I’0.p.d. dont le symbol est le
produit de ceux de P et de Q. A la fin, on pose S™*i(1)= S™i(1).

*) On définit [(F 0, 03)|=(IF 052+ a2
**) Rappelons que Z= {(t, x)|a,(t)o:(x)#0}.

¥ P(t, x, Dyu=Qx)™" Se”"p(f, x, §)a(§)dé
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§4. Réduction au systéme a premier ordre.

Dans la suite on suppose que l'opérateur satifasse aux hypothéses [H-1] et
[H-2] et remplisse les conditions (2.8) et (2.9). Soient y une fonction non-négative
de C§(R) telle que y=0 hors de 1-2,2[ et y=1 sur [—1, 1]; 4, i=1, 2,..., m les
racines caractéristiques de p, (1, x; 1, ). Posons

Ade, x5 &)= A, x5 &) (1= x(E]).
De (2.6). (2.7) et de la définition de symboles, on voit
(4.1) it x; &) eS, 1).
On pose A;(t, x, D)=2;(t, x; D,) (i=1,.... m)et
(4.2) Li=(D,— A{t, x; D)) (D,— A,(t, x: D))  (i=1,..., m).

Par le calcul des o.p.d. et les propiétés de symboles définis a § 3,

i—1 i—k—1
(4.3) Li=Di+ ¥ Ci(t, x; D,)Df ou Ci(t, x;D,)= > Cps(t, x;D,)
k=0 s=0

Cis(t, x, &) e<ﬂ:—""—>55‘(i —k—s,i—k=s)

1

0o(CiO)=(—1)i7* sz,_k"'zj pour i>ji  >jig->>j=>1

Il existe les 0. p.d. AL i=0,..., m—1, k=0, 1,..., i, tels que
1) Ai=1
-1

i—k
2) Ai= Y ApP(t, x;D,), k=0,1,.. i—1

=0

N

(4.4)

ALP (L, x: é)e(ﬂaii’-'l_)"sa-k—p, i—k—p)
1

3) 0o(AL0)(¢s, x: &) est a valeurs réelles

et que I'on a
(4.5) Di= kZLLO ALL,, icion pose Lo=1.
En notant que, si AeS(/, ) I>1,

= 64(7) e(JiVi‘;#"z)L)s(l, [—1) etque

< [(Posy, 0,)l )S(l, I-1)e8(—-1,1—-1), on voit
lo,l '

m—1 m=2
(4.6) P,—L,= % aj(t,x:D,)Di+ ¥ a}(t, x; D,)D}
i=0 i=0
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ou aleS ()

m—i—1 2k
a‘g:: ai'k
k=1

’ '.k —

a%"‘e[—q»‘:—z»‘ ‘ Sm—i—k, m—i—k).
1 J

Compte tenu de (2.8), (2.9), (4.4), (4.5) et de (4.6), on obtient la

Proposition 4.1. Si l'opéarteur P satisfait aux conditions (2.8) et (2.9), on

m—1
a P=Lm_ z (BI‘¢+B%)L!: ou
k=0

m—k
Bi= ¥ Bis(t, x; D,)
s=1

B’I‘,m—k = _ak.O(ts x)

Bls(t, x; {)SK ~‘ig-5‘—‘—>llog a%a%|-|s§(m—k—s, m—k—s),
L 1 y R

s=1,2,.... m—k—1
Imoy(BY) (¢, x; 5)6‘ »G—';:a' +|Ioga%a%|]$(nz-—k—— l,m—k—1)
— 1

et B:(t, x; &)e S™(1).

En effet, les (2.8) et (2.9) montrent que, quand on pose

m=—1
P—P,= > at, x; D)D¥, ona
k=0

m—1—-k
a(t, x;: D)= ZO ai(t, x; D,)
j=

@47 ou a¥(t, x; D) =ayolt, x).

. : 4 m—k—j
ajl(l, x, é)e[<f‘—:—~q“->llog afa%]wi JS(j,j), j=1l,...,m—k—1

et lmai"""e[g';g' +|log a303| lS(m—k— I,m—k—1)
1 .

d’oti I’on a la proposition 4.1 en tenant compte de (4.4), (4.5), (4.6) et des propriétés

des o.p.d..

§5. Réduction au systeme a premier ordre (suite et fin).

On continue & réduire le probléme [C] a celui pour le systéme a premier ordre.

L3}
Posons U=[ : ] ol u;=L;_,ui=1,...,m. L'équation Pu=f est équivalente
um

a, d’aprés la proposition 4.1,
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A, ] 0 , 0
A, 1 ' 0 :
(5.1) DU= RS + U+| 0
.1 By+BZ,..., B!,_+B2_, :
0 Am _ f
ou
Bl_"'Z_'BII.
k=1

B! ke[ 7 :l"' Iloga,azlJ S(m—i—k, m—i—k)

pour k=1,2,..,m—i—1
Im ao(B,l")e[g"—:li'«+|loga%a§|]S(m—i—1, m—i—1)
Blm=i= —a, o(t, x)

et Bi(t, x, D,)eS™™(1)

Proposition 5.1. Il existe N la matrice carrée d’odre m des o.p.d. dont les
éléments n;; remplissent les suivants

1 ng=1, n;=0 (i<j)

2) =0 i=1,..,m
i—i-1 L.
=
’ Ti— '—-_
n’gje[%‘f_l_uog oia3| ] S, s)
1 -

Et quand on pose V=NU, I'équation (5.1) se met sous

Mo 0
(5.2) D,V= 1 +[ Ci; } vin| 0
. A S
ol Ci;=0 (i<j)
CiieS9.o(1)
Ciy=Cly+CY) (j<i<m)
(5.3) C%eS9,0(0)

clye| llog ato3) (-1 7Y | ’S(Ll)

1
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et Im o(Cl,_ ,)e<|loga o3|+ 91+ )sm )

0,

Pour montrer la proposition 5.1. on prépare les lemmes suivants.

Lemme 5.2. Soit A une matrice carrée d’ordre m dont les éléments a;; sont
nombres complexes et a;;=0 pour (i, j) tel que i—j<k ol k est un nombre entier
positif.

Soient /;, i=1, 2,..., m des nombres complexes distincts I’'un de I'autre. Quand
on pose

;=0 (i—j<k,sauflecasoui=j)
”ii=l

)‘_I}h‘(’li.j-l-"'ii-l,j) (i—j<k+1)
L= A

(5.4) "ij = +

aij
)"l'_/{j

ou N o=Myyy, ;=0

et N=(n;;), on a
L Y A 1N+[ Ci; ]
. ' ‘e -
\ |

Cu k= Nii—k—1 Mgk
Lemme 5.3. Soit K une matrice carr ée d’ordre m de o.p.d. qui a la forme

Lo o
, alors ’inverse de K, K7!, est défini par .. ou
kl; 1 B k2 |

i

(5.5) k3= > (= 1= kY kb ek > )

i . Jais’
i=j1>j2>> =)

Prenons, au lemme 5.2,

0
A={ J et k=2
ao(BY1), 0o(Bi'')--04(B 1), 0,0

et on définit n;; selon (5.4) en posant /;=A(t, x; &), o A(t, x; &) i=1, 2,..., m sont
les racines caracterlsthues. Soit y, une fonction non-négative dc C§(R") telle que
x1(s)=0 hors de ]—3, 3[ et x,(s)=1 sur [—2, 2]. Eton pose

iy =n(1—y,(1¢1) @i#j),

ﬁ“= 1.
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Alors, de (2.6), (4.1), (5.1) et de (5.4), on voit

ﬁije[-f'—}qu’ Jlog o303 ]S(i-j— Limj—1)  (i—j>2)

Soit N =(ii;;), et on pose V, =N U, alors I’équation (5.1) se met sous

A, 1 "0

\ ‘ :

(5.6), DV,= o ‘V|+!_ ciy —IV,+N“ 0
A, o

ol C{V=0  (i—j<0)
CH=CH+C?  (i—j20)
Cil2esS9 o(1)

CiM=0 (1<i<m),

oy, e[!{’- +901og agagqa 1)
1

o .
Imag(Ci2y)e! 7HOt 4 flogatadi (i, 1)
- 1 .

i—J
Chji= T Cilfr (-j22)

p=

C?.'}"”G[ q‘--:l"lllOg G%G%IJPSU—.H l=p i=j+1-p)

2<p<i—j)
En général, quand V| vérifie I'équation
A .

i
i
i
1
|

(5.6), pVi={ | Ol R

ot CHK=0  (i<))
C$§’=C§§"+C§§’z (ViZj)
Ck2es9 (1)
(5.6') Cikl1=0 (1<i<m)

I3 i—j_
Cf-‘})‘e[fJ.%--q—‘-lloga%agl] S, 1) (I<i—j<k)

Im oo(CEL) [ ZLE1 4 log atadl s, 1)

343



344 Shigco Tarama

i—i
Cwi= 'y C®r (i—j>k+1)

p=k+1
C}’;”'f’e(»q—‘:g' log o203 |"Sti—j+ 1 —p, i—j+1-p)
o 1 |

on prend, au lemme 5.2, k+2 a la place de k et

“ 0 0 ‘

0 |

A= | .-. O(l a,-j=0'0(C(,-f‘}‘k+')
Arezr

» am.m am.ln—k—Z 0'0

(i—j>k+2) et définit nik*! selon (5.4). Et on pose skt =n{k* V(1 -y, (1¢]))
(i#j) et A D=1 Posons V,,, =NV, ou N,\H—(n‘““) alors V,,, vérifie
I’équation (5.4),,, ici on pose F,,,;=N,, F,. En effet, on voit que, de (5.4) et
de (5.5)

k+1 _
(5.7 n‘“"e “‘+“'|loga ]V'S(i—j—/c—l,i—j—k—l) (i—j>k+2)
[«

i—j=k=2
(5.7)  mpEr = IZ ke (i—j=k+2)

p=0

i / K1+
iy re) 7 jlogaiall | Sli—j—k—1=p.i=j—k=1=p)

ol (mk'(1, x, D))=[N,., (1.x, D)]"', et que d’aprés le lemme 5.2,

A, A1

‘e ‘e e e 1.
(5.8) NH.i o= oL N+ [C
| “a "

m ‘

=[Ci¥'], ol les éléments Ci% ont les méme propriétés que (5.6')4 -

r ' K
Ici on a utilisé le suivant: si p(1, x; &) €’ q—';—q‘ |log a%a§|~| S, n =1,
1 .

i 0’|+(71

.
p—0ao(p)e |loga?a3| S(/—1,1-1).

Dol 1'on voit que V,,, vérifie I’équation (5.6),,,. Pour montrer la proposition
5.1, il suffit de poser N=N,,_ N, _;--N,. C.Q.F.D.
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§6. Inégatités d’énerige.

Dans cette section et les suivantes, on va montrer les inégalités d’énergie pour
I’équation:

(6.1) D V=LV+F
A, | ‘
ou L= " +[Ci;]
| A

C:!i=0

aita ey Gs))
g H

C,-'jE‘L_Ilog aici|”

| ’
Im Cl-yel llogatadi+ T¥ 0I5, 1)
L 1 .

C}eS9 o)

Dans cette section, on considére le cas ol a,(1)=C, (C, est une constante).
Alors, on voit

(6.2) Cliellogad|i=iS(l, 1) (i—j>0).

Soit y une fonction non-négative de CF(R) telle que y=1 sur ]—2, 2[ et y=0 hors
de J—-3,3[. Posons Y(x; &)=x({E>a,(x)), ol {(&D2=1+|E]2. Comme yY(x; ¢)e
S(0, 0), on voit de (6.2)

Clit, %3 W(x; &) (log (> + 1V e N ST (1>))

Clitl—y) (log (KEy+ Y ieS(I, 1) (i>)).

D’ol I'on obtient le
-

Lemme 6.1. Quand on pose V, = log (<D>+1 )—l._ ]V,
. [log (<D +1)]m*!
I'equation (6.1) se met sous
(6.3) D,V,=
A, log(KDY+1) B )

HICAWV T (log (<D + 1)) jF
log (<DY+1) | '

) i (log ({DY+1))i=m

m
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ol
Ci= i<j
Cii€S9.o(1)

(6.3) C.;=ClLi+C4  (i>))

Cl;es(1, 1) suppClyesupp (I —y)

Cier 9.0
£>0

On définit n; (1, x; &) par

)l,'j=0 (l<])
(6.4) Il”:l
_ G L § Ci s
ij = vy +k=§:+| ’,ik_)._;—/,j (i>J).

On voit, de (2.6), (4.1) et de (6.3), n;;€ N S9.(1). Parla définition de n;;, on a la

>0

Proposition 6.2. Soit N la matrice des o.p.d. dont les éléments sont n; (1, x; D).
Quand on pose V,=NV,, I"équation (6.3) se transforme en

A,
(6.5) DV,= 1

:
J+Alog(<Dx>+l)+B V,
A

m

|
N [log((Dy+D)]™ F
[log (<D + 1]

ou A, Be \ SY.(1)

>0
En effet, compte tenu du fait:

;'l(ta AV g)

C At X 8)
N(t. x; &) = .

. . JN(t, x; &),
CCL X8 A L Ity X5 €)
on obtient (6.5) par le calcul des o.p.d.

Lemme 6.3. Posons A4 =(1+{(D>)". Alors on a A"eS{ %) ou
g*=max (0, q), A9 A; AT — A;€ 52:8(1) et. pour a(t, x, )€ N S9.(t), a—A""aA"
e>0

e N Sy o).
>0
Par la considération ci-dessus, on a le

Lemme 6.4. Quand on pose Vy=A"1V,, on a
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4,

J+Alog(<D,>+l)+E Vs

m

(6.6) DVy=" (—qlog KDY+ )V,
‘|
- :
‘ [

+ AN (log ({Dy>+1))7! F

(log (D, +1))1™ |
ot Ben S900).

£>0
Soit p, une constante telle que
I(A(log {D,> + DU, U)|< polilog <D >+ IN'2U[Z+C U2
ou C, est une constante ne dépandant que de s. Quand on choisit ¢g=p, (resp.

g= —po) au lemme 6.4, d’aprés le lemme 6.4, on a

LNVl < CIVsl+ IFIL)

[resp. -4 1V3,2 = CV3l+ [ Flary) |
D’olt I'on a le

Théoréme 6.5. (au cas oit 6(t)=Cy>0) Soit V(t, x) une fonction de C*([0, T],
H®) qui satisfait I'équation (6.1) avec Fe C*®([0, T], H*). Il existe un nombre

positif k tel que, pour tout nombre entier | et tout nombre réel s, il existe une con-
stante C, et on a

Z I Df V(0, -\‘)||s+k+r—i

i=0

!
(6.7) T 1DV D)< C

t R
+{. S IDIFGE ) lsvinrosdr)
0i=0

! . ! .
(6.8) 31DV, ¥ w1 Co B, IDIVAT. 9o

T I )
] 2 1D D) s ).
En effet, il suffit de noter que

” V”\S Cs” V3”s+|+Tq"'
1Valls <CllVlsar-g)-

§7. Inégalités d’énergie (suite).

Dans cette section et la suivante on considére le cas ou ¢,(0)=0et a,(t)>0 (1> 0).



348 Shigeo Tarama

Soit y une fonction non-négative de CJ(R) telle que y=1 sur J—1, I[ et y=0 hors
de 1—2, 2[. Posons

‘ 252" 010, " CES £3))2 N
x=Jlogatad " (TEIH) " a0y n <O (1= 10, (x)EN Hlog (D +1) .
D’aprés les propriétés de o, et de a,, on voit que xe Si/8(1), et que, pour tous
multi-indices f, y et tout nombre positif &, il existe une constante C,,, telle que

hola(t, x:

é) ARYA —_
(1.1) i |SCud i

ﬁ,al‘aga(t x: &) ol +6, .
oD > clp1=1y1
’ x(t, x: &) ISCL"-"( o ,>“+I€|) p=1;

i alfagaga(z, x:d)

a(t, x: &) ' <G, (LH[EDEFeIAIZI

et que pour tout />0

log (<EY+ Dla~le N §9:9(1)
£>0 .

0 ) '
log (<& + )5 (x| N (-5’-»!:1"' )se;gm] NN SH0]

Le>0

(voir I'appendice [)

De (7.1), on voit qu’il existe B;e r\ SY2-0(1) (I=1, 2,..., m—1) tel que
>0 .

B/(t, x: D)), x: D)—1, ('), x; D)B,(t, x; Dx)—1€S~":°(z)
et que
n 0 . 1
I TN PW PP 2 yl-2 260+ 10
Bte, x: )= {atte, v )+ 5 (5 «)(Dop-ad e SH )

Proposition 7.1. En utilisant les notations de (6.1), quand on pose

I , .
U = o~ (¢, x; D) "V, I’équation (6.1) se transforme en

., i

a“’"([, X Dx) _‘

A, o« "o
. M ‘

.o B
(13)  DU,= o U,

1‘,, Am - ﬂm— 1

! a~! ‘
+GV+ F
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ol
d;=0 i-j<—2
d,j=d};+di; i—j>—1
(1,3 d,?jeFQ\OS?;?(x)

dl;=0  i—j<0
dij(t, x; ) =Cli(t, x: Oad~i(t, x: &) - i—j<I

—(_nba(~(0it0 0,0 -\ §E.0
Bi= (=0 P e (T1FT )se0m) 0 (0 S5AN)

£>0 1 /

GeS~™ ()

Remarque. Soit 7, une fonction non-'négatiVC de CZ(R) telle que j=1 sur
1-3,3[ et que 7=0 hors de 1—4, 4[. Quand on pose

dli}=dl;(1 = 7(0,(x)<E))?
di:?=dl;—d}:}, de(6.1') etde (7.3') ona

i, Jo

i—J

el 252 ,f’lﬂi.‘_’_ﬂ.A)T;"w ( _i=J -f;l>
d,_jebloga,azl( o | S 1 - , 1 —

t=m

m S(I——I ~,]-—- L)
m m

(7.4) Imdl;l- e(llogatodi+ 7 T2 ) logatod 1T
1 1

et

dl:}e N SA1).

£>0

La proposition 7.1 découle immédiatement du
Lemme 7.2.
a) (a"*N)(, x, DOYCH(t, x, D) B;_(t, x, D) —ai~ieCl (¢, x, D,)e N SW2(2)
£<0
(7, j=1,2,....,m)

b) (ai)(t, x, D) Bisy(t, x, D) —alt, x, D)eN S0  (i=l....m—1)
>0
c) aTi*tNe, x; DA, xi D)B (1, x: D)= A1, x; D)en S92
£>0

(i=1,..., m)
d) pouri=1,2,....m

d_‘ —i .. .. (=7 _("__ -1 .. 0.0
‘:-zit a (t, X, Dx)]B:(ts X, D,\') ( l)( 0t a>a (t’ X Dx)eaoosl.e(t)'

La preuve est donnée a 1'appendice.
Dans la suite, on considére 1'équation
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(1.5) DV=LV+F
A, log((Do+1)
o L= . log(Do+D +[C)]

.
.
.

A

m

C;j=d!:] (izj+1)

' m=1 1o ;
(1.5) Cirer=a1=| logatadl(-77 1) [ 101020 <O (1 = 1(e2(x)CE))?

[
C;j=0 d’autres (i,j).
On partage V en deux parties. Soit y; une fonction non-négative de CF(R) telle

que z;=1 sur ]—2i, 2i[ et ;=0 hors de 1-2i—1,2i+1[. On pose

, oy gloae
(7:0) it x: 0=1 1og B v 50 )

et V,=y;(t, x, D)V

V2=(l _¢3)(I, X, Dx) V.

Remarquez que
¥;€5(0,0),

%‘!"i‘{f\ (—“L: 1Ll>5?¢9("] nLN STem].

£>0
On voit que
IR
an D= L LG V(DY) DYV
| A
+D, V4, x: D)F
r A,. % ]
(7.8) D,V2=! ..'..'..az +[Cij1 WWat (=D, x: DYV
| A

+ DV + (1 =3)(t, x; D)F
ou a,=log (KD)>+1)

D,, D,e N\ S%:202)
£>0
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Par la définition de ¥,
Vi=yult, xi DIV +yV ot yeS™™0)
CiiV\=CisV 47,V ol y,;€877:00)

Lemme 7.3, Il existe C,;€ N S92(t) (i—j>1) tels que
>0
Cij'/’4 - 6:’1('//%‘1) € OOS?:(C)(t)

m=—1

o d=flogaiad( 7T " 1010 (1= (x)O)?

En effet, les majorations (2.3) montrent le suivant: pour tout nombre positif
¢, il existe une constante C, et on a

+i +e& - 0'2|0' '<£>
(19 Col"losl Ot S o A s <3010,

D’ou I'on voit que -la'»q?Ké}_ -~ est borné sur supp ¥,. Alors, compte
llog rta3i( 71 ¥ o)
1
tenu de (7.4) et de (7.5") on a
Cii(t, x; OYa(t, x: 8)/d(t, x; £) eSO, 0),

d’ou 1'on obtient le lemme 7.3.
D’aprés lemme 7.3, 1'équation (7.7) est égale a

A,. %
(7.10) D,V,= ..‘-,...ocz ‘ +C,(y2d) v, +C,¥
L A
+ (DY), x; DYV +Ys(t, x: D)F

ou T, Cre N S%°0)
>0

Pour ce qui est de V,, comme le cas de V,, I'équation (7.8) est égale a
" A,- % 1
(1.8) DV,= 1 T 4 Cye(l=ya) Va+ (= D)t x5 DV
L .'A". J
+D,V+(1—y5)(t, x; D)F
o Dye N S9:°(1).
>0
On va diagonalizer ‘“‘la partie principale’” de (7.8'). On définit le diagonali-

zateur comme ci-dessous. Soient nj; (s=1,2 i, j=1, 2,..., m) les symboles définis
par
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n};=0 i—-j<s-1
(7. 1 l) n}i =1

i+1
”ilj=‘[l‘_l_—]‘j‘ °{Cij°(l —V¥y)+ h;j‘,ﬂ n}k°ckj°(1 —¥1)} (=j=1)

”%j=7i_l‘[j‘°cj—1,1°(1—'//z)°"12,j-1 (i-j<-1)
(7.11') ny=1
n};=0  (i—j=1)
Posons
N,=[n;(t, x; D,)]. Alorsonale

Lemme 7.4. (en utilisant les méme notations que celles de (1.5'))

(7.12)  N,N,

4,
Dx—l: ".A :l—[cij°(l“'/’2)] ]Nl_lNEl

A,
=D:—[ :\"[dij]_E‘“G
Ay

=y .. ..
gi+a m i— i— b s
ou d;je lloga,azl< ! ')} S<———”7]—,-——n;i— (>3))
dii=d}+d:iz

— i 10(1 .// ) — ‘+1.____._o(l l// ) ogto(1 —
d.!——T—Til—z“’al"(l Ya)— '1:1 2 ae(1=y3)

/ 2
(1.12) d%e[llog a%a%l(g%g‘—ﬂ S(—1, —1)
1

1
. 262 _zn_jr_ff.’x_ﬂz'“ (1 1 ) i
diye| llogotod (-1 % s(-L-1 L) asi-n

supp d;; <supp (1 —¥3)
Ee(n (m)so 0(:))n (), S520)
e>0 g1
Ge N S
>0 )
Remarque. De (7.12°), on a

due f\ SC,O(I)

(7.13) .
dy, die] fogotodl(CET) [T s( o~ ) G2
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Re d! e |log a,azl< o,+0, )S(o, 0)

(7.14)
Imd)e (||oga o3|+ C1 1 >S(O, 0)
[
et
Red}e f\o S59(t) et
>
(1.15)

Red!—(Red})*e N S%:2(2)
£>0
ou (Re d})* est I'opérateur formellement adjoint de Re d}
Imdl=d3}+d?

(7.16) [log (1+¢&>)] 'd}e n %20

ate( n (2122 )s920) 0 (0 S520)
e>0 [ e>0

N,e N ST2(1), et

>0

(-&-n)e(n (BEIL)se20 ) n (0, S50

£>0

(7.17)

En effet, d’aprés (2.3), (2.3") et (7.9), on voit que

(7.18) |log azazl< al+a, ) ol(t)lazl(x)l(ﬁ) est borné sur supp (1—¥,) (¢, x; &)

et que, pour tout £>0, il existe une constante C, telle que

(1.19) ( "1;”" ><c &, (-ﬁ’ii'—‘i‘i)sc,;(c)e

o]
et llogaed(F1 L)< Ce> sursupp (1-v) (1, x; ©).

D’ou I'on a (7.13), (7.14), (7.15) et (7.16). Pour ce qui est de (7.17), il suffit de
remarquer les suivants:

el Nogotodi( ZiFOL) ] " s(— ik, ~ Iz

(7.20) iy logatadi( 7iF *)]%L” Us(= L gmn, L)

g m

(j=i+1)
et suppni;csupp (1—y,)  (i#)).

Pour montrer le lemme 7.4, on remarque d’abord, par les définitions de N,=1, 2,
en posant C;;=C;jo(1—y,)
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0 —

T A I

Nlo '-. + | 0 0 = 'o. 0N|
Am ‘ KR Am

A } _ AI (l” 0
Nyo +[Ci;] | = +
A m A m { dlj dmm
0 C, O -
| -0
(7.21) + 0 . oN,
{ .'- Cm—l,m
0
70 Ci 0 I
Al l ..- ‘.n ‘ Al
N2° KN + .. Cm—l.m = . ONZ
A"l ‘ ‘.‘ . A"l
L 0 .
_ Ci,iii & _ Cisi i~
o d;= s Ci-1.i T =4 Ci it

’ l+‘.'—;j_ c_-- '_o
aye[togoten(“i ) [T s(TE G 0>

supp d;; =supp (1 —¥5)

En utilisant la remarque précédente et (7.20), (7.21), on obtient le lemme 7.4.
D’aprés le lemme 7.4, (7.13), (7.14), (7.15) et (7.16), on a immédiatement la

Proposition 7.5. 1] existe les matrices carrées d’ordre m des o.p. d. M, N
telles que MN=NM=1,, et que, quand on pose W,=NV, ot 'V, est défini par
(7.6), W, satisfait a I’équation

A, “d
(1.22) D,W,= +
- A"I -

+{Elog DY+ 1)+G+H}V+N(—ys(t, x, D)) F

—l +[d;;18 ] W,

m -

ol d;eNn Sy et d;—dfeS20)
£>0

, 1+l .
f= (=4, x; £)? llog a3 AT (Jo,021¢0)

(1.22) dje N S99
>0

£>0

Ge[ n (DrEe)stew [n o S50
1 £>

E, He N S:2(1)
>0
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Remarque. Des majorations (7.18) et (7.19), on voit fe N\ S39(1). En somme,
£>0

d’aprés (7.10) et la proposition 7.5, on a la

Proposition 7.6. I/ existe N, M les matrices carrée d’ordre m des o. p.d. telle
que, NM=MN=1,,et N, Me N SV%t). Soit U, un vecteur défini a la proposi-
tion 7.1.  Posons e

U, =y, x: DYU,
U,=N(1=y3)(t, x; DU,
Alors U, et U, satisfont aux équations:

]

J + 4,8, { U+ (Byylog KDy +1)+Cy+ D)0,

1 A

m

+ (B, log DY+ 1)+C;+ D, ))U,+E,V +

M1
+G,} o! F
1 ..al—m ‘
[ A+d, _
D0,= I_ A". 4 + A48, 1 U,
"l+ m

+ (B, log DY+ 1)+ Cyy + D, ) U,
+(By,log ({D >+ 1)+ Cyy+ Dy)U, + EyV

ol

d,‘e A S‘i"?:(t)

£>0

di—dte N\ S3:00)
’ _._‘_
pr=vi(llog a3l 71 1) T (10,6,K80) ™ (1 - 1@ (x)<ED))?

4 P 1+-L
2= —t//,)l<|10g afaﬂ.ﬂ;‘_ﬂ_) (|05 KED)

1.23) cye(n (DFO )50 )n (0 S0 Gj=1,2)

>0

A Bij, Dy; et G,'GEC\OS?:?(!) (i,j=1,2)
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’ _.L 1
@ x5 =| (Hlogotadl T2 ) 10,01 (1 = 1o )2

+log (O+1) |
E,eS™™7) (i=1,2)
Remarquons que I’on voit, par les majorations (7.9), (7.18) et (7.19),

(7.24) Bie N S$2(0).
£>0

§8. Inégalités d’énergie (suite et fin).

On transforme encore I'équation (7.23) en forme convenable a obtenir les
inégalités d'énergie. Rappelons, en utilisant les notations de (7.23"),

, -L 1
Bi=v3(t, x5 Ollog a1a3] 770 ) T 10,0, (1 (0(x)<E)?

’ 1+_L
Bo=(1=us(t, x: )(1log o303 L1101 ) " ™ o0y o
Lemme 8.1. On a les majorations:

(8.1 S;B,-(s, x, &)ds<colog (&) +1) pour te[0, T] (i=1,2)

ou ¢, cst une constante
et

(log (<& + 1)+ 1)~ SO Bils, x: O)dse N\ ST,

On fait sa preuve a I’appendice.
On pose

! -
ep(t, x: Oy =exp(=p || (Bi+B2) (s, : O)ds).
Du lemme 8.1, on voit que pour tous multi-indices «, f et tout ¢>0, il existe une

constante c, g, telle que

020%e,(t, x, &)

(8.2) et %, )

| <caplpl+ 1)1 191(1 4+ ¢ =trmontorsell

De (8.2) on a, par le raisonnement pareil a celui du lemme 7.2, le

Lemme 8.2. Il existe f,(t, x; &) e N S1ETP"+%(t) tel que e(t, x: D) f(t, x; D)
>0
—1,f,(t, x; De,(t, x; D,)—1€S™%1). Etona
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) (eplt, x3 D) 1506, %1 D)+p(Bi+ B, x5 D€ N S
1)  Pour tout aesf>\o S§¢:9(2) (6<1)
(8.3) ey(t, x: Dy) af,(t, x; D,)—ae n S:2(8)
iii) e,(t, x; DA, f,(t, x; D,)

—{ 4+ (=p) [ Bats, x5 DY +Ba(s, x: DY, 4, [fe  5%20)

et [og<D>+117 ' (Bi+pds, 4:]en 5220
oii [A, B]=AB—BA.

En remarquant que le lemme 6.3 reste valable au cas ol ¢,(0)=0 et 4,(¢)>0 sur
10, T7], on obtient, par le lemme 8.2,

Proposition 8.4. (on utilise les méme notations que celles @ la proposition 7.6)
Posons

W= A"e,t, x, DU,
Wy=A"%e,(t, x, D,) Uz. Ona

Wl 1 Wl
D,{ }=7-(—qlog(<Dx>+l)—p(ﬂ1+ﬁz)(t,x;Dx))[ i }+
2

2

A, [ni+p2 A4]
Am [ﬂl+u2s Am]
+ +(-p)
Ay +d, [uy1+pa, 44]
Am+dm_ [ll1+l‘2’ Am]
" AB, 0 By, By Ch Cp W,
(8.4) + + log KDy +1)+
L O A28, B,y B Cy Cyp W,
i 511 512 W, EI
+ | - + U+
L Dy, Dy, W, Ez
1
"G,
+ A~%e,y(t, x, D,) ol | F.
Gz .‘, |
al—m

ou
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,u,-=g;ﬁ,-(s, x;: &ds (i=1,2)
Dijecoos?:?(t)
E,eS~=0()

Avant de montrer les inégalités d’énergie, on prépare le lemme suivant dii a
Nersesjan [3] (voir aussi Nishitani [5]).

Lemme 8.5. Supposons que une fonction U(t, x)e C*([0, T], H*), satisfasse
a I'équation (6.1) avec F(t, x)e C*([0. T], H™). On définit, successivement, U;
j=0, 1, 2,..., comme les solutions des équations suivantes:

1 Ay
D,Up(t, ¥)={| T H[CH]T MU, X) + FL, X)
L A
(8.5)0
U,(0, x)=U(0, x)
(8.5); (=1
A :
D,U,(t, x)= L [ +ICHEN U+ ICHIU,
A

U;(0, x)=0
Ici on utilise les notations de (6.1) et (6.1'). Alors, quand on pose
V.t x)=Ult, x)— 3 Ult.x)  (n=0.1.2,~-) ona
i=0

pour tout nombre réel s,

10,0, )1, < Cooua FO(1UO. Dla+ || IF(E, 90 )

3 { A, 1
‘} . ..

(8.6) 1‘ DV,-<

n+

1
<C,.,0,% (f) X

I +[C};+C#] V,,‘

i
( - | |
- Am | !

Is

< (WU, ¥)los 1+, 1T, X)l1erde) pour re[0. 7]

B+l
et [Vt x)[=0(a,% (1)

oii C, une constante positive. D’autre part, si on a la majoration ||a,(0)"2U(t, X)|,
< Cq ol n est un entier positif, on obtient
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Tn—1 i
106, 9w K{Co+ (T 10,07, %)llpride
(8.7)
n—1 i
+% 10F (TYU(T, %)l
ot K est une constante positive indépendante de C,, U et de F.

Preuve.®
On voit que V, remplit 1’équation:

A,
D,V,(t x)= R T B Yor B Y RS ol y | 0

— m

V. (0, x)=0
ot V. = (n=0, 1, 2,---)

Par (6.1') et (2.4), on a, pour s nombre réel,

, 1
8.9) ICH@Ov]<Csof (Dlls4s
En utilisant les inégalités d’énergie pour I’équation
A, 1
D,V= .. 1 | +[C%}]1) V+G, et oi(1)=0, on obtient (8.6) de (8.8) et
A

de (8.9). Pour montr'::r (8.7), il suffit de remarquer que, pour i=0, 1, 2,..., n—1,

l6Z (UG, x)I,<C,llo (T)UT, %),

+1

+H o T @106 D+ 07 @IF@ 1} dr;

qui découle de

4G, », of QUG x),

> —C,(lo7 (UG, x)|2+ | [C16Z (U, %), X

x |67 (U, x) s+ 67 OFO |07 U, %))
C.Q.E.D.

On est maintenant prét a montrer le

Théoréme 8.6. (Inégalités d'énergie au cas oit 6,(0)=0 et o,(t)>0 sur J0, T])
Si U(t, x) e C*([0, T], H®) satisfait a I’équation

*) Dans la suite, C, signifie une constante arbitaire qui ne dépend que de s.
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A, 1 ¥
(8.10) D,U(t, x)= o1 4[] UG, x)+F(t, x)  dans Q
A

m

Cij=0 (<))

clelogatadi( 2F L) [Tsa i)
L

ImC} e[llog oo+ % :-q‘—]S( 1, 1)
1
C¥en 89,0
J >0 !
et F(t, x)eC>([0, T], H®)

Alors U(t, x) remplit les inégalités suivantes; il existe un nombre k>0 qui ne
dépand pas de U et de F, et pour tout nombre réel s et tout entier 1>0 on a

i i ! R
3 1Dkt D)1= Coi Z IDIVO, ) lvirroi+

(8.11) 1
{2 IDIFE D)k oide)
et
l . l .
3 DIV )l 1-1% Cos( Z, 1 DIUCT. ) v
(8.12)

e .
407 £ IDIFU, Dl yepsi-idt) pour e [0, T]
I
ot C,, est une constante indépandante de U et de F.

Démonstration. 1l suffit de démontrer au cas ou /=0. On utilise les notations
de la proposition 8.4.

Soit p, un nombre positif qui remplit les suivants: pour tout s
[4:Ulls<pollUlls+ CllU -4 (i=1,2)%

||BijU||sSPo||U”s+Cs”U”s—l (i, j=1,2)
(8.13)

IC UL <o BECNUIL+CIUN,  (0j=1.2)

” [“1+#25 Az]u“sSPOi“og (<Dx>+ l)u"s+cs"u”s (lz l» 2’-“3 m)

*) Dans la suite on utilise C; comme une constante arbitraire dépendante de s.
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Ensuite on remarque quc, quand on pose

L (-20) .
pr=wste, x: @ llogatadi( 7O )1 (1010 (1= 202010

et

L+

( m
1= (1= te, v ) ftogatadl( 7 FTN [T oiaaicen o
on voit, de (7.9) ct de (7.24)

Bite.x: D)= (B*fe N ST (i=1.2)

(8.14)
ct fi%e i\ Si%0).
>0
Alors on a
[(ATBU, U)I<poll BUIIZ+CIUI2 (i=1.2)
(8.15)

et Re (U, U)2|pUI;—CUIZ

Prenons p=p, et g=pi+2p, & la proposition 8.4. On a, de (8.4), (8.13), (8.14)
et de (8.15),

._ “L |
W+ a7 < [Cwz+ Ll 42 T )

1 - .
(8.16) W2+ 120152 +CSIIFIIS+C5,;IIUllr}

Co \
Gy \
|

o F=A"de, 1, x:D,) o F.

2 J‘ ‘.
‘ Cll_“' )

Les définitions de W, ct de W,, (7.2) et le lemme 8.2 montrent l'cxpression
suivante:

‘ B ‘
Ult, x)= ‘ : {Klfp(ﬁ x:D)ATW,
.Bm | -
+ Ky fp(t, x: D) AW, } +SU(t x)

ou K, e/\ 59:%1), SeS~*%t). Comme B; e/\ S‘/"' O(1), f(t. x; D )e/\ SZCOTP (1)

et A€ ST"+ :9(1), on a, pour tous s, et 1.
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U1

\|-—'

s.(” W, I "";' +2CoTpt+Tqt +s

(8.17)
+| W2||£'7;——‘—+2corp++rq*+s,) +Cs, U,

De (6.1) et de (8.17), on a, choisissant s, =3+ 1 et 1, =3,

d
8.18) | Ul

Csps WU s+ IWillss 14k, o+ 1 Wallsaren,,  + IF 15

ou k,, JJLW +2C,Tp* +Tq*. Posons s=s—1—k, o 4 (8.18) et T=s—1—kp 4,

a(s8. 16) ol pl po €t q,=pi+2p,. Alors on obtient
d 1
i WUlls=sp, g -1+ Willz+ 1wl
(8.19) <CIU ety oo+ AW HIWID T+ I
+ 200 DL (Ul iy g o+ IV Wil2)%)
Ici on a utilisé le suivants:
IFI<CAFl, et [Fls-i,, -1 <IFls
D’ou I’on a, en supposant que
IU]l;=0(c%")
et | Fll;o72%(¢) soit borné sur ]0, T],

(8.20) Ul o @+ (W12 W12 (1)

kp,,a,
scsafﬂo(t)(g; 072r(2) |l (7)dt )

Soit ¥, une fonction définie au lemme 8.5 ol 7, est I’entier égal ou supérieur a 4p,.
Compte tenu de (8.6) et de (8.20) on a

t
Waolickpy s (0 <Caim@) o72m() x

‘1 AT H
X 1DV } ."'..'.I ‘+[Cij] Vno]ﬁ dr.

no

l] | A
D’ou I'on obtient (8.11) en tenant compte de (8.6).

En ce qui concerne (8.12).
Posons p= —py, = —pi—2p,. Alors on a, par le raisonnement pareil a
(8.16),
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+ L
W WD 2 = CAW I+ Wl

’ L
=290 71 FEL (W R+ I WD T = CIFIL = CullU

. m—1 . : - —1
D’ol, en prenant 7=S—”lﬁz”— 1, on obtient, par (8.18) ol s=s—-'1l—’§————l et
m—1
Kpu=K-po—p2-200="7,~

1
WU+ (W24 11D

1
>~ CAUW 2+ WD) + U omet )

g

’ l ~
=200 PLETL (W, 24+ W37 = CF N = CollFl ety

Remarquons que
IF I, < ClF st 2¢07p24 T4

o py=po et q;=p§+2po.
Alors on a

1
a3P@ (Ul s-m=t_ + (W1 + 1 W513) 2)(0)

n

1
<o3P(T)C, (U |ly-m=ty + (I 12+ IW2112) $)(T)

+C. 02 Filuu (5)ds

ol k,=2¢oTp,+ Tq,. Compte tenu du lemme 8.5, on obtient (8.12).  C.Q.F.D.
D’aprés la proposition 5.1, les théorémes 6.5 et 8.6 impliquent le

Théoreme 8.7. Supposons que P satisfasse aux hypothéses [H-1] et [H-2] et
remplisse les conditions (2.8) et (2.9). Alors il existe un nombre k>0 et on a les
inégalités suivantes: pour tout s, tout entier n>0,1e[0, T] et toute ue C*([0,
T], H®), ‘

ntm—1

l§0 “D:u(t9 '\:)”s+m+n—|—l
nt+m—1
(8-2]) SCs,n( Ig() ||D£u(0’ x)||s+m+u—l+k—l

‘t on
+S Z ”Dt’Pu”s+m+n—l+k-ldr)
01=0

ntm—1 !
l;) "Dtu(t9 x)”s+m+n—'l—l

n+m-—1

(8'22) SC‘s,n( Z “ Dfu(Ta x)”s+m+n—l+k—l

=0
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T n
+S IZO “D!P*u“s+1n+n—l+l\-ld1’>
0=

ou P* est l'opérateur formellement adjoint de P.

En effet, il suffit de noter que l'opérateur P* aussi satisfait aux hypothéses
[H-1] et [H-2] et remplit les condition (2.8) et (2.9).

Remarque. Grice aux inégalités (8.21) et (8.22), on voit que le probléme de
Cauchy [C] pour P, qui satisfait aux suppositions du théoréme 8.7, a une et une seule
solution C*([0, T], H*) pour toutes les données de H* et tout le second membre
de C*([0, T], H*™). (voir p. ex. Nirenberg [4])

§9. Démonstration du théoreme 2.1.

Supposons que 'opérateur P remplisse les suppositions du théoréme 8.7.  Au
cas ou o,(1)=Cqy (Cy: une constante), on voit aisément les conditions [H-1] ct
[H-2] et les majorations (2.8) ct (2.9) restent valable pour I'opérateur obtenu par
le changement de coordonnées: t=t,+@(y), x=y tel que 2|l P(y)|<l ou Zy=

max |21, x; &), les At x: &) (i=1, 2,.... m) sont les racines caractéristiques
(e f1=1
de p, (1, x; 1, &)=0.
Alors, les solutions u(t, x) et v(1, x) des équations suivantes

Pu(z, x)=f(t, x) (t, x)eQ
(9.1)
Diu(0, x)=;(x) i=0,1,...,m—1
P*u(t, x)=g¢g(t, x) (¢, x)eQ
9.2)
Div(T, x)=y,;(x) i=0,1,...,m—1
satisfont
(9.3) “suppu(t, x)c( ' Dy(e)) U ( v D.(0,¢e"))
cesuppf L, clesuppi;
. : . i=0,1,..., m—1
(7.4) suppu(t, v)c( ./ D_(e))U( v D_(T, e))
cereped iSorrri

ol I'on désigne par D, (e) (resp. D_(e)) le demi-cone de 2 de sommet e=(e°, €') € Q2:
{(t, ) e Q: Jg(t—e%)>|x—e'|} [resp. {(t, x)eQ: Jg(e"—t)=|x—€'[}]. (voir p. ex.
Mizohata [1]). Au cas ou ¢,(0)=0 et ¢,()>0(r>0). Comme o'(1)>0, quel
que soit ¢€]0, T], l'opérateur P remplit, dans [¢, T]x R", [H-1] [H-2] et les
majorations (2.8) ct (2.9) méme si a,(t) cst remplacé par 6 ,(1)=a,(c). D’apreés la
discussion précédente, pour la solution -de (9.2), on a

suppuv(t, x)Nle, TJxR"<( \U D_(e))U( U D_(T, ¢'))

€eesuppg e’ esupp¥
i=0, 1,0, m—1

Comme on peut prendre ¢ arbitrairement petit, (9.4) est valable, d’ou ’on voit que
(9.3) est aussi valable.
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En somme, d’aprés la remarque aprés le théoréme 8.7, et (9.3) on voit que le
probléme de Cauchy pour P a une et une seule solution € C$(Q) pour toutes les
donnés de CF(R") et tout le second membre de CF(Q) et que cette solution remplit
(9.3).

Dol I'on obtient le théoréme 2.1 par le méme raisonnement qu'au cas ol
I'opérateur est régulierement hyperbolique. (voir p. ex. Mizohata [1]).

C.Q.F.D.

L’auteur remercie Prof. Y. Ohya pour ses conseils et encouragements.

Appendice.

I. On va montrer les majoration de (7.1) comme un exemple des calculs qu’on
rencontre plusieurs fois dans le corps de cet article.
Par la formule de Leibnitz

m—1

m=1 ’ m A 1
ojokay(logatazl " (TIFTN) " joyanlm (e (1= ploa(x)ED)?)

g

m—1

inB— o "+0o m ,J;,,
= 3 % Gt mar|(llogatad ) " oy ]

B1<B v Sy
X 004 (1 = 1(a2(x)<E))2.
De (2.2) et de (2.2") on a

m—1

‘6 40} 1<lloga o3l- ,+a,> " Io’lo'2<g>'m}

<Cup( 177 ) (Lot el Y ey

o la,l

m—1

x{(llog o331 7 27 ) " o ,0ue(m |
Et de (2.3')

<Cis,. L( "'+"1 ) ESIBI= 11
(A.1) m=1_
x{(og ata3l 7T ) " g oI sursupp (1 g(o2(0<E))?
|

et comme, compte tenu de (2.3) et de (2.3"), pour tout >0,

m=1
oy+o, \|/ c\+o m L)e .
<A‘ t‘—'«) {(Hoga%a%l-m': ‘> lo,a,] ™ est borné,
1

g

m—1_

' m . 1=
(42 <Cppp@ e ti(jlogato3] THECL) " o0y ]

sur supp (1 — x(o,(x){EY))?
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D’autre part, si [f,|+]y,|>1, pour tout £>0

10807 (1 = 2(0,()EM S Cp O (vu (2.3))
et, de (2.3)

m—1

- ’ T 1 . m=1
(43 | |logata3| LE | " |oroned ™ <Cllog (1 +12D)

sur supp 041011 (1 — 1(0,(x)<EN))?
De (A.1), (A.2) et de (A.3), on obtient (7.1).

II. Preuve du lemme 7.2.
Comme C|;eS}|:8(2) et a=i*'eS20(1),

n

a AL BIT = I 4 (= 1)
=1

- 2 3} €S89:%(1)

Notons que
O(_“']C}jdj_' _ ml+|szSl ((a—x+l)(ﬂDC J(ﬂ))“)(a'l l)( )
j—1
ey stz dilo)
&
et que

- é i e
o “C,!J( aél-aoDx,aoaf 3>—a1 20— é aoD,,aoCl;

enN S}Tn(l_5)2+ ——;;—-,O(t)

£<0

. B .
ou Af, x: C)=<a—a{> DiA(t, x; ¢). Comme

18]
a:z;;/ae@ﬁ!’_@.,jz)t_) S0, Iy et
lo,]

Cile

(logal 2)( 01,(‘;'?,91_”‘_15(!, 1), on voit que
1

((Ot““)"”CC.’j<,;,)‘V'°(.W"')”.)EBC\OS?:?(I) (181 +171>0)
et
ad=i"to 6{ aoDx,atoC,je f\ S$9:0(2).
De la considération ci-dessus, on obtient a) du lemme 7.2. Le reste du lemme
7.2 est aussi montré par le raisonnement pareil.

III. Preuve du lemme 8.1.
Posons

ty,x,e=max {te[0, T]: (¢, x, &) esupp ¥5}
tyx,e=min {te [0, T]: (4, x, {)esupp (1 -y )}
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Ici, quand [0, T]x {(x, &)} nsupp (I —¥,) (1, x: {)=g, on pose t,,.=T. Comme

d (,___0i(@®) .
7 <e A OETAD >>O sur ]0, T] de (2.5), on voit

que pour tout (x,, &) € R2"
[09 tl,xo.{o] =Supp ./,5 n [09 T] X {(-\:Os 60)}
[tZ,xo.éo’ T]osupp (1 =t) N[0, T] x {(xq, &o)}

(A.4)

De (2.5) on a

Lo , _1
[( ,"}_ _e3:> "‘] 2C<,¥7 LT‘TE.I,_>' "'a]?ln‘ et
g,+0, o,
1

U% 3t _7‘" o C gy >_1_h7 _.,L u C>0
S - —_ —_ n [s) .
|:< ol +o, ¢ ) B < <0,+a’, i u >

De (7.9), sur [0, t, ], |log 63(t)a3(x)| > Clog ({&)+1). Alors il existe des con-
stantes M >0 et C>0 et on a pour |¢{|>M

1

1
—_— 1 2 —\
o1+o0, )l m m 252 1-L 252(1-L( O m
17 o |log oic w <C||logoic}|t~m et
( o1 " |log a1a3| |log ot} o +o, )

sur [0, ¢,,.,] et

1 .

’ T L 1 1 2 -\

(P-l;—'—'i'> "o, ™ |logoio}|tm < —C(Ilog oo} '*ﬁ‘(—&-,—‘l ------ e3'> "') ,
1 1

sur [£; ;6 T].

Alors, pour montrer le lemme 8.1, il suffit de noter que pour tous multi-indices «, 8

0304 [\ Bus, v: 01|

L ' - L
<Cop (7 (D120 o atad)) T lo o ey (eIl
4] 1

et

o208 S; Bals, x: Eds|

1

T ' 1 -4
<Cp| (D1 ogatodl) e W lone 1w (eI

t2,x,8

(Ici on a utilisé les suivants: (-J‘?;L%!"Zﬂ)gc'@)e sur {(x, &): |a3(x){&>|>co >0}
2
et |o,(x)(&>|>¢c, >0 dans supp {1 —¢,}) et de (7.9)

|
TN\ L
(2E2) ™ llog 010311 (16,021 T limy, ., < Clog (G5 +1) et
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