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[ 1 ]  Etant donnés le processus du m ouvem ent brownien réel 1.13(x, w);
x>01 et une variable aléatoire réelle r(w ), définis sur un espace probabilisé
(W, P ) ,  on  a  à  chercher l'ex istence de so lu tions du  p rob lèm e de
Cauchy d'une équation différentielle stochastique du type noncausal comme
suit,

f dX (x , w )=a(x , X )dx ± b (x , X )dB (x )
1X (0 , w )=r(w ) , P  —p. s.,

o ù  a(x , y )  e t  b (x , y )  ( ( x , y) G [ 0 ,  1 ]  X  R I ) sont des fonctions réelles
quelconques.

Définition. P ar la  so lu tion  du  p rob lèm e (1 ), on  en tend  un  coup le
(X , { y0} ) d 'une fonction  aléato ire X (x , w) ( ( x ,  w ) E  [0, 1] x W ) et une
base orthonorm ale dans l'espace h ilbertien  réel L 2 (0, 1 )  satisfaisante
l'équation suivante,

(2) X (x , w )— r(w )=a(y , X (y , w ) )d y +S x b (y , X (y , w ))4 B (y ),
0 0

o ù  le  term e Sb di,B ( y )  signifie l'integrale stochastique du type noncausal

par rapport a  la  b ase  fço ,1 , (vo ir [2 ], [3 ]).

Il n 'est pas d iffic ile de vo ir l'ex istence de so lution  si la donnée r(w )
e s t u n  n o m b re  ré e l d é te rm in is te  r  (o u  b ien , u n e  v a r iab le  a lé a to ire
indépendante du processus t/3 ( x ,  w ) ; x >0 1 ) .  En effet, prenons le système
des foncitions trigonom étriques [1, 112—  cos 27rnx, 112 sin 27rnx : n>1}  pour
la base fy91 et considérons une solution Y(x, w),  à  supposer qu'il existe,
de l'équation integrale suivante,

(3) Y(x, w ) — r=- a (y, Y (y , w ))dy -11 . x b(y , Y (y, w ))dB (y ),
0 0

(1)
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où le term e Sb dB  (y ) signifie l'integrale symetrique.

Alors d'après le Théorème 2 de [3] on confirme que le couple (Y, {ça})
est un e  so lu tio n  du  p ro b lèm e (I). M ais ce t ra iso n n em en t n e  m arch e
plus si la donnée r( w )  est une variable aléatoire quelconque. Le principal
but de la présente note est de m ontrer un résultat sur ce sujet.

D ans ce qui suit, on entendra par H la totalité de fonctions aléatoires
réelles f ( x ,  w )  te lle s  q u e  P [ P ( x ,  w ) d x <0 0 ]=1  e t p a r  M la sous-classe

0
d e fo n ctio n s d e  H qui so ient adaptées  à  la  fam ille  des tribus gz--", =
a ( B ( y ,  w ) : 0 < y < x ) ( x > 0 ) .  On dit que la fonction f ( x ,  w )  de la classe
M est une quasi-martingale pourvu qu'il existe une fonction g (x , w )(E M )
qui soit à  variation bornée sur l'intervalle [0, 1] pour presque tout w  et
une fonction h ( x ,  w ) ( E M )  telles que l'on ait l'égalité

(4) f (x , w )— f (y , w )=g(x , w )— g(y , w )--FS x h (u , w )d°B (u), (x >y ),
Y

où  on  en tend  par Sh d° B  (u) l'integrale d'Ito. E n  o u tre , s i la  fo n c tio n
g (x , w )  possède la densité: g(x , w ) =S gx ' (y , w )dy  (g ' (x , w )E M ), alors la

fonction f ( x ,  w )  est appelée la quasi-m artingale régulière. Ceci posé, on
va répéter ci-dessous le Théorèm e cité en haut, parce qu'li fait des rôles
fondamentaux dans toute discussion.

Théorème 1. ( [ 3 ] ) .  (i) T ou te  quasi-m artingale  f (x , w ) e st integrable
par rapport au systèm e des fonctions trigonom étriques et dant ce cas l'integrale

SJ-( x , w )d B (x )  est identique à l'integrale sy m etrique f (x , w )dB (x )(-=-
1

Shdx2

±S fd° B  (x ))

(ii) S oit f (x , w ) une quasi-m artingale telle que la f onction h(x , w ) dans la
décomposition (4 )  soit encore une quasi-m artingale. A lors la fonction f (x , w )
est u-integrable, c 'est-à-dire que: elle  est integrable par rapport à n 'im porte

quelle  base { 0 et la v aleure de l'in tegrale S f dB  ne dépend pas du choix  de

la base, (donc dans ce cas, identique à l'integrale sym etrique).

Remarque. Les conclusions de l'énoncé restent encore vrais même si
la fonction g ( x ,  w )  dans l'expression (4) de "quasi-m artingale" f ( x , w )
é ta it d e  la  c la sse  H. O n  a p p e lle ra it  u n e  te lle  fo n c tio n  " la  p se u d o -
martingale". C 'e s t san s  d o u te  u n  u sage  ab u s if  d u  m o t, m a is  q u e lq u e
fois utile.

[ 2 ]  Pour simplicité de discussions on suppose dorénavant que les fonc-
tions a(x , y )  e t b (x , y )  satisfont aux deux conditions suivantes;

o(H, 1) L es fonctions a ( x , y )  e t 
2

2 b (x ,y )  sont de la classe Cl.ay
(H, 2) D e p lus, elles sont suffisam m ent régulières en ce sens que pour
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to u t n o m b re  rée l r  l'eq u atio n  in teg ra le  (3 ) p o ssèd e  u n e  te lle
solution, disons Y(x, w ; r) dont presque toute trajectoire soit con-
tinue en  (x , r) E  [0 , 1 ] X  .11' et continuellement différentiable en r.

Remarque 2. L a co n d itio n  (H , 2 ) e st sa tis fa ite  s i, p a r exem p le , le s
fonctions a(x, y ) ,  b (x ,y )  sont de la classe C 3 en y et toutes leures derivées
sont bornées sur [0, 1] x /V  (c f . [4 ]) .

Grâce à  l'h yp o th èse  (H, 2), on peut considérer la fonction composée
X (x , w) = Y(x, w ; r(w ) )  com m e une fonction aléatoire, où r( w )  est la
donnée initiale. O n a à démotrer que le couple (X , {w}) de cette fonction
et une base convenablem ent choisie devient une solution du problèm e
(1). N otam m ent, on va étab lir le

Théorème 2. (i) Si l'on prend le systèm e des fonctions trigonom étriques
pour la base  { ça} , alo rs  le  c o u p le  (X , fço1) dev ient une solution du problèm e
(1).
(ii) S i, en  ou tre , la f onc tion  b(x , y )  e s t  d e  la c las se  C4 e n  y , alo rs  p o u r
n'im porte quelle base {ço} le  couple  (X , fço}) l'est aussi.

Pour vérifier cet énoncé, on va préparer des deux propositions.
So it { f (x , w ; r): ( A E M  ( R i ) )  une famille des quasi-martingales

régulières, c'est-à-dire que: pour chaque r fixé il existe des deux fonctions
g(x , w ; r )  e t  h (x , w ; r), apartenant à  la classe M , telles que:

(5) df (x , w ; r)=g(x , w ; r)dx +h(x , w ; r)d°B (x ).

O n suppose que les fonctions g ( x ,  w ; r)  e t  h (x , w ; r) sont m esurables
e n  (x , w , r)  et satisfont à  la condition,

(6) P [  d r  f g 2 (x , w ; r)H-h 2 (x , w ; r)} dx <00]=-1.
A o

O n se donne ensuite une base ly4 et on form e la suite des integrales de
•

Stieltjes : f (x , w ; r)d B ;(x )  où w )=E(ç0„, B )
x

yok (y )dy . 11 est utile
k=0 0

de se rappeler que le Théorèm e de N ish io-Ito  ([1]) im plique que:
P [lim  sup 1/3(x , w )— B (x , w )1=0] =1.

n - +.0  0 5 ,5 1

D 'autre part, pour une base convenablem ent choisie, on obtient par le
Théorème 1 l'égalité :

limS f ( x ,  w ; r) d 1 4 ( x ) = f ( x ,  w ; r) d B ( x )  (en probabilité).
n - s . .  0 0

De plus, en éxaminant le détail de la démonstration du Théorème (donnée
dans l'article [3]), on peut obtenir un résultat p lus précis com m e suit,

Proposition 1. (i) Pour le systèm e des fonctions trigonom étriques, on a



702 Shigeyoshi Ogawa

l'égalité,
1

(7) lim S d r5  f (x , w ; r)  f d ; B (x)— dB ;(x )1]
2

 = 0  (en probabitité),
A 0

dans ce cas, on entend par B (x , w ) le processus.
n 2

14(x, w) = E (y )dy , o ù  Z ,k, =- 19 ) ,. ,( y )d B (y )  et y i . k (x)=V2 cos2Trkx,k=0 0
492,k(x) = V -2-  sin 2zkx  (k  #0), çoi.o(x) =1, p20 (x) = 0  (pour la convenance de
notations).
(ii) S i la f onction h(x , w ; r) dans l'ex pression (5 )  est encore une quasi
m artingale régulière satisfaisante a la m êm e condition que f (x , w ; r). A lors,
quelque soit la base { q)), l'égalité (7) est encore valide.

Preuve. Com m e cet énoncé peut être vérifié d 'une m êm e façon que
la démonstration du Théorème 1, on va démontrer seulement la première
p artie  (i).

Posons, f 1  (x , w ;  r )  = f  (0, w ;  r) g  (y , w ; r)d y  et f 2  ( x ,  w ;  r )  =
x
o h (y, w; r)  d° B (y). A lo rs , p ar in teg ra tio n  p ar p artie , o n  o b tien t :

Vo f ,(x , w ; r ) [4d3 (x ) —  d13(x )] =f 1 (1 , w ; r) [B (1) — Bn ( I ) ] [B (x)
13; (x)]g(x, w ; r)dx , d'où, à  l'aide du Théorème de Nishio-Ito, on confirme
q u e  l im  dr[S w ; r) td 9 B(x) — dB;(x)}1

2

 =0 (en  probab ilité) indé-
n-,.. A

pendamment du choix de la base.
Q uant au  term e qu i reste , on  obtien t par la  fo fm ule d 'Ito  l'égalité ;

1 4
So f2 (X ,  t e ) ;  r) [d (x ) —  dB ; (x )] = i . „(r),

J-1
00 2

où =  E f 2 (1, w ; 000(1)Z i,k  (0 ,, 1(x)=. wi,k (y)dy),
k=n+1 i=1

.0 2 S1_,

/2.„(r) = E  E  goi.k(x)çoi.k(x)h(x, w ; r)dx
k =+1 i=1 0

00 2 1 ' iSI 3 , ( r )  =  E  E  ço i.k (x )PB (x ) w ; r)d ° B(y)k =+1 i=1 0 0
00 2 f 1

/4,n  ( r )  =  E  E  0i,k (x )h(x , w ;  r)d°./3(x )S
o
49,k(Y)d°B(Y)•

k=n+1 z=1 0
I l su ffit d e  d ém o n trer que  lim  I % ( r ) d r  = 0  ( i = l ,  . . . ,  4) en probabilité.

n--.00 A

O r, d 'ap rès le  T héo rèm e de N ish io -Ito , il est im m éd iate  de vo ir que

lirnS „(r)d r =0  P —p. s.. P o u r v érif ie r  le s  éga lité s  lim S  / 2, „(r)dr =0
n - , o n  A n-.00 A
(i = 3 , 4 ), on n'a qu'à suivre une même discussion donnée dans la preuve
du Théorèm e 1 ( [3 ] ) . I l  e s t  à  rem arquer que le raisonnem ent utilisé
jusqu'ici ne nécessite pas des propriétés particulières de la base choisie.

Pour le terme 1 2 ,„, on a

/ 2
2 ,„(r)dr= d r [ 'É  Ç.h(x, w; r) sin 27rkx d.q2

A A k=n+1 mr 0
1 - 1 (x , w ; r)dx ,

- P L  0

dr h2
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donc d'après la condition (6 )  on obtient la conclusion.

Considérons la suite des fonctions aléatoires tr„ (x , w; r)} déterminées
par la formule

(8) 2r,(x, w; r) =r+ S a (y, Y(y, r))dy b (y , Y (y , w; r))d.13;(y),

où  Y  est la solution de l'équation  (3 )  exprim ée dans l'hypothèse (H, 2).
A lors, d 'ap rès le  T héorèm e 1 , o n  a  p o u r  c h a q u e  x ,  r  fixés l'égalité :
lim Xv„(x, w; r) =Y  (x , w; r )  en probabilité.
n-.00

Proposition 2 .  ( i )  S i l'on prend le systeme des fonctions trigonometriques
pour la base. A lors, pour chaque x  f ixé, la suite converge a Y  en probabilité,
uniformément en r  sur tout ensemble compact lorsque n tend vers l'infini.
(ii) S i la fonction b(x, y ) est de la classe  C 4 en y, alors quelque soit la base,
la conclusion de ( i )  reste encore vrais.

Preuv e. On fixe des nombres positifs s  e t  N  d'une façon arbitraire et
on va démontrer l'égalité

(9) lim P[sup I (x , w; r) — Y (x , w ; r) > s] = 0.
n-->°° I r IS N

G râce  au x  h yp o th è se s  (H , 1 )  e t  (H, 2 )  o n  v o it q u e  le s  fo n c tio n s
(x , w ; r )  e t  Y (x , w ; r ) sont différentiables en  r  pour presque tout w

et que les derivées deviennent satisfaire aux équations suivantes.

(l0) - ( i) ( x ,  ;  r )  = 1 +  S xa' (u, Y (u , ;  r))Y '(u , w ; r)du

r)) Y' (u, w ; r) dB (u) ,

a( l0 - (ii)—

ar
(x

'  

w ; r) =1 + S a' (u, Y (u,w; r))Y' (u, w ; r)du
0

(u,Y (u, w ; r))Y' (u,w; r)df3',;(u),
0

a a aoù Y' (x , w ; r) — Y (x , w ; r) e t a'(x ,y ) — a(x,y), b ' (x,y) —  

 ay
b(x,y).

ar

I l r é s u lte  d e  l'equation (1 0 ) -C i)  q u e  p o u r  c h a q u e  r  fixé la fonction
Y' (x, w; r )  est une quasi-martingale régulière et donc, d'après l'hypothèse
(H , 1 ) , la fonction b' (x, Y (x, w; r ))Y ' (x ,  w; r )  l'est aussi qui satisfait aux
conditions exprimées dans la Proposition 1. P a r  conséquant, on obtient
l'égalité :

lirnSN dr[ - 1,9,  {Y (x ,w ; r) X r,(x , w ; r)}_.

] 2

n0. -N or
2

=1.1M N  [Sxb' (u, Y (u, w; r)) (u, w; r) fd,13 (u) — dB;(u)}]dr- N
= 0  (en probabilité), d 'où on obtient; sup I Y(x, w ; r) — (x, ; r)

I r IS N
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r ' a-= su p  [Y (x, w ; r) w ; rf ldrr  

N Or

+ [Y  (x, w ; — N) —  X (x,w;

< (2 N P IS N  {  
a

  [Y  (x, w ; r) — w ; r)]}  2 " 2dr1
- N or

± 1Y  (X  W  ; — N) — w ; — N)

Puisque les deux dern ières quantités tendent vers zéros en  probab ilité
lorsque n  tend vers l'infini, celle-ci démontre l'énoncé.

Preuve du Théorème 2. Rem arquons que la Proposition 2 im plique que
lim  (x, w ; r (w)) =- X (x , w) ( = Y (x , w ; r ( w ) ) )  p o ur ch aque x  fixé, où

Iço} est une base convenablement choisie suivant les cas exprimés dans la
Proposition 2. C o n s id é ro n s to u t d 'ab o rd  le  c a s  ( i) , o ù  le  sy s tèm e  d es
fonctions trigonométriques est pris pour la base. Alors la conclusion s'en
suit aussitôt de la prem ière partie ( i )  de la Proposition 2 et de l'inégalité
suivante ;

P[1X (x, w) — r (w )) >e] <P[Ir (w ) 1> N ]
± P[1 1 (x,w r N (w)) —  X '(x r (w )) 1>e]

où e et N  sont des nombres positifs arbitraires et r N (w) =r (w)1 (w))
N • 1 L N  (r (w)) —  N • 1 ,_N i (r (w)). P a r  l 'é g a lité  (8 )  o n  v o it  q u e  la

suite b (y , Y (y, w; r (w)) dB,' (y )  (n  > 1 )  converge en probabilité lorsque
0

n  tend  vers / 'in fin i et que la  lim ite  do it être  égale  à  l'in tegra le  b(y,
0

Y (y, w ; r (w ))4B , d'après la définition de l'integrale stochastique du type
noncausal. C e fait dém ontre la prem ière partie (i) de l'énoncé. Su ivant
la même discussion basée sur la Proposition 2, on peut vérifier la deuxième
p artie  (ii).

FACULTY OF TEXTILE SCIENCE

KYOTO U N IV E R S ITY  O F  IN D U STR IAL A R T S  &

TEXTILE FIBRES

Références

[ 1 ] M. Nishio & K. Ito, On the convergence of sums of independent Banacha space valued
random varibles, Osaka J .  Math., 5 (1968), 35-48.

[ 2 ] S. O gaw a, Sur le produit direct du bruit blanc par lui-même, C. R. Acad. Sc. Paris, 288
(1979), Série A, 359-362.

[ 3 ] S . O g a w a , Quelques propriétés de l'integrale stochatique du type noncausal. (1981,
paraître).

[ 4 ] H. Tanaka & M . Hasegawa, KAKURITSU BIBUN HOTEISHIKI, Seminar on, Probability vol
1 9  (1964), JAPAN.


