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§ 1 .  Introduction.

1 .1 . On va démontrer, dans cet article, l'existence locale par rapport au temps
de solution analytique du problème de Cauchy pour les ondes de surface de l'eau en
écoulement trois-dimensionnel irrotationnel. En s'appuyant sur ce théorème
d'existence, on donnera ensuite une justification mathématique du développement de
Friedrichs [8], [28], ce qui est une généralisation du résultat de [1 4 ] pour
l'écoulement trois-dimensionnel.

Il s'agit en fait de résoudre les équations suivantes pour le potentiel de vitesses
0 = x, y, z) et la frontière libre définie par F(t, x, y, z )= z  - f (t , x, y)= 0:

(1.1) Oxx + Oy y + Ozz =  0  dans Q (t),

(1.2) Oz =  0, (x , y) e R 2 , z=0,

1(1.3) Or+ —
2

(C + 0 ;,+ 0 i)+  gz=0

(1.4) F t+ F x 0 x +  y(by Oz = 0

où Q(t)= {(x, y, z): (x, y) e R 2 , 0 < z < l(t, x , y )}, t>  0 ,  est le domaine occuppé
par l'eau, en connaissant le domaine g2(0) pour t = 0 défini par

(1.5) 0(0, x, y, z)= 0 0(x, y, z): harmonique,

(1.6) 1(0, x, y)=. Fax , y)> 0: analytique,

g: la constante de gravité.
On résoudra dans ce qui suit le problème (1.1)-(1.6) sous la forme non-

dimensionnelle suivante dépendant du paramètre non-dimensionnel (5= h1,1, le

Communiqué par Prof. Mizohata, le 8 Octobre 1984.

} z = F(t, x, y)
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rapport de la profondeur moyenne h de l'eau à la longueurl) des ondes il:

(1.7) 62(0xx + ty l+ Oz z = 0, dans 26(0,

(1.8) Oz = 0, (x, y) e R z = 0,

(1.9)

(1.10)

6 2 (0 ,+ ÷  (C + 0 ;,)+ z )+

62(Ft+ Fx 0„+ f y 0y) - 0 z =0

-1
2- C = 0

z = F,

avec

(1.11) 0(0, x, y, z)= 0 0 (x, y, z),

(1.12) 1 (0, x, y)=F o (x, y)>0.

Ayant une solution analytique {0 6 (t), n t ) }  de (1.7)-(1.12), on démontrera
qu'elle est indéfiniment différentiable par rapport à  o  E [0, 1] dans une classe de
fonctions analytiques. D'où une justification mathématique du développement de
Friedrichs comme développement asymptotique par rapport à 6 e [0 , 1 ]. Ce
développement de {0 6 (0, n t )}  en série entière par rapport à 62 a été proposé par
Friedrichs en 1948, sans démontrer sa légitimité mathématique, comme une méthode
systématique pour dériver des équations originales d'Euler les équations des ondes de
surface en eau peu profonde [8], [28].

On a ainsi la limite

{0°(t, x, y, z), r(t, x, y)} = lim {06 (t, x, y, z), T 6 (t, x, y)}
610

qui satisfait aux équations des ondes en eau peu profonde sur z F°(t, x, y):

0? + ( 0 (12 + 2 ) +T° =0 ,

I T'?+  (F°C )„+  (T°0 ) y = 0

qui est hyperbolique par rapport à {Ci, F°} sous la condition: l'°(t, x, y)>0.
On a également une série de systèmes d'équations aux dérivées partielles pour les
coefficients de 62 n, n  1:

( 1.13 ) .
f 0;',0;s+ F"-=

I';' +(T°0-4- Fn0 )x +(T°0",;+1T'D )=G 1

qui est un système hyperbolique linéaire par rapport à { , Fn} sous la même
condition sur F ° qu'en haut, où F„_ 1 e t  Gn _1 sont des fonctions de {040,

„ et leurs dérivées par rapport à (x, y).
Cette série de systèmes nous permet d'obtenir une solution approchée de (1.7)-

(1.12) jusqu'à tout ordre qu'on voudra en 62 .

1) Il n'est nullement essentiel de supposer identiques la longueur A des ondes dans la direction de
l'axe x et celle L dans la direction de l'axe y. Pour le cas où L* 2, voir [33].
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1 .2 .  Rappelons que l'on considère (1.7)—(1.12) comme le problème de Cauchy
en ce sens que l'on cherche l'évolution temporaire de Q6 (t) et 0 4 (t) en sachant la
forme S26(0) et le potentiel V(0) = 0 0(x, y , z).

C'est, en fait, un problème aux limites  à  la frontière libre z=1"(t, x, y ) pour
Ac1 =0 dans fl(t) avec (1.8) pour z = 0 et les conditions de Dirichlet aux bords
formulées par (1.3)—(1.4) qui sont elles-mêmes des équations aux dérivées partielles

résoudre en même temps.
Or le développement asymptotique de Friedrichs dit que son premier terme

{0°(t), T°}, qui satisfait à (1.13),, approche aux termes d'ordre 0 (52 ) près la solution
{V (t), n t ) }  du problème aux limites (1.7)—(1.12).

Autrement dit, un phénomène, étant régi par une équation elliptique, qui n'a pas
de vitesse finie de propagation est approché, lorsque .5 tend vers zéro, par une solution
d'un système hyperbolique non-linéaire ayant une vitesse finie de propagation.

De point de vue de la théorie des équations aux dérivées partielles, cela veut dire
ceci: alors que l'équation (1.7) cesse d'être uniformément elliptique pour 5=0, sa
solution admet des estimations aux bords uniformes par rapport à 5e [0 , 1 ] . Ainsi
notre problème (1.7)—(1.12) est régi asymptotiquement par des systèmes hyperboliques
au moment où l'équation (1.7) cesse d'être elliptique, (5 tendant vers zéro.

A cet égard, nous citons une étude de T. Carleman en 1 9 45  [7 ]. Il s'est
demandé, dans cette Note, s'il existait dans un temps fini une frontière qui sépare la
surface ébranlée de l'eau d'une partie non ébranlée, lorsque la surface libre de l'eau en
équilibre sous la pression atomosphérique constante a reçu un coup de vent. Il y a
démontré que l'existence de telle frontière contredirait l'unicité de la fonction
harmonique.

Il est à noter également que Friedrichs évoquait ce problème comme un des plus
typiques des phénomènes asymptotiques qui demandait une justification
mathématique, dans une conférence donnée en 1954 [9].

1 .3 .  Pour résoudre le problème de Cauchy (1.9)—(1.12) sur z = F pour déterminer
les conditions de Dirichlet sur z  F  pour (1.7), il faut qu'on ait, sinon une expression

1 1explicite, du moins une estimation sur z=F(t, x, y ) pour 75 Oz  et p  Oz .
L'estimation a priori suivante de solution de (1.8)—(1.11) nous sert pour avoir

toutes les estimations nécessaires sur z = F et pour résoudre le problème de Cauchy
pour (1.10)—(1.11) par le théorème de Cauchy-Kowalevski dans la version de
Nirenberg-Nishida [21], [22], [13] :

1 1 c 1110..111+ 1110.,111+ 1110„111 + ,75 (1110 z. III + 1110,11D+ F MI0.z111 -5-  11A 2 0 11,

où III III et II II est la L2 -norme sur fl(t) et sur la frontière z = F(t, x, y), respectivement,
C une constante indépendante de  5e [0, 1] et A =(— z1) 2

,  = 02 /0x2  +0 2 14 2 .
Ce n'est qu'une estimation dans Agmon-Douglis-Nirenberg [1]. Ce qui nous

importe ici, c'est de voir explicitement la manière de dépendance par rapport  à 5 de la
constante de majoration dans le second membre de l'estimation a priori.
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Pour cela, on passe de 06(0 à un domaine rigide, qui ne bouge pas avec le temps,
0 1 = {(x', y ', z '): (x ', y ') e R2 , 0 <z' <1} par le changement de variables

(x', y', z ')= (x, y,

et par la suite le passage de {0(t, x, y, z), 1- (t, x, y)}  à  firkt' , x', y ', z '), y(t', x', y )}
suivant Nalimov [20]. Et on exécute un calcul explicite moyennant la fonction de
Green sur 0 1 . Ceci faisant, on n'a plus affaire avec zhic = 0 sur 0 1 , mais avec des
estimations sur z ' =1 de solution d'une équation elliptique LA) = 0 (pour c5>0)
coefficients variables se composant de y(e, x', y') et ses dérivées, alors que l'on a pu
conserver l'opérateur 4 en passant de 06(t) à 0 1 par la représentation conforme dans
le cas de l'écoulement deux-dimensionnel [13 ]. Ce qui nous conduit à résoudre
notre problème seulement pour des données initiales "petites", c'est-à-dire que la
différence de la donnée initiale To et de la surface de l'eau en repos est "petite", voir
§§3-4, bien qu'elle ne soit infinitésimale.

1 .4 .  Comme une application du développement de Friedrichs, on donnera, dans
un article ultérieur [33], l'équation deux-dimensionnelle de Boussinesq comme une
équation approchée des ondes longues qui se distinguent des ondes de surface en eau
peu profonde. Il s'agit en fait des ondes de surface dont la longueur À, (dans les
directions de l'axe x et de l'axe y) et l'ampleur a satisfont au rapport exprimé comme
suit: ( 4 ) 2 et sont de m êm e ordre com m e inf initésim aux  lorsque

A » h  et h » a .

Pour les ondes de surface en eau peu profonde,  Œ/h pourrait être d'ordre 0(1).
En ce qui concerne la distinction entre des ondes longues de surface de l'eau et

des ondes de surface en eau peu profonde, nous l'avons discuté en détail suivant
l'esprit d'Ursell [30] et de Stokes [29] dans l'introduction de notre article précédent
[15 ]. Nous y renvoyons nos lecteurs (voir aussi §1 dans [33]).

On y donne aussi un système d'équations approchées des ondes longues duquel
nous avions déduit l'équation de Korteweg-de Vries [16] et de Broer-Peregrine [5],
[24], pour l'écoulement deux-dimensionnel [15].

On donnera également une justification mathématique pour l'équation de
Kadomtsev-Petviashvili [11] comme une équation approchée des ondes longues de
surface de l'eau dont la longueur dans la direction de l'axe y, par exemple, est beau-
coup plus grande que celle dans la direction de l'axe x:

(—Ak ) 2 , 
°
I;  e t  ( -LA ) 2

sont de même ordre comme infinitésimaux lorsque A , L—>oo, oc-40, A et L  étant la
longueur des ondes dans la direction de l'axe x et de l'axe y, respectivement.

1.5. Le contenu de cet article est dans l'ordre suivant. Il se divise en deux
parties.
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La première partie (dans ce numéro) se consiste de paragraphes 2, 3, 4 et 5.
Dans §2, on déduit de (1.1)—(1.6), les équations non-dimensionnelles (1.7)-(1.12).

On les récrit ensuite comme équations sur le domaine rigide 0 1 par rapport à {0, y}.
Dans §3, on obtiendra toutes les estimations a priori pour (te nécessaires pour

montrer le théorème d'existence. En particulier, les estimations aux bords pour
/4/6 2 et (t•z 13 dans une échelle d'espaces de Banach de fonctions analytiques.

Dans §4, on a le théorème d'existence locale par rapport au temps du problème
de Cauchy (1.9)—(1.12) sur z =1' via la résolution du problème correspondant sur
z =1 pour {0, y} dans l'échelle d'espaces de Banach ci-dessus. On se sert du
théorème de Cauchy-Kowalevski dans la version de Nirenberg-Nishida. Avec ces
conditions de Dirichlet ainsi déterminées, on résout le problème (1.7)—(1.12).

Dans §5, nous montrons que notre solution est indéfiniment différentiable par
rapport à 5 e [0, 1] sur la surface de l'eau.

On donnera ensuite, dans la seconde partie (le numéro prochain), le développe-
ment de Friedrichs sur la surface, en déduisant ainsi les équations des ondes de surface
en eau peu profonde, §6.

Une justification mathématique du développement de Friedrichs en cas de
l'écoulement trois-dimensionnel est donnée dans §7.

Dans le dérnier paragraphe §8, on résume les conclusions de ces études et donne
une appréciation sur leur portée et leurs défauts.

L'auteur tient à  remercier vivement Takaaki N ishida, Hideaki Yoshihara,
Seiji Ukai et A kira N akaoka. Ils se sont intéressés à  ce travail dès le début et ont
formulé de nombreuses corrections et suggestions en assistant aux exposés de
l'auteur au cours de ces dérnières années. Il voudrait également exprimer ses
remerciements à  la Faculté des Sciences de l ' Université d'Osaka qui lui a accordé
le loisir de se consacrer tranquillement aux études aboutissant  à  cet article.

PREMIERE PARTIE

ESTIMATIONS A PRIORI ET LE THÉORÈME D' EXISTENCE

§ 2. Equations non-dimensionnelles.

Considérons le changement de variables suivant définissant ainsi les variables
non-dimensionnelles (x', y', z') et t':

(x, y, z)=(Ax', Ay', hz'),

est la longueur des ondes dans la direction de l'axe x  et de l'axe y , h  la pro-
fondeur moyenne de l'eau et c=V gh.

On définit ensuite le potentiel non-dimensionnel 0 '  de vitesses et la surface
non-dimensionnelle de l'eau z' x', y')= 0 par

(2.1)
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(2.2) = c 2 0 ', F =hl".

Alors, on déduit de (1.1)—(1.4) les équations non-dimensionnelles suivantes:

+ =  0  d an s  S2'(t'),

i =0, z '=  0,

1 „62  (0 ; , - 1- ( 0 x 4 +  y3) ± ") " °
Z  =

62 (F;,+ 0 f'„,+ Otz, =0

Q'(t')= {(x', y', z'): (x', y') e R 2 , 0<z' <F'(t' , x', y')}, t' >0,

et c5 = h12 : paramètre non-dimensionnel avec les données initiales non-dimension-
nelles:

(2.7) 0'(0, x', y', z')= O(x', y', z'),

(2.8) F'(0, x', y')= F (x ', y')>0

définies par

(2.9) 00(x, y, z)= c),O(x', y', z'),

(2.10) Fo(x, y)= hF(x', y').

Remarques. (i) On voit que les vitesses non-dimensionnelles

(2.11) (U', V ', W ' ) = ( , 0 )

sont définies par

(2.12) (U , V )=c(U ', V '), W = cW'

d'après (2.1)—(2.2) où (U, V, W)=(0„, 0 y ,  O z )O  Nous avons ainsi les vitesses U' et
V' en divisant U et Vpar la vitesse sonique c=Vgh, alors que la composante verticale
W' de vitesse grad 0 est définie par

a= —
c  

w

qui est petite pour les ondes  "longues' ' 2 ) :  6 = hl ..1.<<1. Rappelons ici que la vitesse
des ondes "longues" de l'ampleur infinitésimale régies par les équations "approchées"

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

où

2) Airy [2].
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linéaires de (1.1)-(1.4) est donnée par c (1+  0 ((—h ) 2 ) )  ,  [18, §§227-229]. On
donnera dans §8 une justification de l'équation linéaire des ondes : n„- 4,7=0 ap-
prochant le problème non-linéaire original (1.1)-(1.4) non seulement pour les ondes de
l'ampleur infinitésimale3 ) mais aussi pour celles de l'ampleur finie.
(ii) Il n'y a aucune raison de nous borner  à considérer les ondes qui ont la même
longueur 2 dans la direction de y que dans la direction de x. On discutera dans
[33] des ondes dont la longueur dans la direction x est 2 et L dans la direction y.
En remplaçant (2.1) par

x= Ax' , y =Ly', z ----hz'
(2.13)

t= —A t 'c '

on déduira de (1.1)-(1.4) l'équation dite de Kadomtsev-Petviashvili pour les ondes
satisfaisant

62= ( h = )2(2.14) g =
\ \L h  '

Œ étant l'ampleur (fin de remarques).

On va maintenant transformer notre problème (1.1)-(1.6) sur g2(t) sur un domaine
qui ne bouge pas avec le temps. Pour cela, considérons le changement de variables:

(2.15)
z") = (x ', y', zr : , )

t"= t'
et définissons ct• et y par

0(t", x", y", z " ) = 0 ,  x  y ', z' =z"F'),

y(t", x", y")=F'(t', x', y').

Alors, en supprimant le signe "„", notre problème est à résoudre les équations
suivantes pour 4 et y déduites de (2.3)-(2.8) sur 0 1 = {(x, y, z): (x, y)E R 2 ,  0 < z  <1},
t>0:

L60 _„,(fix x +  oy y + Z2(62yi (52y3) Oz z

y2 (52
(2.16)

Cy) (2yi + 2)1, = 0 dans 521 ,- 2z (-1"1-- Oz x  + - yyx x  - yyy y )O x

(2.17)

(2.18)

Oz = 0, z = 0,

0, + ((ki + 44) - 1 + 6 2 Y + (52 Yit z +) 2y  =02 Y2

(2.19) yri-Yx(1)x+Y.49y-
1+ (52 y-F 6 2 y3 çb

—  o
z = 1,

62Y

3) Lagrange [17].
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avec les données initiales:

(2.20) 4)(0, x, Y, z)= 00(x, y, z),

(2.21) Y(0 , x, Y)=Yo(x, y) > o.

Notons que nous chercherons y satisfaisant

(2.22) y y_>0

si
yo (x, y)> 2y >0, (2.21).

§ 3. Estimations a priori.

3.1. Dans ce paragraphe, nous obtenons les estimations a priori (aux bords)
qui nous permettent de résoudre le problème de Cauchy (2.16)—(2.21). Il s'agit, en
fait, de résoudre en premier lieu le problème de Cauchy (2.18)—(2.21). Il faut donc,
sinon exprimer explicitement, estimer du moins

Oze t  
6  z =i 62

par {0„I z = i , 4 y iz = 1 , y} pour que l'on puisse résoudre (2.18)—(2.19) en tant que
équations sur la surface: z =1.

Or on voit un peu plus loin que (2.18)—(2.19) sont équivalentes au système
quasi-linéaire pour

(3.1) U(0= t( (1), Oy (1), (50x x (1), OOx y (1), 5 (1), y -1 , (5y, O y , 6 2 y „ x ,  0 2 yx y , (52 yy y)

où 4 (1)= C (t, x , y , 1) etc.
Il nous faut donc des estimations pour

C .x( 1 ) ,   (1), ( 1) 4 ) ( 1) 51) ( 1) 45( 1) et

par U(t) en outre que  °(52  (1), et (1).

Toutes les estimations seront obtenues en s'appuyant sur le lemme suivant qui
n'est qu'un résultat dans Agmon-Douglis-Nirenberg [1 ]. Le point crucial pour
nous est de calculer explicitement la manière de dépendance par rapport  à  Se [0, 1]
de constante de majoration:

Lemme 3.1. La solution (¢=4 (x , y, z )EH 2 (Q 1) du problème de Dirichlet

62 (0 x x +0 „)+O z z = f  dans
(3.2)

z=±1 = b

satisfait à l'inégalité suivante, où

z-="1

(kz y y (1)
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QI = {(x, Y, z ): (x, Y) E R 2 , 121 < 1}, f e  H °(2 1)  e t  b  E  H 3( R 2):

1 1(3.3) 1110,, +1110.), + 1110„ II + Ozx + 1110.,1ID+I I I II

c  
11/1 2  bil +c '

N,16

où

Ilu(z)112 = 11 lu(z)12 dxdy, 111u1112 =
1

1 1114(z)112 dz

et

52 5 2
A = (— 2 ex2 5 y 2

c, et c' étant indépendantes de (5.

Preu v e . La transformée de Fourier de (3.2) par rapport à (x , y) nous donne:

cz(z) - 47r262112i(z)= f(z),
(3.4)

43 1.--±1=6

ib(z)=(,- („,,,)[0])(z), 6= g•(x ,y ) [6] et =( j. , 2 )  sont des variables duales de
(x, Y):

(b(z)= e-2R X  49(X  , z )dX , X  =(x , y ).

D'où

(7.9 ( z \ c h  (27r(511z)  b( ) _+_
' ch (27n5IM  "

(3.5) + Sz sh (27r(51Nz— 1)) sh (2 7r6 INs + 1))  f(s)ds+(27r610 sh (47r(51M-1

C1   sh (27r6IN z+  I)) s h  ( 27-(6 11(s — 1 ) )  + ) (2,7rSIO sh On(5g1) f (s)ds.
z

et (3.3), vu le théorème de Plancherel. Q. E. D.

Remarque. Dans (3.3), on peut remplacer le premier terme de second membre:
C--11A 2 bll Par ClIA2 b11. On voit en effet que

V6

1
-i R 2 1(21r1M 2

51

 5R 2
 1(27r11)2

ch (27r(5glz)  b()12dU z ,ch (2ir(5g1)

sh (27r(5g1z)  6()12dNzch (2n(510
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sont majorés tous les deux par

IciIci , 2 1(27rg1)2 6()12 gdz=211A 2 b112 .

1110.111+ III 0.,111 + III 0, y 111 + + MI Oz, III) + -612- III g5 5

0A2 b11 +

3 .2 . L'échelle d'espaces de Banach. Définissons maintenant une échelle
d' espaces de Banach de fonctions analytiques.

Définition 3 .2 . L'espace de Banach Bp : u=u(x, y)eB p , p>0

   u . analytique sur et muni de norme:

(3.6)l u  Ilp = 11(1 + 2n10 2 e2 " 1 I 0() II L2(R2)< + co,

où 6( ) transformée de Fourier de u.

Notation 3 .3 . L'échelle d'espaces de Banach: S= Bp .
p>0

On a tout d'abord:

Lemme 3.4. u , y e Bp uv e Bp  et

(3.7) Iluv11,5- Ilullp• 11v11,.

Preuv e. Notons tout d'abord que

ueB ,, e274'141h() e  Li(R2) .

En effet:

(1 + 2171 )

2 (1+27r02 e2nPIC IO )ICk CllUllp •

On voit maintenant:

Iluv112 = (1 +2nIM4  e4 " 141 10(0*0(012 g =R2

n R

.20g — t10 (0d  n 2 4g  5= 1R2 (1 +2n 7r 4 e m47,P

5  1 [5 (1 +27r10
2 ez pi 41 10g — 01 1401dri 12

D'où

(3.3)'

d'où
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IluvU, 5.- 4 OR, (1 +27E1 — n1)2 e2 .P
141

10( — /) l likd d n Y ±

OR 2  (1. 2 7r1n1)2 e2 " 14110( —01 loODIchiyg}

VU

(1+1 ) 2 52(1+ g —nD2 +2(1+ nD2 .

Puisque l'on a

e pm< e po-no-10),

on voit:

I
R2 R2

I 0 11e2 R P In lf il
1 ., ,1 C h .6 e2 n P 141 10(1)1(1-1-27 —nl) t e4 n pR - 1 / 1 X

R2

x 10( -11)12 d1Ock 5

dn1R 2 e2 " 1"11401(1 +27rg—nlre4 Api4-7/11w_01 2 g <

501v1IplluU, e2 " 1"11401dri

d'après le théorème de Fubini. D'où

/5C 2 11vIlgull?,•

De même, on a

//5C2 11v1Igun.

Q. E. D.

Lemme 3.5. Quel que soit # un nombre réel positif , on a pour u E Bp ,

(3 .8 ) 11Aflull p' 1111 11 p— 69

pour p' <p, C étant indépendante de (p, p', u).

Pre u v e . Compte tenu du fait qie

x eplc
VeP'IC=(P — P') IMI Pe- ( P - P ')I c  

= KPe - K  e P I4 1 V 0 '  <10_ ( p  p l y i •

on a (3.8) par la définition de B,,.

( p  —  p
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Corollaire 3.6. Soient u , v  Bp , on a, alors, quel que soit p' <p:

iluxop , +11uvxlIp-5 P —

olai u
ax"lay"2 M O  9 = CX29

p , (p — p')Iai P

où a, et oc2 sont entiers positifs et C une constante indépendante de (p, p', u, y).

Lemme 3.7. Soient u, ve Bp , on a

1
A 2

Preuv e . Vu que < 1 - 1 7 1 + I r i l ,  on a

0 4 e 4npiMA (uv)U= .çit2 ( 1 + 1 )  ( 1 R 2
— 1

1) 01)dri)2

ireztitplfl V2ir.1z2 (1 +27r1 10g — 1/00/)Idn) 2 ck +

+  R2 +2 n le e4n "  6R 2 V2 0 / 1 —17)v(Widn)2

<CO A l
 ulipMvilp+MdMu p A 1 1 )10 2 .

D'où le lemme, C étant une constante indépendante de (p, u, y). Q. E. D.

3.3. Estimations a priori. Par le prolongement harmonique, notre problème
(1.1)—(1.6) est équivalent au problème sur  Q 1= {(x, y, z): (x, y) E R2 , z  <  f l ,
t > 0. Il s'agit donc ici d'avoir des estimations a priori pour solutions de

(3.9)
L640 =0 dansI 

01.=±1 = 0 (4

0 1={(x, Y, z): Y)ER 2 , t >0,

soit.

Notation 3.8. Pour y(t, x, y) a Bp , It, e t  4)(t, x, y, z) telle que Ox  e t  (/), e
pour tout (t, z),

E1 ,p(y-1)= Ily —111p + 114x11p+ 116 Y p + 116 2 Y x p +116 2 Y p+ II6 2 Y p

E2 , p (0) = MO x (1)11p +MO y ( 1)1Ip +I16 4 X X(1)1l +1150 4 1)4 +00 ( 1)11p
où Ox(1)= 4x(t, x , y, 1) etc.

Notation 3.9. Pour f(x , y, z)e Bp , Izi 1,

Ilf(z)U= 11(1 +2 7r1 1)2 e2" I 'l z)I1

111f Ilf(z)U,dz.

Proposition 3.10. Il existe une constante positive R o  indépendante de (5 E [0, 1]



Oz.OzyOzx
6 6 —52— <

P  -
+

p
+

P

1110..111,9+ 1110x,111p+ Ill 0„ Illp + O z Y 4 _  O z z  
6 p ' (52

C -2--- /- 11 A 2 0( 1)11,9+
V 6

  

0 .

 

+
P

  

a

     

G
P -

f
(5 2  P
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telle que l'on ait, si E 1 ,p (y -1)<R 0 , quel que soit p< po , l'inégalité suivante pour
solutions de (3.9):

   

45.
6 + _i_

P

O z ) , Oz.<
6 p  • I f

 2 P -

<  C ( R 1 3 )   11 A l 0( 1)11p,
=  \ 1 6

 

1110..III,+ 1110.01,9+ 1110„III,+

 

(3.10)

   

quel que soit p <p o , M o) étant une constante positive indépendante de (5 e [0, 1].

Remarque 3 .1 1 .  L e second  m em bre  de  (3.10) peut être rem placé par
C(R0)1IA20( 1)11p, i.e.

!l lip + III0x, Illp+ 1110„III, +
(3.10)'

Preuve de Proposition 3.10.

Vu (3.3), on a

5c(R0)(110.(1)11,+ 110( 1)11d .

Vp<P0, avec une constante C indépendante de 6, où

f = 0 2  ip(z )  (4:5z2z (z )+q(z )  (z )+ r i (z) tx  (z )+ r 2 (z) (I)SY (z)} ,

1P= 1— { 1 +  z2((.5Y x)2 +01'0 2» ,Y
(3.12)

— { 2 (4x)2 + 2 (4 ) 2—  Y((52Yxx) — Y(6 2 Yy y )}

2z 2z
— -- (6yx), r2= ((5yy).Y Y

Pour l'estimation de f  
6  2

 

P
, on se sert des lemmes suivants:

    

Lemme 3 .1 2 .  Quel que soit fl >0 , si on choisit R0 >0 suffisamment petite, il
existe une constante positive C(R 0 )  indépendante de SE [0, 1 ]  telle que l'on ait, si
E 1 ,p (y -1)<R 0 , quel que soit p < po ,

(3 .1 3 ) 1—P1110(1)11w 1 — fillq(1)11p, 1  —Pli-J (1)11p , j= 1, 2, >C(R0),

quel que soit p< po , où p(1)=Plz=i, q( 1)=q1 ,1  et ri (1)=r i l z , 1 .

Lemme 3 .1 3 .  Quel que soit p< po , on a



6 2
(3.15)

Ozz
«52

Oz.
6 211.1) (1 )11p

1 
±  '7 ( 1)11 p -p 2

zx

6 +11r2( 1 )11 p+111. 1(1)11p
çt,zy

p •

114 Tadayoshi Kano

(3.14) çb

   

Ozz

   

62

   

62

            

Renvoyant les preuves de lemmes plus loin, l'estimation de

comme suit:

 

6f2 d'abord

   

On a ainsi (3.10) de (3.11) et (3.15) par le lemme 3.12, si on choisit R 0 >0 con-
venablement petite. Q. E. D.

Corollaire 3.14. Pour R 0 > 0 choisie dans la proposition, on a

(3.16) 62

ou encore

(3.16)' 62

C(R 0 )> 0  étant une

<  R  )  ° P 1 2  0(011 '
P =

P 

constante dépendante de R o , et indépendante de 6 e [0, 1].

C(R0 ) Il A2 (/)(1)II p  ,

Preuve de lemme 3.12. Notons d'abord:

(3.17) il '' —y 1 1 R0R0 , R 0 < 1 ,  P<Po

Preu v e . On voit

-1-Y  - (l  - y ) +  ( l -  y)  
Y

d'où

(1—  Y - 1 11) y— 1

Y P

 

On en obtient (3.17), vu E1 (y —1)<R0 , V p< po . On a ainsi de (3.17):

y - 1 ) < Ily -111p 
y  11p/ = ( 1 —  — 1 102

d'où

    

li
l i  - y12Ilp

1 — y  I
Y I

2 R 0  
= ( 1 - R0) 2

 

Enfin, on a

       

6 Y.
Y 14.(i + )Y 116y.11p (1+ 1 — y  I

Y I J = 
R< 0  

= 1 — Ro

   

—21
Y P

Y —1 1
Y I (1 +

   



De même: 6y < R O et
52)  xx

Y p =  1—R0 Y I

D'où (3.13).

<   R o 
p

=  1 - R0 •p ,

62 y y y

o P}
zx
6

1
11/1  2  r2 ( 1)11 '(3.19) + IIA

+

+
P' }

+11(1(1 )1L9'

Ilr 2(1 )11 p'

<CO A2 0(04' +

Or, on voit que

(  f6 .2

5-s/6
{ iiI4 P i i i .

1
11 A 2 17(1 )4' 02

O z y

13,
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Q. E. D.
Preuve de lemme 3.13. On a

( z ) = °,r5z2z (z)dz, Izi <1,

puisque 4'(0)= O, d'où lemme. Q. E. D.

On va maintenant démontrer une inégalité qui est indispensable pour estimations
aux bords:

Proposition 3 .1 5 . Si E 1 ,,(y —1)< R o , quel que soit p < P o ,  il existe une constante
C(R0)>0 indépendante de  0e  [0, 1] telle que l'on ait:

III, I (5 A lI I I  . + A
1

4) )01 I 5 A
+
 On lilp •+

A l( ( x) + ( t Y )  + A lCfiry)
0

C(R 0 )  
5 A0(1)11,9, V )9 ' <V P < Po •

13 ,

Pre u v e . En se servant de l'expression (3.5), il est facile de voir, comme dans la
proposition 3.10, que:

(le premier membre de (3.18))

(3.18)

vu l'expression de f  dans (3.12).
D'après le lemme 3.12 et la proposition 3.10, on a de (3.19):



\175-C(RO) 
"-= VP - Pi

.\//11  ( 4)
6y )

Ng5.(1 1  (°.z3 x )

Oz.
(52 Oz62

p

P ) +
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,T(5- "C(R0)  C(R 0 ) 
Pl 2 46 ( 1 )1Ip' +{ — }.

En appliquant le lemme 3.5 à  l'inégalité ci-dessus et compte tenu de (3.13), on
obtient (3.18) pour Ro >0 convenablement choisie comme dans la proposition 3.10.

Q. E. D.

Corollaire 3 .1 6 . Pour R0 >0 choisie en haut, il ex iste une constante positive
C(R o )  indépendante de SE [0, 1 ] telle que l'on ait, si Ei ,p (y  -1 )< R o , quel que soit
P<Po,

(3.20)

 

,/,TA1( ) <  C(RO) 1- P- CO x(
1)11,9+ 110 y( 1)11 p),

   

V p' <V p <p 0 .

3 .4 .  Estimations aux bords (I). En s'appuyant sur les estimations dans le
numéro précédent 3.3., voici les estimations aux bords qui nous servent pour obtenir
le théorème d'existence.

Proposition 3 .1 7 .  Pour R 0 >0 précédem m ent choisie, il ex iste une constante
C(R 0 )> 0  in d ép én dan te d e  e [0, 1] telle que l'on ait, si  E 1 (y -1 )< R 0 , Vp<p o :

201 4 (
1) p 4 ( 1)11 +  C (R 0) (IO x x( ' )11 p 11 6 (I)p )

VP' <Vp< po , où 4 ( 1)=41z 1z = i , etc.

Preuv e . Vu l'expression (3.5) et la notation de (3.12), on a

(3.22) 46.(1)=6 th (6 1 ) (I I i
ch (.51 1z)

k( 1 ) )+  1
2  -1  ch ((5IM  

(5 2 # ( z )  d z

'

où g =f 162 , (3  12). D'où, on a

06 .  (i) A (I 41) p 1116 g  p

-5 II A0(1)11, + c(Ro) Il 6A2 0(1)1Ip ,

 

d'après (3.16).

Proposition 3 .1 8 .  Pour R 0 >0 précédem m ent choisie (les propositions 3.15-
3.17), il ex iste une constante C(R o )  positiv e telle que l'on ait, si E1 ,p ( y -1 )< R 0 ,
quel que soit p< po , les estimations aux bords suivantes:

(3.21) z ( 1 )
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< C(Ro)  (110.(1)11p+110y(1)11p),=  p— p'

(1)SY (1 4 p ,
C

p
( R

 p
c l) (11C ( 1 )11 p + 110 y ( 1 )11 p)1P'

(3.23)

(3.24)

Vp'<Vp<po , C(R0 ) étant indépedante de SE [0,1] .

Preu v e . (1 ) Vu (3.22), on voit

(3.25) , C (1 )=  4 1 th  (6 10(g1 2 43 ( 1 ) )+

On a ainsi:

ch (611z)  .4(z)dzch  P O

(3.26) 11 (1) p , CO 112 0( 1)11p, +

avec une constante C indépendante de e [0, 1] .  D 'o ù  (3.23) compte tenu du
corollaire 3.14, (3.16)', et.du lemme 3.5, (3.8).

(2 ) Compte tenu de (3.22), on voit que

  

(3.27) 1  ( I  ch (611z) 6 g1 #(z )dz .th (61 )( V if)(1 ))+ ch  P O

   

D'où, on a:

    

(3.28) 4:z5x (1) A2 ( 1 )1I QI' sr A 2 gill' ,

  

avec une constante C indépendante de e [0, 1] .  D 'o ù  (3.23) d'après le corollaire
3.16, (3.20). Q. E. D.

1Pour l'estimation de (-5- (A0z (1))2 , A=(-- .4) 2 , on démontre d'abord la

Proposition 3 .1 9 .  Pour R0 >0 choisie dans la proposition 3.18, il ex iste une
constante positive C(R0 )  telle que l'on ait, si E1 ,p (y-1)<R 0 , quel que soit P<Po,
l'inégalité suivante:

(3.29) 110 z.(1 )il p, 1145.3 ( ' )4 5C(R0)E2,p(4)

quel que soit p <Po.

Pre u v e . 1. En multipliant (3.27) par 6, on a

(3.30) (fiz,(1)'=-.'th (610 ( 6 112 (ii(1))+ 5%  echgAz? ô2I,j 4(z)dz.

On va estimer la seconde partie du second membre en la désignant par



110 6 2, 5 Ilq(1)11, O
z  ( 1 )a

O.q z  6 2 O zzq±
P

+ I 3 (
P P )  -
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C i eh  (.51 1z)  621N(z)dz.(3.31) RIP/19(z)= )_ i c h  (6 I1)

2 .  On voit d'abord:

R 162 A g (z) = 12162 A (p  4 )
(5

2
2z ) (z) + R 162 A (q 1 )(z )+

+ R i 62 A (r 1   (tir  ) (z) + R 2 A (r 2  
 (I)S'' ) (z) =

= ® + ® + ® + ® , soit.

Or, on a l'estimation suivante pour C) qui est plus simple que pour le reste:

(3 .3 2 ) 11011, 5 c(R0)E2,,,(0).

En effet, on a par l'intégration par partie

-6 = 2  th  (W1)(q(1) (1)
.;  ( 1 )) — 1

 s
e
h
h Z z

o
)  5 (q  ( 1) z (z)dz ,

vu q(-1)= — q(1) et Oz ( — 1)= — Oz(1). D'où, on a

C(R Og 2 , p (0) + C (R0) III (5 g III p 5 c (R0)E2,,(0),

compte tenu de (3.10)' et (3.21).
On voit ensuite que:

(3.33) (kzz  (z )_ A20(0 +  g(z), g (z)=f(z)/2 ((3.12)),(52

d'où on a

(3.34)
p(z)  z2z (z)— ( 1 P p )  (z)A 2 0(z)+ ( 1Pq p )  (z)  ?51  (z) +

+  (fr `p )(z ) 4 T ( z) +  (
2 )(z )

° ; Y  ( z ) .

Lorsque l'on apporte cette expression dans R162Ag(z), on obtiendra l'estimation pour
R1(52A [( Pq   ) (1)z (z)1 d'exactement la même manière que pour ® .  Nous avons1+ p  6 2

donc à estimer

(3.35)
R 162  A {( i P p )(z )A 20(z)+ (r 1 +  iPr  ' p ) (z )  z5 x (z)+

+ (r2 + i
P r 2

 p ) (z ) t Y ( z )  •

3 .  Premièrement on obtient:



R 162  A((
1 —

P 
p

)(z)A 24)(z))

[
A 2 6 (

1 —
P

p
) ] \1, A2 4)

„

6,/6 A 2 ( i P p   A 2 )

(
1 —

P
p

)(1) \ A2 0111 p'
1

< C
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R1 62A ( ( i P p )(z)A 2 0(z))
P

(3.36)
5C(R0)E2,p(4))+ ( 

 1  f  p
)(1)11 .

1 11NI A 2 (621.20(Z))111p

Preuv e. On a en effet:

où [A , B] dans la première partie du second membre est le commutateur entre deux
opérateurs pseudo-différentiels A et B.

En tenant compte de l'expression (3.5) avec les notations de (3.12), (5.18) et
(5.19), la première partie du second membre est majorée comme suit, puisqu'on a
Ik(6  1 P p   ) p 5 C. Ei ,p (y — 1), quel que soit z, Iz151:

 

[ 1A 2 6 (
1
 P   )1 \ I 6 A2 0

'   —  p

 

3 1
5 ciiiVa G(z)(1, (1)111 , + 6A 2 1 '914, 5

iiA0(1)11„, +VN0R0III6g III p'

      

où on emploie l'expression suivante:

A2ç6(z)= G(z)A2 0(1)+PSAg

— ch (6IM ‘r
ch (.31 1z); A m +

sh (2611)
(3.37) + 611 sh (611(z - 1))sh (6INs+ 1))  #(s)ds+

-1

+ (5 1 sh (61 Nz +shl () Issitl i()(51Ns — 1 )) 1 0(s)ds

en écrivant I I au lieu de 2nIC ) . D'où l'estimation ci-dessus (3.36), vu (3.10)'.

De même, on a:

R I PA  ((r i + i
1_r1

p )  
4
: x )
0p

(3.38)

 

1
IIIV 6  A 2 Ozxillp5C(R0)E2,p(0)+(ri+ 1

P r 1
p ) ( 1)

  

R i 62 A ((r 2 +  P r 2   )
1—r 646'zY)

(3.39)
5 C(R0)E2,p(0)+ ( 1.2 +  1P—r2p)(1)111k1 p

4) De même jusqu'à la fin de cet article pour simplifier l'écriture.
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vu également que, quel que soit z, Izi l'on a:

(1+ 6A)(ri + ,P r i <CEi,(y-1), j=1, 2.
— P  P

4. Ainsi, ce qui nous reste à montrer, c'est l'estimation de

111N/6 A l (6 A20)111 p +111 N1 A l xxIllp +111N16 A  Ozy 111p
par C(R0 )E2 ,(0).

Voyons d'abord:

VS (6A20(z))= NAT5A 1 G( z)6A20(1)+ 16 Al P62Ag
ch (rM iz) —  I -N16 112 (6 4 20(1))+=  c h  R O

+ 1z  6 + 10-1 sh (2(5g1)
sh (64 (z -1 ))sh (S IN s+ 1 )) 

+ Y 6+ 10 sh (2610 e(s)ds.sh(64(z+ 1))sh  (6g1(s-1)) 

Il est évident qu'on a

(3.41) III NATA 4 G(z).5/120(1)111p 5 C116112 0(1)4

Ensuite, dans la seconde partie NI 6 A 2 P62Ag, on a l'estim ation suivante de la
même manière que pour ® dans le numéro 2.:

(3.42) V Ï5À1 P62 A ((q+  11 '
q  

)

C ( R 0 ) E 2 , p ( 0 ) .
P  

Enfin on a

1111e reste de \ P62Ag p

(3.40)
(s)ds +

V.I6 Al i (
1
 P   )A20 + (r i +  p r

' )  Cx +  ( r 2  +
— p 1— p 6

,16[Al , 6( 1 _13
 p )1A 2 4) +

P

1
NI (51A  -

2
-  ,  6 (r i  +  f_r 1 p )1 4) Sx

P ±

CN0

< CNo

p r 2 O z y  
- p

VY[A1 , 6 (r2 +  1
P

—
r2

p )1 (4 "

+ CNo 111,16 iff (6 A 2 0)111 p+

  

(r i + Pr '
1 —

)(1) p 111 16 A 2+ (r 2 + 1
17:2p ) (1) II1,/(5 A 1114

 

< c(R 0 ) E2(0) + civo P ) ( 1 )1— p 111\16 A 2 (f5 A2 0 )  p+
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1

±
( r i + 111\16  A l 0 zxlIl p+P

Pr 2  )( 1)(r2+ Ill N. I (5 A T 0 z Ai p l .
P1P—r ip ) ( 1 )

1 —   p
1 i

De même pour Ill VSA 2 Ozxillp et Ill NI 6A -10.3,111p, et en fin de compte, on arrive
à l'estimation suivante:

il —3CN 0 

1

( i
P

 p )( 1) 1 p } 111 V6 A T O5A20) IIip ±

(3.43) ± 11 — 3CNo Kri ± i
P r i

p )(1)1 j Ill V6A 1 & +xlilp+

+ il — 3CN0 ( r2 +  r 2
p ) ( 1 )  j  III V 6 il l  Oz3,111p

_ 3CII5A.20(1)11,+3C(R0)E2,p (0)+ 3 N 0C(R0)E2,p(0).

5 . Ainsi, en rapportant l'estimation de 4. dans 3., on a l'estimation

(3.44) Ill R 16 2 /19 111 p 5 C(Ro)E2,0),

et par la suite (3.29). Q. E. D.

D'après cette proposition, avec la proposition 3.18, (3.24), on a le

Corollaire 3 .2 0 . S ous les m êm es hy pothèses que dans la proposition 3.19,
on a

 

O z x ( 1 ) 4, z y (1 )  
a i f

(C . ( 1))2  I
I.5 p '

(d) z y (1 ) ) 2  

a <
P' —

        

(3.35)
<  C (R 0 )  IIA4)(1)1Ip • E2.(çb) ,

P — P'

Vp'<Vp<p o .

3 .5 .  Estimations aux bords (H). La dernière estimation aux bords nécessaire
pour le théorème d'existence est résumée dans la

Proposition 3 .2 1 . S i E i ,p (y —1)<R 0 , R o étant la constante déjà choisie dans
nOS 3 •- 4., quel que soit p<p o , il ex iste une constante positive C(R o )  indépendante
de 6 e [0, 1] telle que l'on ait

C(Ro) (3.46) Il Ozxx(1 )11 , + II Ozxy( 1)11,/ + II 4zyy (1 ) II p,E 2  p ( 4 5),
P — P' '

V p' <V p< po , pour Ill <a(Po — )9 ).

Corollaire 3 .2 2  Sous les m êm es hypothèses que dans la proposition, on a

(3.47) 116'19(1)11p' < C(R o )  E_  19 _ 19 , 2 , 0 ) ,

Vp'‹ V p< Po.



122 Tadayoshi Kano

Preuv e. P r e  é tap e : D'après l'intégration par partie de (3.22) par rapport
z , on a:

(3.48)
114). ( 1)11p.+ MOz,(1)11p, + M Ozy ),(1)11,, 5

Il A(6/121)(1)) + 116i/g(1)11„, + CMI,/6 A

où

g z (z )= i(p z + g)(z)  (1)6 z2z  (z )+g z (z)  4:51  (z ) +

(3.49) +ri,z (z )  (z)+,2,z(z)  (z)} +

+ { p ( z ) og z ( z)+ri(1) yx  (z )+r 2
(1)zi'' (z)}

avec la notation de (3.12).
2e  é tap e : Notons d'abord le fait suivant:

Lemme 3.23. Sous les hypothèses de la proposition, on a

(3.50) Z 2   (i)1
62

C(Ro) 10 0 ( 1) 4P P'

 

Vp'<Vp<p o , C(R0) étant une constante indépendante de 6 E [O, 1].

Preuve. Vu (3.5)

(kz
2
z (1)=A 2 0(1)+g(1)=

et (3.12), on a

6
(3.51)

=A 2 4)(1)+p(1) (k(5 z (1)+q(1) (1)+r,(1) (1)+ r2 (1) tY (1).

D'où, on a

(1— 11p(1)11,) o
z z  (1)62

11A20(1)11,,+ CE,, p ,(y —1) fi 95
z  ( 1 ) x  ( 1 )

z
Y ( 1 ) p }  '62 a 6

et (3.50) par la suite, compte tenu de la proposition 3.18, (3.23)—(3.24).

Corollaire 3.24. Avec une constante positive C(R 0 ) indépendante de 6e [0, I]:

(3.52) 119(1)11 C(Ro) p, — 11A0(1)11P 'P

V P' <V P < Po.

Preuv e. Il est facile d'avoir (3.52), vu (3.50) avec (3.23)—(3.24), puisqu' on a



A (p (1 ) çb (  1 )) z z  ( 1 )62

C(Ro) E 2 , (0)+ IIP( 1)M, p=

+ P  ( 1 )11 p

A  or  )

(3.55)
A(6 P (MM

11,
A  (1) zz (1)
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(3.53) g(1)—p(1)  (4'6 1z (1)+q(1) (1)+r i (1) (1)+r2(1) (/)SY (1).

Q. E. D.
Ceci dit, on va maintenant démontrer le

Lemme 3.25. Sous les hypothèses de la proposition 3.21, on a

116A9(1)11p , ‹  " R°)  E
P - p(0) P ( 1 ) 4' A  (19zz (1) +6 p '

(3.54) + Ilri(1)11p,14..( 1)11p•+(lIri( 1)11p,+11r2(1)110110.y (1)11p,+

+ r2( 1)414)zy y (1) •

Preuv e . On voit d'abord que:

vu le lemme 3.23, (3.50).
Ensuite

A (q(1)  z  (1)) 1 
p' P P

q(1) 
 oz 

 (1) C(R ) E  ( 0 )
P— P' 2 'P(3.56)

d'après la proposition 3.18, (3.21).
Et enfin, on a

11A(r1(1)4).(1))IIp ,, 11A(r 2(1)0 zy (1))

...-.-11111 (6 r1(1))11p,( I )  (1)  p ,A (6 r 2(1))11 ptY  (1)

(3•57) +filri(1)iip,11A0z.(1)11p,+ dr2(1)11p,11A0zy (1)11p,}5

(0) ± r 1(1)11 zxx(1)II p '=  p  p ,  2,p

(1Ir 1(1)1I p' r 2(1)11 p z x y(1)11 ± 2(1)11 p'11 z y y(1)11 p'} •

De ces trois estimations, on conclut (3.54) vu (3.53).

3 e  é tap e : Il nous donc reste à estimer 111,16 avec (3.49). On voit tout
d'abord que

(3.58)

p'

< C(R 0 )  E

1

III NI6 A 2 gzillp," " 1 1 / 149(1)11p+P -

+ ,16  .4 2 ( p  
(t'S z + r i

 C
.,5z x  +r 2

 ( Ir  )
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d'après le corollaire 3.16, (3.20), vu également les notations de (3.12). On va donc,
dans ce qui suit, estimer la seconde partie du second membre dans (3.58).

Or, par l'intégration par partie, on a de (3.5):

1 
6 2 (1', ...(z) h=6 113 s

ch% z
i? h46 (1) + 6 11 sch% z )

o  4 (1 )+4 z (z)—

(3.59) — 1z 6 I I  ch (611(z-1))ch (611(s+1))  4 z (s)ds —sh (2(510

— 1 ch (61Nz+1))6c/11(061 1(s-1))s h  ( 2 .511 g' z (s)ds,

C z. (z )
'
 ('' zzY (z) —6 6

ch (6 Wz) 
ch (6 11)(3.60) —6113 ii)(1) - F (N I  c

c
h

h T(
1

5 f z
i )

)  # (1) —

—1z  .r5W sh (311(z—sh1)()26chii()611(s+1))  4(s)ds—
-1

—11(511 sh (611(z+s h1)()2 6chd)611(s —1))  4(s)ds,

ou encore

(3.59)' ( zz (z)=G(z).5/134)(1)+G(z)c5Ag(1)+g z -1 36Agz ,62

(3.60)' A  ( I)  zz (z)= G i (z)6A30(1)+ G i (z)6Ag(1)— P 16Ag za
De (3.59)', on a

p(z)  tz2zz (z)— ( 1
1

 p   )(z)(G(z)SA 3 0(1)-1- G(z)bilg(1)—IMAg z )+

lp  )(z )  zZx   (z ) +  f r  2p   )( z )  ÇbZZY   (z )

(3.61)
+ ( i

P
p ) (z ) ( (p z +q)(z)  tz2z (z)+q z (z)  "51  (z)+

+r i ,z (z) 
°

.;x (z ) +r2 (z) (z ))

Ceci vu, on a maintenant le

Lemme 3 .2 6 . Sous les hypothèses de la proposition 3.21, il ex iste une con-
stante positive C(Ro ) telle que l'on ait:

 

6z1
z )

   

2 (r i  
 4 ) =6.'x

  

\I(5A2(r2°WY)
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C ( R

°
)  

 E2 p(0) +

(3.62) +C{11/, ( 1)11,9' (1)w- (1)11p,±
6zzy 

1(1)II p di z xx(1)11 p'

   

+(Il ri( 1)11,, + 11r2(1)110 110.41)11, , +11r2(1) 11,9,110.41)114 +

A ((5  1 —
P r  i ) ( 1 ) p 17 ' Kf_ripi(i) )111 • \16  A  g z  p'

p ,

C étant une constante positive indépendante de e [0, 1].

Preuv e. Vu (3.59)', (3.60)' et (3.61), on a à estimer:

A  [i  ( r i +  ,Pr i )(z) {G i (z)(5A30(1)+ G i (z)SAg(1)— ,SAg z (z)} +.1 1— p

(3.63) +  1 P p )(z){G(z)SA 30(1)+G(z)SAg(1)— PSAg z (z)} +

+ ( i P p )(z ){ (p z +q)(z)  4 z2 z  (z )+q z (z)  (51  (z )+

+r i ,z (z ) (I)Sx (z)+1^2, z (z)  (z)}1,

au sens Ill •
Notons tout d'abord, pour tout z,

(3.64)
( r i+  f_rip)(z )

 

A S(r i + ( i p )(z )1 CEL p  (y -1), j =1, 2,

   

qui tend vers zéro lorsque R o tend vers zéro. On voit en effet que

n n 2
— p+

'

 p  dans (3.12),1—p

d'où on a

 

K i )(z) P (Z )II P I Z I  < 1
p =  1 HI P (01 p

 

Et puisque l'on avait

 

P(Z )11p IIA(4)(Z)Ilpf rj(Z ) Op +  A O r j)(Z ) p  C E 1 ,p (Y  — 1), j =  1, 2,

pour tout z, Izi 1, compte tenu de la preuve du lemme 3.12, on obtient (3.64).
On a par exemple pour j=1, 2:

1
S A 2 i( ri+ 

 1 —

P r  ) ( z )G 1 (z)(5A3 0(1)1p
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[A 4, 6(r i+  ( 1  p )(z)1\  I 6 G  1(z)(1)(1)

< C -111011 g (1) 111,' MOO A g (1)11p .( r j +  1—Pr  i
p
 )(1)A(.5 +  1P_rip  )(0 )

< C
1

P 1 \ I A  2 g p 'A (.5 + p)(1))

(  +  i
P_r i

p
(l) II1MP gzill p'

ciVo + No 6  A z gz p' •A (6(r i + iP_r i
p )(1))

+  i Pr  ) ( z )  6  A 2 GAZ)6/1.3 0(1)

A (6 + P r  ) ( 1)) NI( G(z) • A2 (1) , +P

(r i + i
P r

 p )(1) p, AO 112 0(1))11 p'

< Cp ' ( R  A0( 1)11 p + 0112 0(1)4) C (R )
 E 2

'
 p ( 0 )  •

Ensuite, on a:

6 A 2 i ( r i +  Pr  )1 (z) G1(z)(5Ag(1)}— p

, (5(i i d- 
 1

P
1  )(z)1,. I AG i (z)g(1) — p

(r i +  iPr
 p )(z) N 16 A 2 G i (z)( Ag(1)

+ mo

1),

A  (1)Sz (1)1

± II r 10-)11 AO z jc(1)11 ±  r 2( 1)11 AO 4 1)11 p'

d'après le corollaire 3.24, (3.52) et le lemme 3.25, (3.54).
Enfin, on a:

V6 A 2 i(r i +  Pr./
1 —

 p)(z)Pi6Agz(z)}

A i
,  (r .1 +  iP r

 p )[ i + P  l Ag z(z)

(ri+  1 P i   )(z)SAP i  • ,I,TA 2  gz (2 )

C(R ) °' E 2 (0) + 1113 (1 )11— 13 " P
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Il ne faut pas oublier ici que A  est la racine carrée de — d, A étant l'opérateur
laplacien dans R2.

De même pour le reste et on obtient (3.62).

On a donc l'estimation suivante pour NIT5 A 2  g ziii p ' en conséquence de deux
inégalités (3.58) et (3.62):

Lemme 3 .2 7  Sous les hypothèses de la proposition 3.21, pour une constante
positive R o suffisamment petite, il existe une constante positive C(R0 ) indépendante
de Se [0, 1] telle que l'on ait

II (5gz111, , 5

<  cp (Rpo)•  E (0)+C{Ilp( 1)11,,,, ( 1 '/Tx (1)1 + 
°

zzY (1) ) ±13 '
(3.65) + Ilr1(1)11,yikkzx,(1)IIp' +

r2(1)110110.xy(1)11p, +

+ r2( 1) if II Ozyy(1)IIp'}

quels que soient p' <p, p < po , C étant une constante positive indépendante de (5.

4e  é t a p e : Les inégalités (3.48), (3.54) et (3.65) montrent (3.46) avec le lemme
suivant:

Lemme 3 .2 8 . A vec une constante positive C(R0 )  indépendante de ô  e [0, 1],
on a

    

±  (1)
p'

  

(3.66) <  C(Ro) 
L—=  p  p '  2 , p( 0 )  ±  ( R  0 )  {II P( 1)11 p1 z x p '

+ • 1(1) 4' + II r2(1)  p') zxy(1)11 p' r 2(1 )II pdI z y y (1 )Il ly}

Preuv e . Puisque l'on a

(i) z6 zx (1), ft'ze." (1) — SA(A20(1)+ g(1)) ,

nous obtenons (3.66) d'après le lemme 3.25, (3.54) (fin de la démonstration de la
proposition 3.21).

Remarque 3 .2 9 . En démontrant la proposition 3.21, (3.46), on a démontré
en même temps, d'après (3.65)—(3.66), que

(3.67) III pC(Rpo) E 2 , 0 ) ,NI A l g AI p, -5
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avec C(Ro ) une constante positive dépendante de R o et indépendante de 6 e [0, 1].

§ 4 .  Théorème d'existence.

4 . 1 .  Système quasi-linéaire. Pour résoudre le problème de Cauchy (2.18)—
(2.21) sur z = 1 sous la condition (2.22), on récrit (2.18)—(2.19) comme un système pour

W(t)= t(u(t), v(t), y(t)-1)
(4.1)

t (4)x(t, x, Y , 1), 4),(t, x, y, 1), y(t, x, y)-1):

dw (4.2) dt = G(W(0)

i.e.

1 + (6 Yx)2 +  (4 ) 2  C (

1) O(1) ut =  uux — vvx —  Yx+ y2 6 6

+ 1  (0 z (1)  \2 (  1+ (6 Y x)2 + (4 0 2  

2 6  )  ax y2

1 + (6 Yx)2 + 14 CO02)   Ozy(l)v t =—uu y —vv y — yy+ y 2 6 6

+ 1   0  (  1+ (6Y x) 2 + (6Yy ) 2  V   z (1) 
2 ayY

2 ô )  '

x y z (4.5)( y — l) = u (Y  — 1)„ —  v(Y — 1)y +  1+ (6 Y) 2 + (6 Y) 2( 1 )

Remarque 4 . 1 .  Compte tenu du lemme 3.12 (estimation (3.17) etc.), il nous
est utile de voir par exemple:

1+ (6yx)2 + (4) 2 0.(1) _
Y 02

(4.6) Oz(1)(   Y 1 )  z ( 1 )  + 4-00 _ 1) x ))2 0 5 0  0 0 2 }   0211 )02 y 02 "
02 

( Y )Y {(o0 — l)x) 2 + (6 (Y —1 ) ) 2}  ° z (1 )
Y 02

etc.

Montrons que le système (4.2), c'est-à-dire (4.3)—(4.5), est quasi-linéaire par
rapport

(4.7)I  W(t)i = E i ,„(y — 1) + E2,(çb) •

aEn appliquant 6  a x  ou 6  a
a 
y   , on déduit de (4.3)—(4.4) les équations suivantes

pour

(4.3)

(4.4)

52 '
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0=- Su,, = 60 xx(1),

(4.8)t (5vx = 6041),

Or + eux +u0x + TV, + Vtx  ± WX —

A  {  Wi + XM( 1  +  W 2 + X2 )W  t  (k(1)  4) x (1) 
' y2 Y

3
f 6 6

(4.9) l +w2+x2 4)2( 1 )2 _   1 +w2+x2 doz(l) 4 )  (1 )y26 y2 6 .xx -

(  (l) .(1
)   Y  a I  wl+xm  _  (l+w 2 +x2 )w  } _0 ,\  6 /  0 x  t y2 Y

3—
Tt + 'M x  ± /4; + Wy  + trry ± WY

2 {wm+xn( 1  +  w 2 +x2)X  t  4) (1 )  4).x(1)
y 2 Y

3
i a a

(4.10) 6 zxy
1 + W2  + X2   C x (1 ) 4) (l)1 +  W 2  ± X2 C M   0  (1) —y26 Y

2

—25  wi+xm (1 + w2 +x2 )w  t  CM 0 . ) , (1 ) —y2 y3 J (5 (5

(  4z(1 )  )2   a   {  wl+xm( i + w 2
3+x2 )w  } _0,6 ay y2 y

rc, + Tu y  + UT y + M' y  ± V7Ty  + Xy-

- 1  WM + Xn( I  +  W 2 + X2 )X 4 z(1)  4)zY( 1 ) _
Iy

2
y

3 i 6 (5
(4.11)

l+w 2 +x2  
4)

z y ( 1 )   (kz y (1) l+w 2 +x2 gbz.p )  C y y (I)
y 2 6 y2

(

(kW  )2 a iwm+xn  _  (l+w 2 +x2 )x  } _0 ,6 ay y2 y3
où

w = 6yx = 6(Y — 1 )x, X= (51,  y = 45(y — 1), ,

l = 6 wx= 6 2 Yxx= 6 2 (y — 1 )xx,
(4.12)

m=(5xx= 62 y x y  = 6wy = (5 2 (y — 1) c y ,

h=6xy =6 2 Yy y =6 2 (Y— 1) y y  •

De même, on a de (4.5), les équations suivantes pour w, x, 1, m et n:

w, + wux + uwx + xvx + vxx  —

(4.13)

—
4) ( 1 )  0   (  l +w 2 +X 2 )  1 + w 2 +x 2 4)zx( 1 ) _0 ,

5a x y Y 6

129
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Xt +Wti,+uwy +vxy +xv),—

(4.14)
0 ,(1 )  0   (  1+w 2 ++x 2  )_  1+w2 + 2 0 . 3,(1)

= 0ey Y a —

lt +21ux + wO x + ulx +2mvx + x0,+ vmx  —

(4.15) _ 2  2(w/+xm)  _  (l+w 2 +x2 )w  t  C x (1) 
Y Y

2 1 6 —
t 

C ( 1 ) a  1  2(wl+ Xm) ( 1 + w2 + X2 )w  1
6( 3 x 1 y Y

2

Mt + / f l u x  + WOy  + lu , + Za n , + nvx +xt y + mvy + vmy —

{ 2(w1+ un)( 1   +w2 +z2 )w  t  4) z y (1) 
Y Y1 (5

(4.16) {  2(wm+zn)  _   (1 +w2 +X2 )X  }  4 (1)
y y2 (5

l+w 2 +x2
o z x y ( 1 1  C G )  0  I  2(wl- I - PO (1 + w 2  + X2)w  1-0,Y ' 6 ay 1 y y2

et enfin

(4.17) nt + "M y + Wry + UM y + MU y + M y + nvy + pry + nxy —

_ 2  2(wm+xn) (l+w2+;(2)xt 11\
y26  "

_  C(1) O   12(wm+yn)  _  (
1 + w 2  x 2 ) z }  1 +  w 2  - " 2

O z y y (
1

)
=

6 ay y y2

D'où, on voit que le système (4.2) est quasi-linéaire par rapport  à (4.7), vu les
propositions 3.17, (3.21), 3.18, (3.23)—(3.24) et 3.21, (3.46).

En résumé:

Proposition 4 . 1 .  Dans (4.2), G est une application continfie d e  { w; Iwip<R}
dans {w; lw <R}, V P' <V P <Po.

4 .2 .  Théorème d'existence. La proposition suivante avec la proposition 4.1
nous permettent d'obtenir le théorème d'existence d'après le théorème abstrait non-
linéaire de Cauchy-Kowalevski [13, Appendice]:

Proposition 4 .2 .  Quel que soit p' <p et quelles que soient W(t)=t(u(t), v(t),
y(t)-1), W (t)=t(ii(t), i3(t), "At)-1) appartenant à B p  x Bp x B p  telles que

E,,p (y —1), E 1,p (j1 — 1) < R o

E2,p(0), E2,,()< Q0 ,

OÙ Kt) = (I)x (t, x , y , 1), v(0= cky (t, x, y , 1), etc., il existe une constante positive C=
=C(R o , Q0 ) indépendante de (W, t, p et p') telle que l'on ait:

1+w2 +x2  

y
d (1) =0,
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(4.18) I G(W(t)) — G (1;1-1 (0 )1  <   C  ( R  °' °)  I W (t) — ( t ) I  p
P

La propositionproposition est une conséquence immédiate de la proposition 4.1 d'après
estimations aux bords dans le paragraphe 3.

Maintenant on peut énoncer le théorème d'existence') comme suit:

Théorème 4 .3 .  Supposons que y, —  1 e Bpo e t  00 analy tique dans (21 telle que
0,x(

1
)  =0o,xl z = 1 , 0 0 ,y (

1
)  =  0 0 ,y 1  z =  e  B 0  satisfassent

Ei,p0(Y0 — 1 ) < Q ,  E2,p0(00)<

pour R o > 0 et Q0 > 0 convenablement choisies. A lors, il existe une constante positive
a indépendante de 6 e [0, 1] telle que le problème de Cauchy sur z =1

(4.19) Or+ I - (4'i+ 4' ) +Y
1+ ( s ä y x ) 2 +  (4 0 2  (  o z

)

 =  

u

9

6 

(4.20) yt±yx0x±yyoy_ 1 + ( 5Yx)2 +(bYy) 2 O z _062 ,

f 0(0, x, y, 1)=0 0 (x, y, 1),

1)(0 , x, Y)= Y )  2y _ > 0

adm ette une et une seule solution {0, y }  telle que y -1, 4' x (1) et 4'y(1)E.13e, pour
Itl <a(Po —  P), qu el que soit p< po , satisfaisant

(4.22) E1,p(y —1)<2R 0 , E 2 (0)<2Q 0 .

Preuv e . Prenons un nombre R o > 0 le plus grand possible tel que l'on ait
toutes les estimations a priori dans le paragraphe 3 si Ei ,p (y — 1) < 2Ro ,  Vp<p o , et
un nombre positif Q0  (qui peut être égal à Ro ).

Soit

(4.23) Mp [W (0 ] =  QR °0 Ei,p(y -
1 )+ E 2 ,0 )

alors

M p [W (0)] = E , o — 1) + E 2, p(4)o) <

<  Q o  Ro Qo
R ,  2 2 = Qo •

On va chercher une solution qui satisfait

11,[W (t)]<2Q 0 , VP <Po •

Notons d'abord que si

5) Voir aussi [20], [23], [25] et [27].

(4.21)
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M p [W (t)]<2Q 0 , V  P <Po

alors

Q° E
P

 (y —1)<2Q 0 , i.e. El ,p (y —1)<2R 0 ,R 0
 1 •

quel que soit p< po . D'où les estimations a priori aux bords z =1 résumées dans
les propositions 3.17, 3.18 et 3.21 pour W(t)e./3„ x B, ,  x B,, satisfaisant à M p [W(t)] <
2Q0 , VP <P0. Donc le théorème abstrait non-linéaire de Cauchy-Kowalevski dé-
montre l'existence de solution cherchée. Soit, en effet, R =2E 0  où

M p [W(0)] < Q0 ,

nous avons une solution unique {0, y} telle que pour W (0= t(4) .„(t), (k(1), y(t)-1)

M p [W(t)] < R =2E0  < 2Q0

pour 1/1 <a(p o  —p), quel que soit p< po . D'où

E1") (y — 1)+ E2 ,p (0)< 2,2 0 ,R 0  
i.e.

Ei,p(y —1)<2R0 , E2,„(4)< 2 Q0,

quel que soit p < po , I 1-1 <a(Po

4 .3 .  Solution pour (2.3)—(2.8) dans le paragraphe 2 .  En supprimant "  , " , on
voit

f 49(t, x, y, z )=0(t, x, y, z r(t, x , y))

y(t, x, y)=F(t, x , y),

d'où on a maintenant de valeurs aux bords sur la surface libre z = F(t, x, y) de
potentiel non-dimensionnel 0:

0(t, x , y, F(t, x, y))= x, y, 1)

par le théorème 4 .3 .  On a ainsi la résolution du problème elliptique aux limites
(2.3)—(2.8).

§ 5. Solution {56, r }  est indéfiniment différentiable par rapport à oc  [0 , 1]  sur
z =1.

5 . 1 .  Dans ce paragraphe, on démontre que la solution {0, y} ={0(t, x, y, 1),
y(t, x, y)} obtenue dans le paragraphe 4 est indéfiniment différentiable par rapport
au paramètre non-dimensionnel 6 E [0, 1]. Le point crucial est: si

E i,p(y-1)< 2R0, E2 ,,(0)<2Q 0 , V p  <Po'
alors
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Dk (j'e- (1)) , D k ( e 'r   ( 1 ) ) ,  D 1 ( (1 )),

Dk ( (
.5 1  (1)), D k  (4), x (1)  (kg  (1)),

Dk C:1)zxr 2 ) , D k  (O zyc(5
1 ) 2 ) ,

Dkckz x x (1), D k 4 2x>,(1), D k O z y y (1)

sont toutes majorées au sens dp ., par

C (R o )  {IlDk(A4)(1))11p+ IlDk(6 /120(1))11,9}±P -

(5.2)
k-1 c(/2 0 , Q 0 )  { E ( y  — 1) +E ,( 4 ) } ,

C ( Q 0 )   Et , p ( y  1 ) + (p_p,)k-.,+1p — p

ak
quels que soient p ' et p tels que p' <p, p  < P o ,  k  = 1, 2, 3,..., où D"= a 6 k  9

,p (y — 1) =110Y — 1)1I +  1D 9Y x)lip DOY y)Ilp

(5.3) +  DI (6 2 Y .x) p+Il D i (6 2 Yxy)11p+11Di (6 2 Yyy)11p

E?,p(y — 1) = E i ,p (y —1)

et

p(0) = D  x(1)11p + D i  y( 1 )1I p Di (6 0 xx(1 )1Ip

(5.4) + D i ( 5Oxy(1))11p + IlDj (6 45
y y ( 1)) ,

E20 ,p(0)=E2,(çb),

et C(R 0 ), C(Q 0 ) et C(R o , Q 0 ) sont des constantes indépendantes de (5e [0, 1], ce qui
est crucial pour notre théorie.

Appliquons D" aux équations (4.3), (4.4) et (4.5) pour fu= v = i ,  (y —1)1,
x , y )=1)(t, x , y , 1). On obtient alors, d'après les estimations a priori en

haut sur z =1, un système d'équations linéaires pour W (k)(0= t(u(k)=Dku, v(k) =
Dkv, y(k)=Dk(y— 1)), 1, au sens I W(Ol p  (voir (4.7)) avec le second membre

„ v k _ 1) qui sont des polynômes de {u(i), vu), y(i)}, k — 1, et leurs dérivées
par rapport à (x, y):

1.4") + F i (t, u(k ) , v(k ) , y(k), V u(k), Vv("), y ( k ) ) =4 _ ,

(5.5) ec) + F2 (t , u(k), 
v ( k ) ,  y (k ) , Put " ) , v (k ) ,  V ï 1 =

Ak ) +F 3 ( t, u(k) , v (k) , y(k), Vu " ) , Vv" ) , ry (k ))=v k _i  .

Le système (5.5) est linéaire par rapport  à  W (k)(t), k 1, au sens I W(k)(t)l p ,
voir (4.7), c'est-à-dire qu'il y a une constante C(R o , Q0 ) ne dépendant que de Ro et
Q0  telle que l'on ait
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II ( t ) ilk. + 06  - -
0x  

F
3 p'

    

<  C(Ro, Qo)  (E ,,(y  —1) + El p (4))),
P -

V p'<p, compte tenu des équations (4.3)—(4.5), (4.9)—(4.11) et (4.13)—(4.17).
Ainsi les estimations aux bords en haut et le théorème abstrait non-linéaire de

Cauchy-Kowalevski nous permettent de résoudre le problème de Cauchy pour
(5.5), k  1 ,  avec les données de Cauchy zéros. Puisque les constantes C(R o ) etc sont
indépendantes de (5e [0, 1] dans les estimations en haut, on en conclut que W (t)=
t(u(t), v(t), y(t)— 1) est indéfiniment différentiable par rapport à  (5 au sens I W(t)l,
V p<p o .

On va donc passer maintenant  à  la démonstration des estimations pour (5.1)
par (5.2).

5.2. Estimations a priori (I),.
5.2.1. Commençons par le lemme suivant :

Lemme 5.1. Pour k =1 , 2, 3,..., on a

1± 11 Di 1)11 p
D i  (1Y — 1

Y  
)I

i=1 K P'

< D k 1)11 p 
— (1 - 11Y- 1  Ilp)2

Ci, étant le coefficient du binôme.

Preuv e . Vu

(5.8) 1- 7  — ( 1+  — —yY

on a

(' — I I — 1-11„.) D k (Y —1 )
Y

 

(  + y —1

Y

 

k-1
MD k ()) 1 )11p+ E c ./JI/21-'(y-1)11,f=1

D k - i (  Y- 1 )

  

D'où (5.6), vu

(5.9) 1 +

d'après

  

— 1 

Y
1 

, =1-11y-111,

a a 6) F2=ax ay



Dk (

by
Y 

)

Y P
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(5.10) (1-  Ily-1 1)
y —1

Y .-- MY - 1 11p .
P

 

D'après ce lemme, on peut montrer le

Lemme 5.2. Pour y  el3, telle que E 1 ,p (y -1 )<R 0 , quel que soit p< p o , on a
les inégalités suivantes avec les coefficients indépendantes de ô e [0, 1 ] :

 

D k (i-  ( 1)
y  i C(R 0)11 Dk (V - 1 )11 '9+

P

'  un polynôme de {11Di(y- 1)M},
+

_ 0...i. k - 1 ,  ô coefficients C(R 0 ) J '

(5.11)

P
C.(1 Z 0) CI Di VY JI p ± 11 D k (Y -  1 )11 p) - I-

 

(5.12)

,
un polynôme de {IlD i (6Yx)lp, 111Y(Y — 1 )11p},1

_ 0_ j, 1.k -1, ô coef f icients C(R o)

_. C(Ro)(iipk(6 Y )11 p+ IlDk(Y — 1 )II,)+

+

(5.13)
L u n  polynôme de (111:POYOi Illp, DI(Y — 1)11p} , 1 .

+
0  j ,  /. k —1, ô coefficients C(Ro)

P re u v e .  i )  Vu

1 _ _ _ _ 2 )_ 1_ i  -_=,,  y - 1  ( y - i y
,y2 Y Y  )  '

on obtient (5.11) d'après le lemme 5.2.
ii) On voit

(5Yx  — (ôy x ) ( 6 Y  
y -  1

x) y 'Y

(51'Y  — (6 Yy ) — (6 Yy ) y —
y
 l  .Y

d'où (5.10)-(5.11) en appliquant le lemme 5.2.

5.2.2. Avant de démontrer l'inégalité fondamentale dans ce paragraphe qui
correspond à la proposition 3.10, (3.10), on a, d'après les lemmes 5.1-5.2, le lemme
suivant pour p, q et r »  j =1, 2, dans (3.12):

Lemme 5.3. Soit R o la constante positiv e choisie dans le paragraphe 3, il
existe une constante positive C(R 0 ) qui ne dépende que de R o telle que l'on ait, si
E 1 ,p (y -1 )< R o ,  quel que soit p<po:
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(5.14)k
D" p(1) p + MDk q(1 )Mp + ID"1'2(1 )M + MDk r2(1 )Mp

..
[un poly nôm e de {E (y -1 )} ,

C(R0)Elf, p (y -1 )+
0  j k - 1 ,  à coefficients C(R0 )

On a, en particulier, pour k=1:

MD1P( 1 )M p+ MD' q( 1 )M p+ r i( 1 )Mp + MD1r2(1)M p <C(R o )Ef p (y — 1) =
(5.14),

=C(R0)(11D10 — 1 )11p+ IIDVYx)ilp+ ...+ D 1(6 2 Y 5 )lip)•

Ceci dit, on a la

Proposition 5.4. S oit E1 ,p(y -1 )<R 0 , R o  étant la constante positiv e choisie
dans le paragraphe 3 pour estim ations a priori et soit aussi E2 ,p (0)<Q 0 , Q0 une
constante positive, quel que soit p<p o . A lors, il existent des constantes positives
C(Ro )  e t  Ck(R o , Q0 )  indépendantes de  ô  e [0, 1], p  e t  p ' te lle s  q u e  l'o n  ait
l'inégalité suivante:

Ill Dk 0.14, + Ill Dk Oxy Ill + IIID k 0„111 +

(5.15) 1, + Dk ( V )  + D k
I f

<  C (R O ) 1 1

. ./ 6

 {II D k (A44 ( 1 ))4 ' +  MA 2 (A (1 ) ) 1)}1 )}

C  (R  Q  )k 01 0 9

N/6  (P  P ')  k+

V P' <V P < Po.

Remarque 5.5. Dans l'inégalité ci-dessus, la première partie du second membre
peut être remplacée par

(5.16) C(R0)(11ADk(A4)(1))11,9' A(Aç6(1)) p•Ell,p' (y — 1))

et la seconde partie par Ck(R o , Q,)(p — p')- k- 1 , voir aussi la remarque 3.11.

Comme le corollaire 3.14, on a le

Corollaire 5.6. Sous les hypothèses de la proposition 5.4, on a

(le second m em bre de (5.15)„,
Ilip kg111p, 5_ •

ou encore (5.16).

Preuve de la proposition 5.4. En se servant de l'expression (3.5) et la notation
de (3.12), on va calculer Dk(O2z/S2 ) etc. Tout d'abord, on a

4 ).z
2
z (z)=G(z)A 2 0(1)+g(z)+PSAg(z),6

D k ( t Y

 

13'

 

D k ( o z . )62

        

où
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(5.18) A _  Ch (611z) 
Ch (611)

sh (2610
sh ((W1(z — 1)) sh ((W l(s+1))avg(s)ds+

J - 1

sh (611(±+1))sh (611(s-1)) 
sh (2310 6114(s)ds

f (s4 ) z z  »  (1)z ) ( )  (11zx° z yg(s) = )6 2  — p(s)  6 2  (s  +  q (s  6 2  (s  +  r, s  (.0+ r 2 s  ( s ) .

On a donc:

D " (4) zz
2
 (z))={G(z)A • Dk(A0(1))+ go, k +PSAgo , k+ gk, o +PSAgk , o} +6

k-1 .
(5.20) + CI,(9;  k—j±.P6Agi , k_ ;)+ Ci:Di G(z)• A • Dk - i (A0(1))+

J= 1 ' i=1

+ kPAg,_ 1 + P • A(Sgk _; +(k— pg k _
J=1

où

gi =Dig= g o = g ,
i=0

(5.21) gi,i_i= Djp•D' - i ( 4:57
2z )+DjqDt - i(1-1-)+

+ Dir i . D' - i ( ° :5 x )+ D ir 2 Di - i ( t Y ) .

Pour la partie principale dans la parenthèse {  }  du second membre, on a l'esti-
mation suivante d'exactement la même façon que pour les estimations dans le
paragraphe 3, 3.3.:

G(z)ADk(A0(1))+g o ,k(z)+ PSAg o ,k + g k ,0  P 6 A9k,0 111,9, 5_
(5.22)

<  c (R o ) {Il Dk(A0( 1))11,v+ IA 2  (A0( 1))11 ,Ei , p'(Y 1)} +
Ck (R o , Qo ) 

\  (P — 19 ') k÷

compte tenu de (5.14)k , Vp' < p.
Pour les estimations des termes qui restent, on utilise les lemmes suivants:

Lemme 5.7. Q uelle que soit ue Bp ,  il ex istent des constantes positiv es M 1

et I j  indépendantes de .5 e [0, 1] telles que l'on ait

1) 111(DiG(z))ulllP— v e5(5.23)

2) Ill (DiG(z))uIII P 1 j I I AJuII.

(5.19)

et
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Preuv e . On voit par la définition:

(Dj  G(z))u111 = i dz i o i(1-±g1) z epii.D.i0(z)..a()1 2 d .

O r ch(za)/ch(a), Izi <1, est une fonction analytique réelle de a, et prolongeable
holomorphiquement pour It7 = a+  ix, 1x1< ,  E  =  co n'étant pas point singulier pour
elle. O n  a  d o n c

(5.24) sup IDid(611,
6i0,1z1<1

d'après le théorème de Cauchy, d'où (5.23), 2).

On a également

r i
(5.25) I 2 2  * - 1sup IDiC(6Ia z)12 d z  w

d'où (5.23), 1).

Remarque 5 .8 .  Pour j= 1, par exemple, on a

r i

2 ch 2 . -65211)
sh (621(51g1)  _  1 1  IDO(z)1 2 dz

_ i l   sh (c2h(512 1( )6 — 112 11 (5 

1 sh(2c6h12 (06—g 20611  1=m?,sup
ai41 2

Par le même raisonnement, on peut démontrer le lemme suivant:

Lemme 5 .9 .  Quelle que soit veB p , on a,

(5.26) III(D-1-13(z))vIllp.5 SUI/1 4 11p,

(5.27) III(DiP(z))j A

(5.28) 111(DiP(z))6Av J p Ajvil p

les constantes et N i  sont indépendantes de 6e [0, 1] et de p.

Preuv e . Les inégalités en haut correspondent aux inégalités suivantes:

(5.29) sup iDjP(z)vl, sup ID'i- - - - ;(- -z5-v1 5 Ni l WIP(01
o I I 6141

I z i< 1 , - 1 5 s 5 z i z l< 1 , z 5 s 1

(5.30)
6
j 1W - 1 1b(01

sup 1DiP(z, s)v(s)Ids
Izi<1 Jz

sup IDiP(z, s)v(s)Ids
1z1<1 -1



.13"  (
4)
6

2
2
z )

▪ Dk -
 (

4) )

D i (   4:5 1 

2(1)M

 

D k - i - 1  O z y

 

)9')

    

111)1 q(1)1I

       

+11Dir2(1)11p•

       

)
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et

(5.31) IlaiP(z)vIVz 5  6 1 MA I - I TU,

où

1 C. 

Ci = N3.

D'après ces deux lemmes, on a:

IIIkE1

t=1

• j=1

E +NO)
k-1 C(RO) 
j=1 ( P -

Q. E. D.

MI G(z) • A. Dk - i (A(1)(1 ))Illp•j=1

• j=1
 IlDk-i(A0(1))11,
V6(p - pT+1

IIIk PA gk -1+ E c 1,DJP.A(ôgk_ ; +(k-A gk-.1-1)111p, 5.J=1
k-1
E ck{N ; 111Ai gk- i lllp, +(k-DN J IMA gk - J-liMp•I •
t=1

Pour ce dérnier, on a par exemple

k-1 ,IIlAgk l  IMP ' E q-1111Agi ,k_i-J111,, 5
i=0

k-1• E C 1-1  {(IIA D i P ( 1 )11p'
j=0

 

+ Ap i q (1)11

 

D k - j -1
62

             

+

+ (11D-i P( 1)11p.

+ Ilair1(1)11p•

De même pour

D J )

D k - j - 1   ffizx

ADk - i - 1 (  tz2z

AD k- i - 1 (  41
6zx

II1Dk Oxy llip, et Illp k 0„111,,, ,



   

+  D k  O z  p Dk Ozy 111,,

     

(5.34)
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et ainsi on a la proposition par récurrence. Q. E. D.

Compte tenu de cette proposition, on a la

Proposition 5 .1 0 . Sous les m êm es hypothèses que dans la proposition 5.4,
on a l'inégalité suivante avec les constantes C(R0 )et Ck(Ro , Q0 ) qui ne dépendent
p as  d e  e [0, 1] :

 

\16 Dk (O z z )
62

   

\ I (5 A l  D k ( ?5 1)

\ 16 A I2 D k  

      

(5.32)

  

VS Dk ( 4)Sx

           

2 Dk 0.111p, + W A  2 Dk+  M J A  2  Dk Oyy p'

c(R°), {11.1)k (A0( 1))11,+11/10( 1 )11,9E1,p0 — 1 )} C( p
k ( R

 p
° ;)?+°1)p —  p'

Vp'<p.

En effet, dans la démonstration, le point le plus délicat est l'estimation suivante:

111V 6 1 1 1 90,kIllp, 5.

Ill A 2 P( 1 )11p• v6 D k ( t z2 z )
1

111 1  2 q( 1 )11 NI

1
(5.33) + IIAr i(1 )11p,

p , +10 2 r 20)11 1,,

+ Ilp(1)11, , „ m io D 1 ( t z2 . ) + Ilq(1)11,. (,/ A D" 2 )

+ Ilri(1)11p, or )\ ,6A ID 1c( 2(011 p'
(4 \NI.YA4 c5

on s'est servi du lemme 3.7. Pour majorer la première partie du second membre,
on applique la proposition 5.4, (5.15)k .

5 .2 .3 . Sous les mêmes hypothèses que dans la proposition 5.4, on a le

Lemme 5.11

p } ,

C(R0)1M,p'0)+E2 '(0)E k-  1"  ±  C k ( R ° ' 1 2 0 ),P 1,p' 115
(P P ' )

k

Vp' <p.

Preuv e. Comme dans la preuve de la proposition 5.4, prenons les représen-
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tations symboliques suivantes: 7 )

cbzz — G(z)6/1 2 0(1)+ 6g(z)+ P6 2 Ag(z),a

(5.35) Oz =G(z)A 00)+P • 6g(z),6

0 zz 1
=G(z)6A 2 0(1)+ PM . 6g(z).

Lemme 5.12. Si E 1 ,,(y -1)<R 0 , quel que soit p< po , R o étant choisie comme
dans le paragraphe 3, on a

+1110..111,9+ 1110.,111, c(R0) { II AO(1 ) II,+ II6 A2 0(1)11,}

5.3. Estimations aux bords z= +1 (I),. On va obtenir dans ce numéro, des
estimations aux bords z= +1 pour les fonctions énumérées dans (5.1), sauf les
trois dérnières.

Proposition 5.13. S o it  E i ,p (y —1 )< R 0 , R o é tan t la constan te  cho isie  dans
le paragraphe 3, et soit E2 ,p (0)<Q 0 ,  Q0 >0, quel que soit p<p o . A lors, notre
solution {0, y} de (2.16)— (2.21) satisfait aux inégalités suivantes, où C(R 0 ), C(R o , Q0 )
et C,(12,, Q0 ) sont des constantes positives indépendantes de 0 e [0, 1] ,  quel que soit
p' <p,

Dk (I)6z  (1)) C(R0){M, (0) E 2,p. (0 ) E ll,p'(y —1))
Q 0 )

±
C k ( R o ,

(P

Dk (1)) Dk  (or  ( 0 ) Dk ( ° "  (1)) 5

< C(R Ill Dk (A4) ( 0)111)+11 A ( 1) ( 1)11 p•E — 1 + C k( R ° ' Q °)
)9'

„ „ I 9
"9—  P

Nki - 1

z y

Alors, compte tenu du lemme suivant, on a le lemme de la même manière que
dans la démonstration de la proposition 5.4:

(5.36)

  

oz.

         

6

    

O

             

(5.37)

(5.38)

(5.39)

Dk ( 4  5 0)2) D k  (   z . ( 1 ) : z v ( 1))1p ,

/  P .

C(Ro, Q0)p ( 0 ) ±  E 2 ,p ( 0 ) .— 1 ) }P —

Preuve. 1. On voit d'abord:

1) " (   ( kz),
( 1)

2 ) 1
Ck (Ro, Q0)
(p  fO k + 1  •

(5.40) bz(1) =th (6IM(I1(b(1))+ 1 c
c
h
h

(6
(

1A z
i 6 0 (z )  d z ,

7) On comprendra par le mot "symbolique" que G(z) et P ne sont pas toujours les mêmes dans
ces représentations, bien qu'ils aient les "mêmes" propriétés.
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d'après (3.5) avec la notation de (312), ou encore écrivons-le comme suit:

(5.40)' 1 Oz(1)=G0/110(1) + P 0 (5g.

Alors on a

Dk (-1)
rez- (1)) =G 0Dk(A0(1))+P o Dk(4 )+ • • • ,

où "+ •••" est une convention pour dire qu'il n'y a que des termes d'ordre inférieur
k - 1 de dérivées par rapport  à  6 (par "l'abus" de notation, on ne distinguera pas

"±•••" et 11+-11p).
Il est évident qu'on a

(5.41) 11G0 • Dk(A0( 1))11p• 11Dki149( 1)11,,, •

Ensuite:

PoDk (6  9)11 p' C111 Dk (6 g)111 p'

IlDkp(1)11p
z .

  

+ Il Dk q(1)II p)9 ,

 

çIJz

     

o

        

(5.42)

 

+ E  II Dkr ;  ( 1) lia' III A Ill +
i=  1

Dk ( 4)
6
" ) +  q( 1 ) il p' D k( °

,r5z

Ilr j(1 )li p'111Dk AO z iii } ± • • • 5
i=1

 

+C II p(1) Il

  

C(.120)E 2 ,p,(0)E I , p' (Y - 1) +

C (RO) tEil, p' (44 E 2 ,p'(4) )Et , p'(Y 1 )1+ C /69
( R ° 'p P )

)
s
i?

vu les lemmes 5.11-5.12 et le lemme 5.3. D'où (5.37).

2 .  De même

D1
' ( 51  (1 ))= G 1 -Dk(A 2 0 (1 ))+P o •Dkg+••• ,

où

ch ((511z) ±&(1)=GIA 20(1)+P g=
t h  ( I l )  

 1W43(1)+ -62 ° 611 2 -1 0 1 0  
(z ) dz.(5.43) 

On a donc

D k  (i'1  (1)) 11 D k A20(1)1Ip' + P090, +  P O9k,0 + • • • 5

 



+
P'

Il P0g0,klip' .5CE1,p'(Y - 1 ) i

+
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avec les estimations suivantes:

il Dk  A2(1)(1)1v< liD
k A(1)(1 )11 

— P— p'
Vp' <p,

C(R0 ) { IlDk

d'après la remarque

(5.44)
I

I

 po 
Y

_0,k

 I
i

P  ,I

A 4)(1)11p,
 + II A2 0(1)11 ,E , (y

5.5, (5.16), i.e.

< C(RO) { IlD k A 0(1)11p+

— I)}

- - 1)} +

+

Il A 0(1)11pE t ,p 4 y

( p  _
c
p s;) k  + i

P — P'

+ Ck(RO, 120)
(p

 -p

et

(5.45)
il POg k,011p' CE 11,p'(Y - 1 ) i 4)  zz

p , + 4) z
p , ± C . ±

11 '
Oz), <62 (52 45 .5 p ' } -

C(Ro)  11A0(1)11pg,(Y-1),
— 1) —  P

vu (3.10)'. D'où l'estimation pour D" ( j p -  (0 )!
11 '

On voit ensuite:

(5.46) Dk(il (-P6- (1))'L-' G0Dk A2 0(1)+ 1 P oSA • Dk g + . . . ,

et par la suite, on a

1Dk (il  tz (1))
y'

1
II D k A 2 0(1)11p'± C (11V 6 A + g0,1‘ 111,9'± MIN/6  A 2 gk,011ip)+ •• • .

Or, nous avons, comme la proposition 3.15, l'estimation suivante, compte tenu
de (5.15),, (5.32) et également du lemme 3.7:

IC ( R o )  (5.47) MIN/6 A 2 90,d1p,{ IlD k A 0 (1 )lip + 1 1 1 1 0 (1 )1 1 p E t,p (y -1 )} ±
P — P'

+   C k (R o , Q0) 
(p —  p ' ) k  '  •

Vu (3.18), on a de la même manière:
1 C(Ro) (5.48) 111\16A 2 gk,0 III p• . - 11A0( 1)11 pEt, p (Y — 1), V  p' < p.

— P —  P'

par le second membre de (5.38).
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Ainsi nous obtenons l'estimation pour deux dérnières de (5.38).

3 .  On obtiendra l'estimation (5.39) comme un corollaire des propositions suivantes:

Proposition 5.14. S ous les m êm es hypothèses que dans la proposition 5.13,
on a des inégalités suivantes avec des constantes positives C(R o )  e t Ck(R o , Q0)
indépendantes de E [0, I]:

DkOz.( 1 )11 Dk  C y ( 1 ) p ,

(5.49)
C(R0)1E12%,,(0)+E2,p,(4)).Et,p,(y — 1 ) } C k (R o , Qo) 

Vp'<Vp<p o , 1.

Proposition 5.15. S i E i ,p (y — 1)< Ro e t E2 ,,(0)<12 0 , quel que soit p< po , on a

 

Dk (   (Pgx (1 ))
p ' '

Dk (tY  (1 ) )
p ,

   

(5.50)
<  C(RO)1 1 A 0 ( 1 ) 1 1 p E t p ( Y  1 ) } Ck(Ro, Qo) 

— A q5 ( 1 )11p+ O k +1(p

Vp' <Vp< p o , k 1.

Puisque l'on obtient (5.50) d'une manière presque pareille que pour (5.49),
on explicitera seulement la démonstration de (5.49).

Preuve de la proposition 5 .1 4 . D'après l'expression (5.46), on a

Dk(A0z(1))=G0Dk(S/124)(1))+1,062A • Dkg +...,

et on voit qu'il s'agit en fait d'estimation de

Rk=* P06 2 A (g0 ,k  gk,C1)'''

ch ((511z) 1(4‘ o,k(z)+ k,o(z))dz,ch (610

g o , „ = p Dk A 2 4) + +  i
P_q

 p ) D k ( 4
.
)
61 )+

+ ( r i + r p ) Dk  ( (bS k  )+ (r2 + 1PT2
p ) Dk ( 4)

6" ') ,

g k ,o = Dk p) A 2 0 + Dk (q+ p) +

+ Dk (r i +  1
19:   ) (I)Sx + D k (r 2 +  1

P  _r 2
 p )  (I)r  



(5.56) +Ro

Kr 2 +  1 P-r-2p  ) ( 1 )

6Dk
41,
sPzx6

f6- A 2 6Dk  '1-
6
Y

P ) ( 1)111 p 111,175-A 2  • 6131kA20111p'
-  

L.
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puisque l'on a

( 5 .5 4 )  g _   p p  A 2 0 + ( q _i_ p ) V  + ( r i +   ip-rir)4)s,,  +(r2+  Prz   (/)z),
p '

vu (3.33)-(3.34).
On va démontrer tout d'abord le lemme suivant:

Lemme 5 .1 6 .  Pour R o  une constante positive suffisamment petite, si Ei ,p (y
<R o et E2 ,p (0)<Q 0 , Q0  étant une constante positive, quel que soit p< po , il existent
des constantes positives C(Ro ) et Ck(Ro , Q0 ) indépendantes de 6 e [0, 1] telles que
l'on ait:

P062A {(q +  1 P q  p) • D k  46' 1  ± D k  ( q +  1 P q  p)  4-2 }
<C(R 0 ) { q p ,(0)+ E2,p,(0)Etp,(y -1)) +  Ck(Ro, Qo) 

(P -  PT  •
Preuv e. Par l'intégration par partie par rapport  à  z, on a

( 1  ch (5 g1z)  52
 { ( - i Pqp )  D k (V )(z )+D k(q+   1 Pq p )  6 2  (z)}(4'z dz=

=2 th ((M S  {(q+  1 /  )(1 ).D '( (1))+Dk(q+  i Pq p )(1) . -06 1- (1)1 _
cehh ((Sg olz

V
) { ( n +   P R  .Dk  ( (1).)( z ) +

 ( q +
Dk(4)6.2z )( z ) +

i p \ 62 J" p

+ Dk (q+  i Pq
 p ) z( z ) +  D k  ( q +  l

P q
 p )  (I*  (z)} dz

D'où (5.55), en appliquant la proposition 3.17, (3.21) et (5.37) à  la première partie
du second membre, et ensuite la proposition 3.10 et la proposition 5.4-la remarque
5.5 à  la seconde. Q. E. D.

Compte tenu de cette estimation (5.55), on va maintenant montrer l'estimation
suivante:

111)0(52AR0,k11p,

<C(R0)1E11,,A45)+1115112 0(1)11p.E11,,,,(Y - 1 )) + 19
( R °  'p ',Y;?)  +

P .
(5.55)

Preuv e. On a d'abord



\
P  

 /
(1)1— p .

1
(5Dk A2011I

P
+ No
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-

1)0(52A (
1—

P
p  

DkA20)

1(5A 2 (  „ p • Dk A2 00)

[A +
P  

1— p
i NIFIDkA 20 (

1 —
P

p
),I(5 •(5Dk A20

a' —

A (6  P  ) ( 14  IIIV6  A 2 Dk ACIp•
- P

C étant une constante positive indépendante de (5e [0, 1 ] .

Or, on voit d'autre part que:

A (z ) ch 
c h

(
(

6
6
I
I

1

1
z

)
)il II-(1 )+

(5.57) +  (z  6 sh (611(z - 1))sh ( 6 11(s+1)) 
sh (2511)

#(s)ds+)-1

sh (2(511)
+ ( 1, o sh (6I1(z+1)) sh ( 6 11(s — 1))  4(s) ds,i z

et on en conclut que

1 1

111A 2 GjDk A0( 1 )111p'+ 111V6  A T  PODkgillp, +•••

.111011DkA0(1)11,, +VN0N01116 pkg111p, +•••

-1)1011DkA0(1)11„,+ \ /N0N0 {Etp,(Y-1)1116g MIp '

C(R (11 D k A2 0( 1 )11 p IO 1 1 2  (I) p Elf, p + Ck(Ro, Q0)  t
( p — p ' ) k  1 '

d'après le corollaire 5.6, (5.17), avec (5.16) dans le second membre. D'où

llI A + DkA llI ,111p,

(5.58)
C(Ro) fri,p'(46 )+ 110A20(1)11„,q p ,(y-1)1+

vu (3.10)' et vu également que

0DkA2 0(1)=Dk(6/12 0(1))—k.Dk - 1 A2 0(1).

De même calcul pour le reste, et on en conclut l'estimation (5.56).
Enfin, on a aussi l'inégalité suivante:

Ck(R o, Q o) 

( p — p ' ) k  '
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III A DkA24)20 +

 

V(5A 1 .(5Dk
13'

 

1(5A 1 •SDk  (kzYa

         

(5.59)
Ck(Rc (R0) {Eli,,,(0) + E2,,y(0)4 , f ( Y - 1)}+

o, a))
 ( P — P') k

V p' <V p< po ,  si E1 ,p (y -1 )<R 0  e t  E2 ,p (0)<Q 0 ,  quel que soit p < po ,  pour R o

suffisamment petite, C(R o )  et Ck(Ro, Qo) étant constantes positives indépendantes
de 6 E [0 , 1] .

En rapportant (5.59) dans (5.56), on obtient l'estimation

Ck(R0, Q0) (5.60) 11P062Ag 0,k11 p ' 5 C(R0){-0 1 ,p (0) + Ez p ,Et, p' (y —1)} +

Vp'<Vp<p 0 , k 1.

Preuve de (5.59): 1°) On montre d'abord l'inégalité suivante:

l
aDkA2 0111„,5

< C(Ro) (0+ E2,p'(0)E ll,p' (y — 1
) }  ± ck ( R o ,  Q0)

—  p')"

(5.61) 11(1_Pp)(0 MI\  1,5 A 2  •  6Dk A2 0

   

p'

1
NI -6- A 2 

• 6 D I c  
 ‘ i '
d,

z x

.\16 •SDk  4)
SY

       

+ 1(1.2 +  1P—r2p ) ( 1 )

  

P' •

   

Preuve. En se référant a (5.57), on a par l'integration par partie:

(5 Al 6DkA20(z)= 6 Al G i (z) • 6DkA24)(1)+

+ NI6 AlG i (z)-6 {Dk (q+ i Pq p )(1 ). (;1 ( 1 ) + ( q +  1
1 qp )(1)•Dk  1 

/V r i l 4 ..3{(Dk (q +  1 Pqp  )z + ( (q +   p) Dk ( O z.

+ P i 6A•VTA 2 .(5 iDk 
( 1 — P p )

 A 2 0 +  (
l f p

) DkA20+

▪ Dk P r i   )
1—p

(1)zx  +  ( 1. PriD k  Ozx 
1— p

+ D "  (r2 +  ( 2 )  °zY 1—2 +  P r 2 D " (i)(z5 } + • • *,p 6 p

rg (z )= sh (611(z —  1)) ch (611(s+ 1))
 # ( s ) d s +sh (2SI M

où
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51 sh (Sli(z+1)) ch (6 1 (s - 1 )) g (s)ds.sh (2.fNI)

D'où (5.61), vu (5.16), de la même manière que pour obtenir (5.56).

2 ° ) De même calcul pour \ I6A+.6DkA.z et on voit que le premier

membre de (5.59) est majoré par trois fois second membre de (5.61).
30 ) En choisissant R o positive suffisamment petite, on arrive à. (5.59), par

récurrence, si E1,(y -1 )<R 0 e t E2,(4)<Q0, quel que soit p < p o . Q. E. D.

De même que pour (5.56) et (5.59), on a
R o 2  , k 1\ +  C k (R O , Q0) (5.62) IIP062Agk,o p' C

( )  E
,

(0 ).E
p 1,p. (P  P ' )

k

Ces deux inégalités (5.61)—(5.62) achèvent l'estimation de Rk, (5.51), et par la
suite on termine la démonstration de la proposition 5.14.

5 .4 .  Estimations aux bords z =  +1 (II),. Dans ce numéro, on donnera une
estimation de IlDkok0 k x (1) +  D k4z"( 1)11p, + M D" 00„(1)11p

, par

P —
C (R 0 ) {E'l,p(0)+E2,p(0)Etp(Y —1)}

C  ( R  Q  )
(p  p ')k + 1

k 01 0  ,

quel que soit p' <p, et quel que soit p< p o , 1.
Avant de s'engager à. la démonstration, on prépare deux lemmes suivants:

Lemme 5 .1 7 . Pour R o , une constante positive suffisamment petite et pour Q0

positive, si E1,p (y-1)<R0 et E2,(çt)< Q0, quel que soit p<p o , il existent des con-
stantes positives C(R0 ) et Ck(R o , Q0 ) telles que l'on ait

11DVAg(1))11„ , C ( R ° ), {E
'

Z p(45)+E2,p(0)E11,p(Y — 1 )} +P— P 

(5.63)
Dk  Cz.k  (1) + 1lD k  Ozz y  0 )

1-+  1(p _o k + i 11P(1)11,9, 6 p, 6
C k (R o , Q o) 

+ 1(1)11 pdiDk zxx(1)11 p, + 1(1)11 + 2(1)1I 011 1Y  z +

• r2(1) p' DkOz„( 1 )11p,}

quel que soit p' <p, et quel que  so it p < p o , 1, av ec les notations de (3.12):
g(1)=g1, 1 .

Preuv e . La démonstration se déroule comme celle pour le lemme 3.25, en
tenant compte de (3.66), (5.16)k et de la proposition 5.13. Il serait utile, en parti-
culier, de voir

(1— I 11ADk A(1) ( 1 )11p'

+ illDkp(1)11„, + IlDkq( 1 )11p, o
z  ( 1 )62
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A  °z (1 )
 

14-(5.64) + IlDkri (1)111,,

+ 111q(1)11,, D"  (41z (1)62 Ilr j(1)1I p'j=1 DkA  (frz (1 )6

Lemme 5.18. Sous les mêmes hypothèses que dans le lemme précédent, on a

Dk  °zzx (1) D"  (1) zzY (1)6)9 '

< C(R ) {EZ (4)) + E2, p (0)Et, p (y —1)} + C k ( R ° ' '2 0 )  +
P — P 'P ( P  P ' ) k

(5.65) +filri(l)lip'llpkOzxx(1)11p'+

+(lIri( 1)11p, + Ilr2( 1)11011DkOzxy ( 1)11p, +

+ r2( 1 )11p, 11DkOzy y (l)110 •

Preu v e . Puisque l'on a

 

DkA  °zz (1)
11 ,

IIDIV A 30( 1))11' + ilDk(ôA9( 1))11p,

   

vu Oz z (1)=.52(A20(1)+g(1)), on obtient (5.65) d'après le lemme 5.17.
Q. E. D.

On est maintenant prêt à énoncer l'objectif principal de ce numéro:

Proposition 5.19. Supposons que E1 .p (y-1)<R 0  pour R o  choisie dans le para-
graphe 3 et que E2,p(0)<Q0 Pour Q0  choisie égalem ent dans n°s5.2.-5.3.,Vp<P

o •
A lors, il ex istent C(R 0 ) et Ck(Ro, Q0), constantes positives indépendantes de 6 e
[0, 1] et de (p, p'), telles que l'on ait, quel que soit p' <p, l'inégalité suivante:

IlDkOz.x(1)11„, +11DkO(1)11„, +11DkOzy ),(1)11,, +

D k  
(1)

z(sz x  ( 1 ) ) D k (  °z(5" ( 1 ) )(5.66)
p

< C(R0)p (0 )+E 2 ,p (4 ) ) •E t ,p ( y  — 1 )}  +
19 —

Pre u v e . 1. Voyons d'abord que:

(5.67) Dk4.x.(1), DkOz x y (1), DkOz y y (1)

—Dk(G0 Sz134)(1)+ G0 6Ag(1)+P6Ag z (z)),

Ck(R0, Q0)
(p p')1C+1

où

)_ , ch (6IM
(.1 sh ( 6 11z) Go u = th (6 10 0(z) dz.(5.68)

2. On a donc
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(5.69)
111)4..0)11p' + liD k Ozxy ( 1 )11p•+11Dk 46.„( 1 )iip•

liADVA24)(0) + IlDk(6 /19(1))11p•+11PSA - Dk gzilp•+ •

Compte tenu de deux lemmes précédents, il ne nous reste qu' à estimer
Dk 9.111p,, vu

(5.70) 11PM • Dk g zll Dk g zliip• •

3. Soit
gz=g1 ±g1. 1,

[

gl=(p z +q)  ( i)6 z2z  + q z  ":1 + r 1 ,z   (IT
g Iz i - p   (1) :51Z  + r 1   Or   + r 2   O z z y  

On a alors l'inégalité suivante, vu (5.33):

110  A l D ' g  p• 111,/6 Dk g!' Ill p•+
(5.72)

C(RO) / {111)k  A  (1)11p A  (1)M p Ell , p(Y 1)} Ck(RO, Q0) 
p p ')k+ 1

C(R 0 ) et Ck(Ro, Q0) étant constantes indépendantes de (5 e [0, 1].
Ce qui nous reste à estimer est donc seulement 111.v/6 A 2  Elke r

4. L'estimation de 111\ 16-ill D k elilp••
Suivant les notations du paragraphe 3, (3.59)-(3.63), on voit que

g A(z)gl(z)+

(5.73) +A(z){G(z)6A30(1)+G(z)SAg(1)— .1) (5Agz (z ))+

+(B i (z)+ B 2 (z)) {G i (z)6A3 0(1) + G1 (z)6Ag(1)-1MAg z (z)} ,

où

A(z) = ( 1
13

 p ) ( z )  e t  Bi (z )=  (r i + r--11-1-j )(z), j=  1, 2.

Notons ici, vu (5.14)k, qu'on a

(5.74)i i  A(z) p, A (5  A ( Z ) ) 13;(z)ii A((513;(z))11 p C E  1 ,p (y — 1) ,

quel que soit p< po , j =1, 2, pour tout z, Izi 1.
On va démontrer les inégalités suivantes, quel que soit p' <p, et quel que soit

P<Po:

oh

(5.71)
+ 1 '2 , z  Oz ,
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(i) III VS- A i Dk(A(z)G(z).5 /13 0( 1))Illp,

< C(R o )  { E , 
'

p ( 1) II 6A20(1) p + Ei,p(Y —  D VA 2 0(1)) II +P 
(5.75)

ck (R o , Qn) 
(p —  p ')" " '

(ii) 111\1 (5 A 2 Dk (A(Z)G(Z)(5Ag( 1 ))11p <

< C (R O )k C k (R O , 420) 
(5 .76 ) =  p {E 2 ,P (4 ))  E 2 ,P (0 )E lf,P (7 ± (p Ok+1

C
(

R
O) r1(1)11fAIDkOZXX(1)11p' + 01r 1(

1)11p'r2(1)11p)IlDkOZXY(1)11p'

11r 2(1)4 , I1D k Oz„( 1)4 ,}

(iii) NI A l Dk(A(z)PS A g  p'

( 5 . 7 7 ) C ( R o ) E2  
"
p(0)E1 p(y —1) + A(1) II if  + A( 5A( 1 ))110IIINI (5 A 2 Dk g z111 p' •P 

On a, de même, les inégalités corréspondantes au reste de (5.73) avec Bi (z),
j=1, 2.

Preu v e . ( i )  Compte tenu du lemme 3.7, on voit que:

NI A l Dk(A(z)G(z)5A 3 4)(1))=

--= (Dk A(z)- G(z)A • SA2 0(1) + A(z) • G(z) • A • Dk (5A2 0(1))+ • • 0 , -,

— {A 2  Dk A(Z) •  \ 16 A 2  G(z) • A 2 (6A20 (1 ))  Dk A(Z) • 6A 4 G(z) • A(6A2 0(1))} +

+ A(z) • N16 G(z)- A  Dk(SA 2 0(1))+ A(z)- NI(TA 1 G(z) • ADk (SA2 0(1))} +...,

on a donc

111,\/.5 A  Dk(A(z) • G(z)SA 3 4)(1))1111'

< 11.1)k A(1)11 P  M   116112 0( 1)d P +11Dk AMI! M   11(51120 (1)110ID
0 p  pl

=  N / 1 9  P N/P

1114(1)11P    Mo  I1Dk("20(1))1IPilA(1)11p,M0  IlDk(A!0:9,(1))110
VP—P'

p 

Ck  ( Ro, Q0 )
( p  O k + 1

D'où (i).
(ii) On voit d'abord:

(5/ A  Dk(A(z) • G(z)(5Ag(1))—
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[A  , Dk(6A(z))]..J AG(z)g(1) + Dk A(z)V (5 A 2 G(z)5Ag(1)+

+ , 6A(z)] NI AG(z) • D' g(1) + A (z) • S A 1 G(z) • Dk (SAg(1))+ • • • ,

en notant en particulier SDk Dk(SA)— k • D"A.
Or, on a des majorations suivantes:

111[A  , Dk(SA)] AG(z)g(1)111 p' Dk A(641 ) ( 1) II p'M 0 11g(1)II p'

Dk
 2 4 (Z ) • V S  G(z) • SAg(1)III p' C. — 1 ) .  M  0 11SAg(1)II

lii [A  ,  SA] ci AG(z) • Dk g(1) 1Mp' PIA(  A) ( 1 )II p•M 0111)1'9(
1
)11p'

111A(z)NISA
4
 G(z)Dk (SAg( 1))III p' C  E ,p ,(y — 1)M0 Dk (Silg( 1))11p' -

On en conclut (ii), vu le corollaire 3.24, (3.52), le lemme 3.25, (3.54), le lemme
5.17, (5.63) et (5.64) en particulier pour l'estimation de IlDkg(1 )1Ity:

(5.78) C(Ro)p' (IlDkA0(1)11)9+ A0(1)11Eif,P(y 1)) + C k (R ° ' Q°)
(p _  fy )k + 1  •

(iii) On voit comme dans (ii):

,g5A Dk(A(z)PSAg z )

— [Al , Dk(SA)]PNI Ag z + Dk(SA)P 1-6-A 4  • Ag z + [A+ , SA]P\ IYADk g z +

+ A(z)PNI 6A 2  • bilp k g y  ± • • • (1)+0+ (D+0+ •••, soit.

Ceci dit, des estimations suivantes montrent (iii):

Ill ®111 p' <Cil Dko(5A)) (1)11pS0111V6 A l g z III p '

111,0111p, .5 111 Dk A(z)P6A • g z + • • •

cNog,„ , (Y —1)111,/6 A  9.111p, +•••

111011p- C11/1(6 A)( 1)11pS0 1ll VTA Dk g zlIl

111®111 p' 11A(1)11p,N0111 JA  D' g lII, .

O n a, d 'autre part, l'estim ation suivante pour VS Dk(Agiz )  de la m êm e
manière que pour (i), vu (5.15)k , (5.22) et (5.32):

Il JA

C(Ro) {Il Dk A0( 1 )11 p+11 24( 1 )11p' ,p (Y +  
C k ( R o

;

 Q 0 )

P (p _p )k+1.

(5.79)
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Vp'<Vp<p c,.
En conséquence de (5.75), (5.76), (5.77) et des inégalités correspondantes au

reste dans (5.73) avec Bi , j=  1, 2, on a l'estimation suivante pour Ili \ /S A  2 Dk
vu également (5.79):

I J A 4 Dkg11 111
_C(Ro) k Ck(R Q0) S {E 2 p(0) E  2, p(0)E 11, p(Y 1 )}

(5.80) + C(R0){1iri( 1)11,9'11DkOz..( 1)lip' +

+  r j( l) I ' +  M r2 (l)M )  D k zxy( 1 )11 p' M r2 ( 1 )11p, D k 0.„( 1 )11,y} +

+ C(11(1 + SA)A( 1 )11,9•+11(1 + ô / 1 ) ( B 1  +B2)( 1 )101\16 Dk g

Rapportant cette inégalité dans (5 .72), on obtient l'estimation pour
111,/(5 p k gzlilp,, d'où (5.66), en tenant compte des lemmes 5.17-5.18, vu (5.69), si
on prend R , positive suffisamment petite pour que l'on puisse avoir les inégalités
(3.13) du lemme 3.12 (fin de la démonstration de la proposition 5.19).

5 .5 .  Solution {0, r }  du problème (2.16)—(2.21) est indéfiniment différentiable
par rapport à gs e [0, 1] sur z = + 1. D'après les estimations aux bords z= +1: (5.37),
(5.38), (5.39) et (5.66) qui sont, solulignons-le bien, uniformes par rapport à ô e [0, 1],
nous avons le théorème suivant en appliquant le théorème abstrait non-linéaire de
Cauchy-Kowalevski [13, Appendice]:

Théorème 5.20. S o it {0(t, x, y , z; 6), y(t, x, y ; 6 )) la solution du problèm e
(2.16)—(2.21) sous l a  c o n d i t i o n  (2 .2 2 ) d a n s  l e  p a ra g ra p h e  2. Alors
{u=4 (t, x , y , 1; 6), v=4) ),(t, x, y , 1; 6), y }  est indéf inim ent différentiable par
rapport a 6 E [0, 1] au sens 11 11,,, quel que soit p< p o , pour Ill <a(Po Po).

Coorllaire 5.21. Le potentiel 0(t, x, y , 1; 6) est lui-même indéfiniment différ-
entiable par rapport a ô e [0, 1] dans S= \.)

p>0

Preuv e . D'après l'équation (2.18), on voit

4)(t, x, y, 1; 6)=

=4)(0, x, y , 1 ; 6 )+  
o

4),(t, x, y , 1; 6)dt=

=4)0(x, y)+ (C (t, x, y , 1; 6)+ (1);,(t, x, y , 1; 6)) —y(t, x, y; ô)+

+  1  (  1+ (6 Y x)2 + (40 2 z  ( t  x  y  1. (5))
2

}dty2 ' ' '2 \

pour I ti < a(Po — P), V P < Po.
Puisque la donnée initiale 0 0 (x, y) est indépendante de 6 E [0, ,  4)(t, x, y , 1; 6)

est indéfiniment différentiable par rapport h  Se[0, 1 ] au sens Il p, V P < P o ,  v u
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que Ox( 1) , (MO, Y, byx , Sy y  e t   ( k ze(51 )  sous le signe de l'intégration sur [0 , t], ltl<

a(p o — p), le sont comme on l'a démontré dans les numéros 5.2.- 5.4., le théorème 5.20.
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