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Distributions sphériques invariantes sur les
espaces symétriques semi-simples G,IG

Par

Shigeru SANO

Soit G  u n  groupe de Lie semi-simple connexe et soit H  le sous-groupe des points
fixes d'un automorphisme involutif i de G .  On étudie la méthode oribtale sur l'espace
symétrique G /H . Le travail [25] est consacré à  l'étude locale. On discute la théorie
grobale. Nous étudions des distributions sphériques invariantes (=D SI). On définit
une application ÇD d e  G  dans G  par p(g)=8 . 6(g) - ' (g G), et on appelle X  son image.
Alors G /H  e t  X  sont isomorphes comme G-espaces symétriques. On démontre la
formule d'intégration de Weyl pour la décomposition orbitale de X  sous l'action de
H  (Proposition 2.1). Les m esures sur G /H , H  e t  X  sont normalisées à  l'aide de
l'application linéaire bijective 7  définie dans la définition 2.4 [25]. Soit D / (x ) le co-
efficient du polynôme caractéristique sur qui détermine les éléments de Weyl. Le jaco-
bien est donné par ./-) 1 (x)1'/ 2 .

Soit X' l'ensemble des éléments réguliers de X .  La restriction de DSI sur X
X ' est une fonction analytique. Il nous semble que cette fonction soit expremée par
/M x). Mais pour l'espace symétrique général, c'est un problème difficile. Nous étudions,
ainsi, les DSI sur l'espace G x G /G  qui désigne un espace symétrique soit de type G,
soit de type G C / G .  Le groupe G  et l'espace symétrique G IG  sont c-duaux. L'espace
G x G /G  peut être considéré comme une forme réelle de  G . (au sens de [25 ]). Pour
un opérateur différentiel invariant D sur X ' - 'G x G /G , on détermine la partie radiale
de D en utilisant des caractères de représentations de dimension finie de G  (Théorème
7.1). La fonction analytique exprimant DSI sur X ' sera ensuite déterminée (Proposi-
tion 7.2).

Les DSI sur G /H  sont-elles localement intégrables? On discutera le problème pour
G x G IG  en clarifiant les raisons pour lesquelles les propositions ne sont pas étandues
sur l'espaces symétrique générale G/H.

Réciproquement, étant donnée une fonction analytique invariante 0  sur X ' on
donne une condition nécessaire et suffisante pour que 0  définisse une distribution
sphérique invariante sur X  (Théorème 11.1).

Les résultats ci-dessus sont déjà annoncés dans [2 4 ]. Dans la publication [20],
nous avons aussi écrit les démonstrations. Etant donné que la circulation de cette
dernière est limitée, nous pensons, il est utile de publier  à  nouveau le présent article
contenant les démonstrations complètes et des exemples.

Reçu le Décembre 30, 1988; Révisé le M ai 9, 1990
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§  1 .  Décompositions orbitaux

Soit G  un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini et soit a  un automor-
phisme involutif de G .  Soit G a l'ensemble des éléments de G  qui sont fixés par a.
Si H est un sous-groupe de G  tel que (Gc)0CHcGo, il existe un groupe de Lie G  qui
est un revêtement d'ordre fini de G  tel que 6 '/6 1

- G /H  d'après [ 2 9 ] .  On peut donc
supposer que G a = H .  Définisons une application ça de G  dans G  par

yo(g)= ga(g) - 1 ( g  E G) ,
et posons

X =se(G).

Soit (g, I)) l'algèbre de Lie symétrique correspondant à  G / H .  Pour chaque élément
a E G, on définit l'application différentiable l a  d e  G  dans G  p ar l a (b )=ab  (bE G ) et
l'application différentiable A a  d e  X  dans X  p ar A a (x )=ax a(a) - 1 . On a ço(la(b))=
A a (ço(b)). Ainsi GIG„ et X  sont isomorphes comme G-espaces symétriques.

Dans ce paragraphe nous rappelons certains résultats de [ 1 9 ] .  Soit a un sous-
espace de Cartan de (g, b).

D éfiniton 1.1. On appelle sous-espace de Cartan de X  associé à  a le centralisateur
de a dans X .  On le note (a).

Lemma 1 . 1 .  1 )  Si G est contenu dans un groupe complexe G, d'algèbre de Lie g,
et muni d'une involution prolongeant a  alors:

acn X .

2) A admet un nombre fini de composantes connexes, chacune d'elle étant de la forme
lz, exp a où k i Eço(K )nA  (K  est le sous-groupe des points fixes d'une involution de Cartan
0 de G commutant è  a). De plus Ad(k ; )2 =Id où Id est l'identité de g.

3) A centralise aussi le centralisateur ni de a dans b.

Démonstration. La structure des composantes connexes d'un sous-espace de Cartan
d e  X  est donnée dans [29]. Comme Ad (G )  est contenu dans le groupe complexe

cnInt (g,,), on a, pour a E A , Ad (a) ,
ead o) avec Ho E a,. O n en  déduit 3). D'autre part

on peut choisir k ,  de sorte que Ad (1z,) appartienne à  exp (i ad a). Comme Ad (k
e i ad H o  ( ( ,a )  stabilise g, on a e2 i  a d  H °= Id  et donc Ad (k i )2 =Id. C. Q. F. D.

Considérons pour x EX le polynôme
dim g  .

det ((1-1-0 Id—Ad (x ))= E  t' D,(x).
J=0

Si 1 est la dimension du centralisateur dans g d'un sous-espace de Cartan de (g, b) alors :
pour 3 =0, 1, • • • , l - 1 ,  D , est identiquement nul et D I n 'e s t p as  identiquement nul sur
X.

Définition 1 .2 .  On dit qu'un élément x  de X  est régulier (on écrit x E X ') (resp.
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singulier) si D1(x )40  (re sp . D 1(x)=0).
Soit A  un sous-espace de Cartan de X  associé au sous-espace de Cartan a de (g, ()).

Comme Ad (A ) est contenu dans ead ne, l'operateur Ad (a) (a E A ) est scalaire sur tout
espace radiciel g c (a ; a) où a est une racine de la paire (gc, ac).

Définition 1.3. On appelle racine globale et on note e ( a )  le nombre complexe
défini par :

Ad (a )X =e a (a )X pour XE gc (a ; a).

On a en particulier pour HE a :
a(exP H)=ea ( H )  .

Remarquons que l'on a pour a E A :
e,,,(a) , e (a )  on y est la conjugaison de g, relativem ent à . g. En effet comme

Ad (k,) 2 =Id, on a e a (k , ) ,  + 1 et il est facile de vérifier le résultat sur exp a. On peut
alors montrer que pour a E A:

D (a )=  E (1— e_a(a)) 77' ' , ma=dime gc(a a).
aezuo

Proposition 1.1. Soit (a 1 , ••• , an ) une famille maximale de sous-espaces de Cartan de
(g, I)) non conjugués deux à deux. Posons  A = Z  ( a ) .  On a alors

X ' , U  h i 4 ; 1 2 - ' où A ;=A ; ( )X '
j=1 hell

On appelle cette décomposition la décomposition orbitale de X .  Si a est un sous-
espace de Cartan de (G, I)) et A , Z x (a), on pose 1/17(A) , N H (A)/Z H (A ) .  C'est un groupe
fini et on a

Proposition 1.2. L 'application de H/Z H (A )X A ' d an s  X '= U  hA'h - i  qui à (1.1, a)
n eH

associe hait  est régulière. C 'est un rev êtem ent à 1W(A) -feuillets.

§ 2. Formule d'intégration de Weyl

Soit a un sous-espace de Cartan de (g, I)),  A = Z (a )  le sous-espace de Cartan de X
correspondant et XA= U hAl2 -1 l'orbite dans X  de A  sous l'action de H .  Avec une

h E l l

normalisation convenable de la mesure dx sur X  invariante par G , de la mesure da
sur A  invariante par exp a et de la mesure dit sur H/Z H (A ) invariante par H on a

Proposition 2.1. Pour toute fonction f  continue à support compact sur XA

f(x)dx= 1W(1A)11AI D I (a )1 1 Î alz.H(A) f(hah-l)dlidaxA  

Démonstration. On considère l'application n de H/Z H (A )X A ' dans X 1 qui à a)
associe h a e l .  Après avoir choisi une base dans les espaces tangents, on va montrer
que la valeur absolue du déterminant de la différentielle de 72 au point (4, a) est égale
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I D1(a)1 1 1 2 . On en déduira le résultat puisque .)7 est un revêtement fini de X 'A  qui
est un ouvert dense de X A.

L'espace tangent en 17. à  H/ Z H (A ) s'identifie à tnne o ù  n e=  ED gc (a, a ) .  En effet
.EE(a)

Z H (A )  a pour algèbre de Lie in -=4)(a), bnne est un supplémentaire de in dans l  et
l'application de f) dans l'espace tangent en i i  à  H /Z H (A ) qui à X  associe X  défini par

, df  =

    

f  (( e x p  a))
i= o

pour f  c C - (H/ Z H (A))

est une surjection qui admet pour noyau ni.
L'espace tangent en x = ga(g) - 1  à  X , que l'on note T x (X ), s'identifie à q. En effet

l'application de g dans T  ,(X ) qui à X  associe X* défini par

dX* f  = -d-t f  exp exp ( t c ( X )

2  )a(g) - 1 ) pour f  EC '(X )
t=o 2 

est une surjection qui admet pour noyau I).
On choisit une base {T,, • • , T } d e  lin n , du type de celle utilisée à §2  [ 2 5 ]  pour

définir l'isomorphisme  r  d e  n n ,  dans (In n ,  c'est-à-dire :  pour tout élément j  de
{1, •  , n}, il existe une racine a E X+(a) telle que T .,=.X .,+a(X ,)  où X,Eg c (a ; a )  Si a
est réelle ou im aginaire et X ,E gc(a a)egc(a ; a 7 ) si a est complexe. On prend alors
{Î(T1), • - •  ,  r(T.)} pour base de ttc ncr où

X i -0 - (X ) ) si a est réelle ou complexe,
r(T)== 1. i(X ) — a(X J )) si a est imaginaire.

La différentielle de y) s'identifie a une application linéaire de a ( f ) n n )  dans aea(cinn c ).
On va calculer son déterminant dans cette base.

Soit a un élément de A et b un élément de G tel que bc(b) - 1 = a .  On peut mon-
trer que la différentielle de y) en  (Ii, a) est l'application dr)(17 a):

Oinitc) X a >Ta(X )
UJ

(X, Y )( A d  (b - 1 )Y+2 Ad (b- 1 )X)*

Or Ad (ly- ') Y  appartient à (.1 car Ad (a)Y  = Y  implique que Ad (b - ')Y=Ad (cr(b) - ') Y .  En
utilisant l'identification de T a (X )  avec q  on peut écrire que

d y) (77,, a ) (X , Y)=Ad (b - ')Y1-(Ad (b - ') —Ad (a(b - 1 )))X •

Considérons l'application 0 ,  de g dans lui-même définie par

(mea) e (gnac) > g

(Y, X ) I-- > Ad (6 - ')Y-1-(Ad (b- 9—Ad (a(1) - 1 )))X

= Ad(1) .-'){ Y-1--(Id —Ad (a)X )} .

Comme le déterminant de Ad (b - 1 )  a pour valeur absolue 1  (g semi-simple) on obtient
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dans les base { T i , , Tn.]
e t  {7(T 1), • • ,r(To

r(T

0 D

0
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en utilisant la définition de DI:

det Oi I= I Di(a)I.

Nous voulons calculer le déterminant de la restriction T I , de 01 à ae(f)(1n ,) dans la
base choisie ci-dessus.

Comme, en général, on ne peut pas choisir b dans A , on complexifie la situation.
Soit H'ck le sous-groupe de G  Int (g e ) des points fixes de c (prolongés à Int (gc )). Soit
i e  le centralisateur de a, dans w (Gn= fga(g) 1 ; g E G ` I .  On a alors (p. 407 [191)

./le=exp (ad ne).

Comme Ad (a) appartient à _le ,  il existe un élément c- 1  d e  A',1' tel que :

Ad (a)=:c 1cf(c).

On en déduit qu'il existe un élément h  de I-11` tel que :

Ad (b )=c 1h .

On note aussi 0 ,  et e", les prolongements C-linéaires de 0 ,  et Comme h  ap-
partient à Int (gc) et stabilise f)c et g c , on a, si on pose -ffii =1/0 1 et C=hW ,

Ide =  det 011 = I pc(a)1 ,

det if', I = det Yfi .

Comme c  appartient A 71,,"6", (resp. ?P ) centralise les éléments de nain, (resp.
Si on pose 0 = el I „, et gf=e'l on obtient alors :

0(X )=(e— a(e))X pour Xe n„ ,

det = ID/(a)I ,

det TI= Idet .

La matrice de 0  dans la base { T 1 , ••• , T „,r(T ,), ••• , r(T„)} est de la forme :

T 1 , • ,  T,,1 (T1), ••• ,r(T.)

Montrons que C  et D ont le même déterminant au signe près. On prolonge 7 en une
application C-linéaire su r  n , en posant 1 2 = Id  ce qui permet de définir aussi r  sur
g c n n ,.. On obtient alors pour XE g,(a ; a):
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X si a c f +  et a réelle ou com plexe

---X si — a c f + et a  réelle ou complexe
r (X )=

—iaX si a 2.7+ et a imaginaire

io. X si — a E f+ et a imaginaire.

On en déduit que pour XE g e (a ; a ):

r•o.r(x)=so(x) av ec  s=
1 si a réelle ou complexe

—1 si a im aginaire.

En effet si X appartient a ge(a ; a), cX e t o-(c - 1 )X  appartiennent aussi à  g c (a ; a ) c a r  c
centralise a,. O r T , appartient à gc(a ; a) - F gc(a ; a')-F gc(a ; — a)-Ege(a ; — cep). Si on pose
s,=1 dans le cas où a est réelle ou complexe et e, -= — 1 dans le case où a  est imagi-
naire, on a

0(r(T ,))=s,r1 (0 (T ,)).

Les matrices C e t D ont donc des colonnes égales ou de signes opposés. On en déduit
que 1det C1=1det DI=I det T1 d'où 1det W,1 2 =1det W1 2 = 1 Di(a)I. C. Q. F. D.

§ 3. Opérateurs différentiels invariants sur G/H

So it G  un groupe de Lie semi-simple connexe muni d'une involution a ,  (g, 1), a)
l'algèbre de Lie symétrique associée. Soit Ho le sous-groupe analytique de G d'algèbre
de Lie 1), G , le sous-groupe des points fixes de a dans G e t  H  un sous-groupe fermé
de G compris entre Ho e t  G „ . On note D(G/H) l'algèbre des opérateurs différentiels

coefficients complexes sur G1H invariants par G.

Definition 3.1. Soit H, un sous-groupe fermé de G .  Une distribution e  s u r  G/H
est appelée distribution sphérique H,-invariante si elle satisfait aux conditions suivantes :

(i) 0(12,4-)-=9(k) pour tout i;cG/H et tout h EH,
(ii) Il existe un homomorphisme X de D(G/H) dans C  tel que pour tout DE

D(G/H), on ait
DO=X(D)10 .

S i H', , H, 0 s'appelle une distribution sphérique invariante (DSI) ou plus simplement
une distribution sphérique. O n notera 2;c(G1H) l'espace des distributions sphériques
qui verifient (ii) pour le caractère infinitésimal X de D(G/H).

Let but de ce chapitre étant de déterm iner ces distributions, nous allons com-
mencer par étudier D(G1H).

Soit 0 une involution de Cartan de g commutant avec a  et a un sous-espace de
Cartan de (g, 1)) 0-stable. Nous allons, dans ce paragraphe, définir un isomorphisme r
d e  D(G/H) sur une sous-algèbre de S(a) (algèbre symétrique du complexifié de a),
analogue à. l'isomorphisme de Harish-Chandra défini dans le cas riemannien ([M).

Soit U(g) l'algèbre enveloppante universelle de l'algèbre de Lie complexe g e . O n
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note U(g e ) "  la sous-algèbre des éléments de U(g 0)  invariants par Ad (h) pour h H  et
U(g c )r'c la sous-algèbre des éléments de U(g 0)  invariants par ad X  pour X E I .  Comme
Ho est connexe on a

U(gc)/4=-U(Sc)b--=-U(gc)t'c

L 'algébre D(G/ H ) s'identifie à  l'algèbre des restrictions à  C - (G/ H ) (fonctions de classe
C -  su r G  invariantes à  droite par H ) des opérateurs différentiels sur G  invariants
grauche par G  et à  droite par Ho . Il existe donc un homomorphisme canonique )2 de
U(90) / 1 su r D (G / H ). Il a pour noyau l'intersection de U(gc) H  avec  U(90)b0 qui est un
idéal bilatéral, et induit donc un isomorphisme ([121 p. 395).

(3.1) D (G 1H )-U (gc)11/(U (gc)H  nU (gc)bc).

On choisit un ordre sur le système de racines 1 (a ) de la paire (g c , ac )  tel que si a
est une racine positive complexe, alors a" est aussi une racine positive (T- désigne la
conjugaison complexe de g, relativement  à g). O n note E+(a) l'ensemble des racines
positives et on pose

it = 0 (a; a ).
aEx+(a)

En utilisant le prolongement C-linéaire de l'isomorphisme 7  (Proposition 2 .4  [2 5 ])  de
1)(1n, sur cit -11t0 on montre que

g c=f)c@ acen  .

On pose pour HE a 0

1
p ( H ) = -

2  

trace (ad HI 4 - ).

D'autre part on appelle W , le groupe de Weyl du système de racines f ( a )  et on désigne
par 1 (a 0)  la sous-algèbre des éléments de S(etc )  invariants par W0.

Proposition 3 .1 .  Pour tout élément D E U (g,), il existe un unique élément D o' apparte-
nant à S (a 0 )  tel que

D—D'a Efg1(g c)+U(g c)n-e'' .

On définit l'application r de U (gc) b c  dans S(tac )  par

rn(D)=D 0 = e 0 D e - 0 p o u r  D E U (gc) b c •

A lors r l  induit un isomorphisme de D(G/H 0 )  sur l'algèbre 1( a0).

Démonstration. On déduit ce résultat du cas riemannien (Théorème 6.15 [H]) en
utilisant la dualité. Soit g = fe p  la décomposition de Cartan de g relative à  O . Alors

-- - i(a n f )e (a n p ) est un sous-espace de Cartan de la paire symétrique (g d , f d )  duale de
(g, b). O r les com plexifiés de a et a d ,  d e  f"  et b , de g" et g sont les mêmes. Vu
l'isomorphisme indiqué en (3.1) et l'égalité U(g0) H °= U (gc) 4 c ,  la proposition se démontre
uniquement au niveau des complexifications des algèbres de Lie et on peut donc appli-
quer le résultat identique pour (gd, V' )  qui est une algèbre de Lie symétrique rieman-
nienne. C .  Q. F. D.
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Remarque 1. Le groupe de Weyl W , est le groupe Weyl du système de racines
de la paire ( g d ,  a d‘ .)  Il contient (strictement en général) le groupe de Weyl W(a)=
Nif o r,K(a)/ZH o n ic(a ) (K  est le sous-groupe analytique de G  d'algèbre de Lie I).

Remarque 2 .  La décomposition d 'Iw asaw a complexe (g c = b c e a c e n n  donnée ci-
dessus n'est rien d'autre que la complexifiée de la décomposition d'Iwasawa de g ' :

g d = f d e a d ( n -cFn g d )

Remarque 3 .  Dans le cas où tous les opérateurs différentiels invariants sur G/H
proviennent du centre 3(ge)=U(fIc)ge de l'algèbre enveloppante, c'est-à-dire dans le cas
où 72(U (gc)c) ---)7 (U (g c )b c ) , le résultat de la proposition 3.1 reste valable si on remplace
Ho par H (Ho cH C G o.). En effet, dans ce cas, on a

U(g,)'c=U(gcrOEU(fic) H CU(Sc) H °= U (fIc)'

donc 72(U(ge )gc) est équal à  ri(U(g) 11 )  qui d'autre part est égal à D(G/H).

Proposition 3 .2 .  S i g est muni d'une structure complexe et si b est une forme réelle
de g alors tous les opérateurs dif férentiels invariants sur G/H proviennent du centre de
l'algèbre enveloppante U(gc).

Cette propriété n'est pas vérifiée pour tout espace symétrique, même dans le cas
riemannien ([12]).

Démonstration. Soit J  la structure complexe de g. On a alors g = b e jb .  Si D
appartient à U(g,)bc on peut trouver un élément Do de U(g 0 )  tel que

D—DoEU(Gc) 4 cnU (g0)flc

Do = E C a ( JX 0 ' , . • - ( J X .r n X1,••• , X . est une base de b

•

1 e sur C,

Or Do est centralisé par tout X E I) ,.  Il est aussi centralisé par J X  pour X I ) ,  car

[X, J X J = J [ X ,  Xi ] e t  [— JX , JX J=  [X , X ,] .

On en déduit que Do appartient a U(g,)ge, d'où le résultat car 72(D)=72(D0). C. Q. F. D.

§ 4. Opérateurs différentiels invariants sur X

On reprend les notations de § 3 mais on suppose dorénavant que H=G, i . Soit ço
l'application de G  dans lui-même définie par w ( g ) = g o ( g ) - '  qui permet d'identifier G/H
avec X = yD (G ). On désigne maintenant par D (X ) l'algèbre des opérateurs différentiels
invariants sur X  et on  note S(qc) f f  le sous-algèbre des éléments de S(ac) (algèbre
symétrique de (le )  invariants par Ad (H).

Proposition 4 . 1 .  Soit 6  l'application de S(ti o ) 11 dans D(X ) déf inie par 6 (P )= P  où
pour f E C - (X )  et x = g o ( g ) ' e X .  On pose:



Distributions sphériques invariantes 385

(Pfxx)= E a a tv  al t v , f  sp (g  exp t'Xi+ • •• -FtnX
.•• 2 n » t=o •

S i X1, ••• , .X 7,  est une base de q  s u r R  e t  P = E  a a X7 •-• X . c,In avec a=( a i , •-• ,

a a E C  e t  tai= a i . L 'application 3  est un isomorphisme C-linéaire de S(ct c )1 1 su r D(X ).5=1

C'est un résultat classique ([11] p. 395) qu'on a reécrit en utilisant l'identification
par ço de G IH  avec X .  Rappelons que la définition de a(P) ne dépend pas du choix
d e  la  b a s e  X1, • • • , X1 de a. On veut étudier l'action de D (X ) sur les fonctions in-
variantes par H . Soit a un sous-espace de Cartan de (g, b) et A =Z  x (a) le sous-espace
de Cartan de X  associé. La proposition 1.2 de § 1 permet, en utilisant la proposition
2.2 de [12], d'affirmer l'existence d'une partie radiale pour les opérateurs différentiels
invariants sur X , c'est-à-dire.

Proposition 4 .2 .  S i D appartient  à  D ( X ) ,  il existe un opérateur différentiel (noté
RD ) sur A ', inv ariant par W A =N H (A )/Z  H (A ), tel que pour toute f onction f  EC - (X '),
invariante par H on ait

(Df)(a)=CR Df A , 1(a) pour .

L'opérateur dif férentiel R D  s'appelle la partie radiale de D .  Nous allons dans les para-
graphes suivants déterminer ces parties radiales pour certains espaces symétriques.

§  5 . Détermination des parties radiales dans le eas d'un groupe complexe

Dans ce paragraphe nous allons rappeler les résultats de Harish-Chandra [8] pour
un groupe complexe semi-simple (voir aussi [3 ] ) .  On suppose donc que l'algèbre de
Lie g du groupe G  est munie d'une structure complexe. Si j  est une sous-algèbre de
g, la décomposition de Cartan de G  s'écrit

G' ,  U  g r g '  o ù  J = Z G (j)=exp j
gea

Ic i G ' désigne l'ensemble des éléments réguliers de G  définis de manière analogue
celle du § 1 en utilisant le polynôme

aima
det ((14-0 Id — Ada(g)) -=  E  d k (g)t k

k =dim
pour g G

Soit X le système de racines de la paire (g, j), I +  un ensemble de racines positives,
la demi-somme des racines positives. Posons pour H j

J(exp H )=e P(H ) H (1--e--(H)).

Si on appelle 1 la dimension sur C  de j on obtient pour H E i

d i (exp H)=(-1)n(4(ex p H)) 2

où n désigne le nombre d'éléments de X .  On en déduit qu'au signe près LI est défini
su r  J .  Désignons par 1(j) la sous-algèbre des éléments de l'algèbre symétrique S(j)
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invariants par 1V(i)-=No(i)/ Z G(i). On désigne par /),(G) l'algèbre des opérateurs differ-
entiels complexes bi-invariants sur G .  Elle est isomorphe au centre 3(g) de l'algèbre
enveloppante universelle U(g) de l'algèbre de Lie complexe g.

Théorème 5 .1 .  Si D appartient b D(G), il ex iste un polynôm e P appartenant b I(j)
tel que Pour toute fonction holomorphe sur G et centrale on ait

1 [D  f ](a)= 4 ( a ) [ P ( a ) { 4  f 1,,}1(a) pour .

De plus l'application r, de 3(g) dans 1(i) qui b D associe P est un isomorphisme d'algèbre.

On construit T e de la façon suivante. Soit /(1 ) le système de racines de la paire
(g, j), (f+(i) un ensemble de racines positives). Posons

rt's= E g(i ; a).
±,tEz+(i)

Si D  appartient à U(g) G =.3(g) on démontre qu'il existe un unique élément D; apparte-
nant à U (j) tel que D — D; appartient à U(g)n++11- U (g). On identifie U(1) avec l'algèbre
des fonctions polynômes sur j et on pose pour DEU(g)°

[r ,(D)1(2)= D(2 —  (0 )='- D;(2 )
1où o , —  E ,  a .' 2 a E l'+ (i)

On peut alors montrer que re est un isomorphisme (appelé isomorphisme de Harish-
Chandra) de 3(g) sur 1(i). Pour démontrer le théorème on détermine à  l'aide de 7,
l'action de D  sur les caractères des représentations holomorphes de dimension finie de
G  et on obtient :

Lemme 5.2. S oit (7r, V ) une représentation holomorphe irreductible de dimension
f inile de G sur V  de Poids dom inant A  et soit X  son caractère. S i D appartient b 3 (g)
on a pour aEJ'

ZI(a)[DX](a)-= P(a){4X1 '} (a) o ù  P = r , ( D )

Ce lemme se démontre en utilisant le fait que 7r(D) est un opérateur scalaire sur
V  et en étudiant l'action de r(D )  sur un vecteur de poids A  pour vérifier que ce
scalaire est égal à [T ,(D )](A +p ) , Puis on utilise la form ule des caractères de H.
Weyl pour calculer l'action d'un élément de /(i) sur J X , .  Pour finir la démonstration
d u  théoème on utilise le lemme ci-dessous qui se démontre à l'aide de la formule des
caractères de Weyl (p. 255, p. 261 [1611).

Lemma 5 .3 .  S oit L (r) l'ensem ble des restrictions a J' des caractères des repré-
sentations holomorphes de dimension finie de G .  A lors, au voisinage de chaque point de
J', il ex iste  n  (=rang g) fonctions de class C -  de LU') qui form ent un systèm e de coor-
données locales.

Remarque. Soit t  une form e réelle de g qui s'écrit alors g=1)e) JE) où J  est la
structure complexe de g. Si a est un sous-espace de Cartan de (g, I)), j= a a j a  est une
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so u s-a lg èb re  d e  C artan  de  g . O n  a  d é fin i au  § 3 un isomorphisme r d e  D(G/H) par
/(a,) et ici un isomorphisme Tc d e  D c (G) sur 1(j). O r il est c la ir que  les algèbras 1(a2)
e t  1(j) son t isom orphes ca r le  systèm e de  rac ines de  la  pa ire  (com plexe) (g , j) est
identique au système de racines de la paire (Oc, ci2). On en déduit que pour tout opéra-
teur d iffé ren tie l DOED(G/H), il e x is te  u n  u n iq u e  é lé m e n t D6ED6(G)=8(g) tel qu'on
puisse écrire

r (D )= r ,( Dc)
après avoir identifié /(a,) e t  /(i).

§ 6. Un exemple d'espaes en c-dualité

Soit g une algèbre de L ie sem i-sim ple, g, sa com plexifiée, Gc  u n  g ro u p e  d e  L ie
c o n n e x e  d 'a lg è b re  d e  L ie  g , e t  G  le sous-groupe analytique d'algèbre de Lie g. On
suppose de plus que la conjugaison complexe a2 d e  g, relativement à  g se  rem onte en
une involution a ,  su r  Gc  e t  q u e  G  est l'ensem ble des points fixes de c2.

Soit a ,  l'involution définie sur G x G (resp. geg) par cr,(x , y )=(y , x ) (resp. 1(X, Y)
, -(Y , X ) ) . O n appe lle  diag le  sous-groupe (resp. la sous-algèbre) des points fixes de
al. O n  d it que  l'espace  sym étrique  (G x G , diag, 6 1) est un espace symétrique de genre
I. O n peut réaliser cet espace sym étrique com m e sous-variété de G : l'application çoi
d e  G x G /G  qui à (x , y )  associé xy - i  in d u it u n  G-difféomorphisme d e  G x G/diag sur
G cG c . On pose X i =G  e t  G  opère sur cet espace symétrique par conjugaison.

Soit a ,  l'involution définie sur G, (resp. g,) ci-dessus. O n dit que l'espace symetri-
q u e  (G2 , G, a2 )  e s t  u n  space sy m é triq u e  d e  g en re  II . O n  p eu t réa lise r  c e t e sp ace
symétrique comme sous-vairété fermée de Gc : l'application so2 de G ,--+G , qui à  x  associe
x a , ( x )  induit un  G-difféomorphisme de Gc /G  sur son im age qu 'on note  X , .  Du plus
G , opère sur cet espace sym étrique par x ,—)gxa 2 (g) - 1  (gEG ,).

Les espaces symétriques X , e t  X 2  sont en c-dualite. Soit ço l'application de g, sur
g eg  qui à X +  V -1 Y (X , Y E g ) a sso c ie  (X , X )+J(Y  , Y ) où J(X , Y)=(—Y, X ) .  C'est
un isom orphism e d'espace vectoriel, com m utant  à  l 'a c t io n  a d jo in te  d e  G  et tel que

yo=ço• 0'2. Remarquons que J  induit une structure com plexe sur l'espace vectoriel
gag.

Les espaces symétriques Gr,-- G x G /G  (genre  I) e t Gc /G  (genre II) sont en c-dualité
(Définition 5.1 [25]). N ous traiterons les deux genres sim ultaném ent pour m ettre  en
évidence les analogies qui existent entre eux. Les résultats que nous énoncerons sont
connus pour le genre I. Dans ce ces l'espace symétrique X i = G  est associé au triplet
(gag, g , a1). Pour le  genre II, on réalisera l'espace sym étrique Gc/G e n  Posant X 2=
fga,(g) - i: gEG c ). Il est associé au triplet (gc, g, a2). Lorsqu'il ne sera pas nécessaire
de  préciser s 'il s 'ag it du  genre  I ou du genre II nous om ettrons l'indice 1 ou 2.

§ 7 . D éterm ination des parties radiales

O n utilise les notations de § 6. R appelons que si a  est un sous-espace de C artan
de a, alors a, est une sous-algèbre de Cartan de g, et on vérifie aisém ent que



388 S higeru Sono

X '=G 'c n X e t  A =exp a c r.X . ( c f .  § 1 pour les notations) .

On note toujours  4  la restriction à  A de la fonction 4  définie à  § 5 sur le sous-groupe
de Cartan exp a, (noté  J  à  § 5).

Théorème 7 .1 .  Soit D un opérateur différentiel invariant sur  X, R D  sa partie radiale
sur A ' e t f  une fonction de classe C " sur X  inv ariante par G .  A lors pour a on a

1
REJ. .4,(a)= 4(a) [7'(D)][4 f  I A, ] ( a)

ou r(D) est l'élém ent de I(a c ) défini à § 3 (on fait l'identification indiquée b  la f in de § 5).

Démonstration. O n vérifie tout d 'abord le théorèm e pour le genre II, X - Gc /G , et
dans le  cas où f  est la restriction  à  X  d'une fonction holom orphe et centrale sur  G .
En effet dans ce cas pour PE S ((icr, on a

a 
) f  •  ç o ( g  e x p  

± t . X . )
( P f ) ( g a ( g ) - 1 ) — P ( aat , ' atn 2

O U  X1, ••• , X7,I est une base de  q s u r  R .  Or pour XE cl on a, puisque f  est centrale,
et c (X )= —X

X
f . e x p  ) = f (g exp X a(g)')

=f (a(g) - ig exp X)

=f ( g - 'x g  exp X) où x _ ga(g) -1 EX  .

Comme ici S(q,)G=S(g c )G o, on considère l'opérateur différentiel complexe  D U ( q ) 3 c
 qui

correspond au polynôme P .  Puisque c 'est un opérateur différentiel bi-invariant et que
f  est centrale on obtient

(13 f )(x )=(D ef )(g 'x g)=(D ef )(x ).

On déduit donc du théorème 5.1 que pour a E A'
1  

ERvf 1A,1(a)=
4 ( a )

{7e(De)14 f IA, 11(a).

D'après l'identification  r( D ) — î(D) indiquée à §5, il suffit d 'appliquer le théorèm e 5.1
pour obtenir le  résultat. O n a donc déterm iné l'opérateur différentiel R D  su r  le s  re -
strictions à  A ' des fonctions holomorphes et centrales sur G .  Le lemme 5.3 permet de
conclure que ceci suffit à  déterm iner RD.

Pour le  genre I  où X = G  le  résultat du théorème 7.1 est connu  ([12 ]). S i G  est
contenu dans Gc ,  on peut en faire une démonstration analogue  à  la démonstration ci-
dessus (cf. [3]). C. Q. F. D.

Proposition 7 .2 .  Soit f  une fonction analytique sur A ' qui soit fonction propre des
élém ents de g a c ). Il ex iste alors une form e linéaire A  sur a  b  valeurs complexes telle
que  pour PI(a c ) on ait

p (a )f= P (A )f
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Soit A 0 =a 0 exp a une composante connexe de A  et 0 une composante connexe de
existe une famille de fonctions polynômes {P„,}„, E w , su r a telle que:

1) les polynômes P i„ sont W e (wA)-harmoniques où

W c(A)={wETT76:wA=A}.

2) f(ao  exp  X )= .P w ( x ) e < . . 4 , 1 >
w ew ,

pour a o  exp X Œ 0 .

Démonstration. C'est un résultat classique ( [3 3 ]  p. 60). Remarquons que si A  est
W,,-régulier, c'est-à-dire si w A =A  pour w U 7",\ {/}, les polynômes P,„ sont des con-
stantes. On peut construire les Pu ,  de la façon suivante: On fixe un élément I l i de
ae. Soit p le nombre d'éléments de W e .  Pour chaque valeur du paramètre t ,  définis-
sons le polynôme D i (t )  de / (a ,)  par

NO= H  (t—w111).
w e l f ,

Il existe p polynomes Q. appartenant A / (a ,) tels que

D1(t)=tP-Ft" - 1 Q1+ ••• +/Qp-i+Qp •

Soit HI, H 2 ,  • • •  H . des éléments de {wHi : wcW c}  qui forment une base de a,. On a

[D ,(H k ) ] f = 0 pour f  C'°°(A ) et k= 1 , ••• , n.

Si f  est fonction propre des éléments de /(a,), il existe A c t '  tel que

(),(a)f=C2,(A)i
La fonction f  satisfait donc aux équations différentielles suivantes

CHI) + Q i(A )H r+  • • •  ±Q p(A)1 f = 0 pour k = 1 ,  • ,  n .

Si on choisitE a '  tel que  j3 (H )=ô , ( i , j=1 , 2, •-• , n ) ,  l'équation caractéristique de
chacune de ces équations est

0=rP±Q i (A)rP - 1 ± ••• ±Qp(A )= I I  (r—w2 1 )
wcw, 

où on a posé A = 2 1 131 + ••• +2.19„ et où wA, est la  p rem iére  coordonnée de wA  dans la
base It3i, ••• P .I. Posons m(A) ,  W  : = A }. Les polynômes cherchés sont
de la forme

P w (X )= 11 , {C /I+C`Ok(X)-E ••• + 0 4',L(A)Pr (A ) (X)}

où les Cl.; (1.<k  ‹n, 1 j m(A )) sont des constantes. C. Q. F. D.

§ 8 .  Un espace f ib ré  associé aux sous-groupes de Borel

Soit g  une algèbre de Lie semi-simple réelle et g, sa complexifiée. Soit G , un
groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie g, et G  le sous-groupe analytique d'algèbre de
L ie g . So it H , le sous-groupe fermé de G , défini par H ,=(G ,) ,.. Si on considère la



He = lh --- ( a d e t  h=1, aEGL(1,C), bE G L (n, C)},
0

O

390 Shigeru Sano

restriction de a à  G , on a H = G,, -=(G e),(1G . On note aussi a  l'automorphisme de ge
qui est la différentielle de a .  Soit ge=be +cte la décomposition en sous-espace propres
d e  a .  On pose b=b e n g , q = c i e n g .  L'application gc d e  G ,  dans G , qui à  x  associe
x a(x ) - '  induit un G e -difféomorphisme de GC/HC sur son image qu'on note X e . S i o n
pose X = G n X , la restriction de ça à  G  induit un G-difféomorphisme de G/H sur X .
Soit j e une sous-algèbre de Cartan de ge . On a alors ge=- je--Htt+Iq ou 11,- =  E ge (je ; a)

Ce>0

et Iq= E ge(Ie ; —a). On pose b=1,-FireE. Soit B le sous-groupe analytique de Gc corre-.>0
spondant à  b. Tout sous-groupe de G , conjugué de B est appelé sous-groupe de Borel
de C .  Tout élément de Ge appartient à  un sous-groupe de Borel. L'espace homogène
Ge /B est une variété complexe compacte. On note e  l'identité de G.

Hypothèse A. Il existe un sous-groupe de Borel B  de Gc a-invariant vérifiant la
condition suivante,

(A) X e=  U h(Br1X e )h - 1

11E 1  c

Voici des examples pour lesquels l'hypothèse (A) est satisfaite.

Exemple. (i) Soit G', un groupe de Lie connexe semi-simple. Soit a  l'involution
définie sur GC=G'c xOE, par a(g, h) , (h , g ) (g , hE G e ). On a alors H ,={ (g , g ): g E G 'c }
e t  X e =1(g, g E G 1 .  L'application ça de Gc 1H, sur X e qu i à  (g, h)H c associe
(gh - ',  h g ')  induit un G e -difféomorphisme. Soit B ' un sous-groupe de Borel de
Alors B = B 'x B ' est un sous-groupe de Borel a-invariant de G , .  On a bien X e =

U  (g , g )(B n X ,)(g , g) - '.

(ii) Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe. Soit ge = C 0 g =  {X+ V -1.3 7  :
X, Y E g } .  Soit a la conjugaison de ge correspondante. Soit Ge un groupe de Lie con-
nexe d'algèbre de Lie g,• On relève a  sur G , en un automorphisme involutif. Alors
X c = { ga(g) - 1  : g EG,1 est un C e -espace connexe. L'application ça de Ge/He sur X ,  qui

g H , associe g a (g ) ' induit un G , difféomorphisme. Soit B  un sous-groupe de Borel
de C c . On pose B0 =-- BnHc . Soit bo une sous-algèbre de Borel de g correspondant
B,,. On a bien X e =  U h(BnX c )h - 1  c a r  V - 1 g =  U  h (V -1 b o)h - 1 .

h E H  c nef',

(iii) Soit ge ----- g (n + 1 , C ) et a l'automorphisme involutif de ge défini par

1

X, ( X , X ya(x )1 [( X ,
X =

n [ X , X , ) — X ,

Si on prend l'automorphisme involutif de G , correspondant, on a alors
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X e = - f g =

(

b2

C l 0

0 C2

0
:  ej—a.m j = i ( j= 1 ,  2, ..•• n)

det g=1, a ( g )= g - 1

0
Cn

a
S i n = 1 , B = g 0 1( 

0 b
g ou g o =

a -')}

1
2
1

vérifie l'hypothèse (A). Mais si n 1, il
i 2

n'existe pas de sous-groupe de Borel de G, vérifiant l'hypothèse (A).

Définition 8.1 . Soit G C/HC un espace symétrique complexe vérifiant l'hypothèse
(A), et B  un sous-groupe de Borel tel que (A) est vérifiée. On définit le sous-espace
E  de X c xH elB , par

E = I(x , gB H )EX,XH,/B H : g - l x g E B n X ,}  (B H = B r,H ,) .

Soit pr, (resp. pr , )  la projection de E  sur le premier (resp. sur le deuxième) facteur.
(E, pr,, 1- -/c /B H , B H )  est ainsi un espace fibré analytique complexe. La fibre au dessus
d e  g B H  est éga le  à  g ( B n X e ) g - l. L'action Ah (h E H ,) d e  H , su r  E  (resp. X ,) est
définie par Ah (x , gB ,)= (h x h - 1 ,  h gB H )  resp. Ah (x )= hxh - 1  ( x E X , ) ) .  O n a alors Pri
(.4 7,(y))=- An • Pri(Y) (h H , yE E ) et pr i  est une application propre car l i c /B H  est com-
pact. Puisque E  e t  X , ont la même dimension, pr i  est un reconvrement fini excepté
sur l'ensemble des éléments singuliers de X , (cf. Définition 1.1)

On plonge B n X , dans E  par l'application Br./Y b—› (b, eB H )  dont l'image est la
fibre au dessus de eB H . Ainsi la projection pr i  est l'identité sur B n X , ,  et B nK ,
rencontre chaque Ha-orbite aussi bien dans E  que dans X , .  Il existe une m-forme (oc,
Ha-invariante holomorphe sur X , (m-=-dim E=dim X e). En effect choisissons des m-
vecteurs sur l'espace tangent T e (B nX c ) en e à  B n X , et leurs transformés par l'action
de H ,.  Par cette méthode on obtient co, sur X .  Pour défin ir une m-forme i ,  H e-
invariant et holomorphe sur E , on fixe sa valeur en (e , eB H ). Ensuite on l'étend à. la
fibre pour la définir sur B n X , et on l'étend finalement à  E  par l'action de H . O n
explicite la m-forme r), sur E  de la façon suivante.

Soit q  la projection de 'f), su r  f),/(1)n b ,) et pr l'application canonique de H, sur
H IB H . Soit V  un voisinage ouvert de 0 dans f), tel que l'application exp : V—>H, soit
un difféomorphisme. On pose U-=exp V e t  0 = p r  (U ) .  Il existe une section locale
s : 0—>H, telle que pr ( ( g B H )) = gB H ( gB H E 0 ) .  On en déduit une section s de bc/bnk
dans 1), vérifiant

s(pr (exp X))=exp (s( q (X)) ( X

A un élément X * de 1 /brlf),, on associe l'opérateur différentiel
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dX *  f - -
g B H' d t

f  (g exp t X )B H) •1=0

Par cette correspondance, on identifie t),/br\b, e t  T ,B H (11,/B H ). A  un  é lém ent Y *  de
geAk, on associe l'opérateur différentiel

v *  d
dt

C e q u i p e rm et d 'iden tif ie r  gc/f), e t  T  x (X ). L'espace tangent T(... g s)(X e X lik /B H) est
ainsi identifié à. gdfikebk/brIk.

O n définit une section locale au voisinage du point (b, eB H ) d e  (X enB )X ilk /B H
dans E  par

(X c n B ) x 0  
(11

(b, V g)bs(g)-1, gB .u) •

A  u n  é lé m e n t  X *  d e  t),/bnb, on associe un vecteour de l'espace tangent T ( b . e B H ) ( E )

par 

d
(0, X )-6,,B H)f  =—

d t

d
dt

f  V exp tX )M exp (exp tX )BH)t=t,

f  (a exptA d(a - l )s(X )exp(— t Ad ( a ( a ) - 1 ) ) s ( A ) 6 ( a ) - 1 ,  (exp tX )BH)/=0

(b=au(a)-1)

=((A d  (a')— A d  (a(a) 1 ))(X ), X )00.es 11 )f •

Soit 17
1 , , Y / u n e  b a se  d e  b n q k ( /= d im ebn q c ). Soit X I', ••• , X t_ i des élém ents de

flk/bn'f), te ls  q u e  [(A d  (a - 1 )— A d (a(a) - 1 ))s(X 5)] 1 , form ent une base de ge/bnak.
O n  p o se  1/17,= (Y 1 , 0) ( j=1, , 1 ) e t  147 , + / = (0 , X ,) - ( j=1 ,  ••• , m - 1 ) .  On considère la
base  duale  )2, :12 i (W ,)= 3 „  ( i, j=1 , , m). O n  d é f in it  la  m -fo rm e  )2  s u r  {(b, eB H):
b E B n X ,}  p a r  77(6, eBu)=(771A 722A -•• A m )  ( b ,e B 1 1 ) . La forme )2 ne dépend pas de la
section locale choisie , car si on choisit une autre section locale s ',  on  a  a lo rs s(X*)—
'( X * )E b  pour tout X*E1) 0 /b r lb 0 . O h étend 72 à  E  en  u tilisan t l'a c tio n  d e  H c ,  ce qui

est possible sous l'hypothèse (A ). La form e 72 e s t  b ie n  d é te rm in é e . E n  e f fe t  s i b '=
bi b b V  (b E B n X c , b iE B .u ) , n o u s av o n s 3 A 0 1 ( v ) = 7 2 0 ,  pu isque det (Ad (1),) , ) = 1 ,  c a r  Gc
e t  Hc sont des groupes unimodulaires.

N o u s a llo n s  f ix e r  u n e  b ase  d e  q , et norm aliser exactem ent 72, e t wk . Soit i k une
sous-algèbre de Cartan de gk ,  / ( ik )  l'ensem ble des racines de (gc , je ). O n  su p p o se  q u e
ik e t  l 'o r d r e  s u r  X ( j 0 ) so n t te ls  q u e  b=ik+ E ge(ik ; a )  e t q u e  a ,= fkn qk  soit un sous-

a>0

espace  de  C artan  de  g ,. S o it 37
1 , ••• , Y 0 u n e  b a s e  d e  a , (k = d im k a ,) . S o it .x1, , x.

une base de b c n n , vérifiant les conditions de la proposition 2 .4  [2 5 ], telle que X l ,  X 2 ,

••• )(7, soit une base de k n itc n b . A partir des éléments (17
1 , 0), , (Yk, 0), (1(X 1), 0),

••• , (7(X ,), 0) de b n c l, et des élém ents (0, x - p+ 1 )-, , (0, x n ) , on construit une form e
77, com m e ci-dessus. E t  à  p a rtir  d e s  é lém en ts  Y1, ••• î(X1), • î (X )  d e  qc ,  on
définit la form e coe . Les form es ce, e t  )20 é ta n t  n o rm a lis é e s  c o m m e  il a  été dit plus

f  (a exp tY 0.(exp tY ) - '6 (a) - 1 ) ( x  a o - (a) - X  c )  •t=t,
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haut on a le lemme suivant.

Lemma 8 . 1 .  Pour un élément (x, hB) de E  (x=hbh ', bE X nB , on a

3(Pr1)we=det {Ad (a - 1)— Ad (0.(a) - 1)} I (i?e nn c)Oennenb) 77c (b= a cr(a r i )

Démonstration. Pour XEbnn c , on a

d(pri)(b,eB)(0, X) - = {Ad (a')—Ad (a(a) .-1 )1(7(X))b.

Pour Y E- bnci c , on a alors
d (P r 1)(1), eB) (37, 

0
)
=  Yb •

D'après la normalisation des formes, l'assertion du lemme s'en déduit. C. Q. F. D.

§ 9. In tégrab ilité  locale de 1/4

D ans cette section on se restreint  à  un espace symétrique GxG/G qui satisfait
l'hypothèse (A) ;  on adopte les notations des sections § 2 e t § 3. On considére le dia-

gramme suivant
e  E

pi-i 1 1 pri

X  c  X,

où X-  =pr i(X). I  n 'est pas une varié té  en  général. M ais c 'est un  sous-ensem ble
réel analytique de E .  Ensuite pr i est un recouvrem ent fini de X ' .  k = p r il (X ')  est
a lo rs une  varié té . N ous rappelons que  4(x) ,

 x (x)= I D i (x)1' 14 . On a le théorème
suivant :

Théorème 9 . 1 .  Le fonction 1/4(x) est localement intégrale sur X.

Démonstration. Soit 0  un voisinage ouvert relativement compact du point e dans

X .  N ous allons dém ontrer 
o 4 ( x )

< + co  où w est une m-forme différentielle G-invari-

a n te  su r  X  te lle  que  co=w,1 x . X ' a un nombre fini de composantes connexes. Il
suffit de démontrer que

4(x)<+oew
où U =O nX '.

S o it Ci une composante connexe de pril(U), d'après le lemme 8.1 la définition de 4,
(§ 5), on a

w1  3(pr 1 )w 
iu 4(x) k iy  4 (x)

1 f ZI(x)r) 
k i 4 (x )

=T5-72< + 0 0
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où k est un nombre positif car U  est un ensemble analytique.
Puisque l'adhérence de tout G-orbite contient un élément semi-simple (Proposition

2 [19]), il est suffisant de démontrer l'intégrabilité locale au voisinage de chaque élé-
ment semi-simple. On fixe un élément semi-simple x  de X .  On pose L,=ZG,(x),
L----L c nG  et m =L c n x . Alors il existe un voisinage ouvert connexe L-invariant V
de e dans M  tel que l'application (g, y) ,--4gxyg - 1  d e  G xV  sur un voisinage ouvert G-
invariant de x  dans X  définisse un espace fibré analytique de fibre L .  Soit T,= Z g e (x).
On définit

v.o(Y)=det ((Id—Ad (y -')) o g n g ) (y E M) .

On pose 'M= {z 1. (z) 0}. On peut prendre V  tel que 'M  contienne l'adhérence
de x V . On a

11
=11).(x)))1 - " 2  ( y E V ) .

4x(xY) Jm(Y)

On pose C= {y : zy=yz (VzEU)} et V i = {xEV: x Eexp Io]}. Par l'application
(c, y) ,—>cy, CXV, e t  V  sont difféomorphes. Ensuite 41x (cy)=4 m (y ) (cEC,
D'après la résultat ci-dessus, 1/(4m (y)) est intégrable sur V. Par conséquent, 1/(4x(x))
est localement intégrable au voisinage de x. C. Q. F. D.

Remarque. La méthode précédente est une généralisation de celle que A tiyah a
utilisée pour démontrer l'intégrabilité locale des distributions propres invariantes sur
un groupe de Lie semi-simple [ 1 ] .  Dans la section suivante, on étudie les DSI a sup-
port singulier.

§ 10. DSI à  support singulier

On utilise toujours les notations du § 1. Pour un élément x EX, on a d'après [19],

x=x 8x,2( x 1 , x„E X )

où x , (resp. x„) est un élément semi-simple (resp. unipotent) dans G .  On va étudier
l'action de H au voisinage de x .  On note Xo =log x.(Eq) l'élément nilpotent de g cor-
respondant à  x u . D'après le lemme de Jacobson-Morozov, il existe des éléments H,
de h  e t  Yo d e  q  te ls  q u e  [H o , X011=2X 0 ,  [Ho, 17 0]= - 2Y0 e t  [X0, 17 0]=H 0, c'est-à-
dire que {X0, Yo, HO engendre une sous-algèbre g o de g isomorphe à  f (2 , R ) .  On peut
prendre Y o dans 3, car a e s t réductif. On note 3=Z 9(x 0 ) le centralisateur dans g de x„.
Soit C le centre de 3 et T= D , 3 1  On pose 31) =3nb, 3 0 =8nci, 1 1,-=1nb, c 5 = c n b
et cg = c n q .  (I, If,) est alors une algèbre de Lie symétrique. Soit X, un élément semi-
simple de q te l que x s =exp X,.

Soit a un sous-espace de Cartan de  q contenant X, et cg . P o u r a  EE +(a), on choisit
une base Xa ,i, , de go(a ; a) (ma =dim g c (a ; a)) telle que B(Xa,p, a(Xa.,D)= - 3 p.q
(I), 4=1, m a). Soit {111 , ••• , HO une C-base de (a (t) 1 telle que B(H p , 11,)=3,,, et

, Cm } une C-base de c g telle que B(C„, C 0 )= 3 , 0 . On identifie g avec son dual
par la forme de K illing . On définit le polynôme de Casimir co de g par
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77L 1w= E E  E  ( X , , ,— a ( X „  ) ) 2 .
P=1 q=12  a Er+(,) T=1

Soit w 1 (resp. w 0)  la restriction de w à  to (resp. c o), on a alors

1 ma
O h =  E E  E  (X a ,

1=1 cre 2 1 ( n )  r = 1

(oc = E
n=i

où ft(a)= { a f+(a); a(X 8)= 0 } .  On pose Zt(a)=X+(a)\ Do- (a). On note

ma
E  E

. e z t  (a) r

V f)--= V  n f) , V ,I= V  n q

Alors les décompositions E)=80-V o e t  q=a o+V o sont des sommes directes.
D'après le lemme 1 [32], il existe un involution de Cartan 0  de t commutant avec

a  telle que O : (Ho, X0, 17 0)— (---110, —Yo, —Xo). On définit une structure euclidienne
sur t par la forme bilinéaire définie positive — B ( X ,  X ) ( X 1 ) .  On note U=(t o)y o  le
centralisateur de Y o d a n s  t g. O n choisit une base orthogonale u i , • • •  , un  d e  U  telle
que u1=Y0/11Y011 et [Ho, u,]=-2,u, (1;< j_<n=dim U ) .  A lors 21 = 2 .  Soit (x 1 , • ••  , x n )

( = x E l e )  les coordonnés d'un élément de U  dans ce tte  base . E t so it  e 1 , • • •  ,  e p  une
base de Vo et ( t i , ••• , t i ,) ( = t E R P )  les coordonnés d'un élement de V o dans cette base.
Ensuite soit fi, ••• , f 0  une base de [t a , Y o]  et (s 1, ••• , sq ) (= s e  le ) les coordonnés d'un
élément de [t g , Y o]. Finalement soit V I , •-• , vo, une base de co et ( y i , ,  y i n ) ( y e l l ' )

les coordonnés d'un élément de c g .
On définit l'application 0 ( s ,  x )  de R q x . / ? ' dans I, par

0 ( s ,  x)=Ad ( e s i f  •  •  e s q f  q ) (X o + xi i„ ).

o(s, x ) satisfait 0(0 )=X , e t d 0  est non-singulière on 0. Ensuite on définit l'applica-
tion P.  d e  R P  X R q X / e x R n t  dans X  par

W (t ,  s ,  x ,  y )= e t i e i  • • •  e ` P eP x s e x p (

Ad ( e s i f  •  e s q f q ) ( X 0 +  25_:;ix, u ; ) ) e - tPeP • • • ctlei

I  f i

=etiei ••• e `P eP x , exp x ))e - 'P eP  • -• .

O n  a  a lo rs  W (0)=x e t  Y' in d u it  u n  difféomorphisme entre un voisinage ouvert de
l'origine dans R P + q + n ÷ 7 n  e t ce lu i de  x  dans X .  Soient E o, Fo , Uo e t  V o des voisinages
ouverts de  0 dans R " ,  R n  e t  l im •  tels que e; Eo .F o xuo .v o so it un  difféomorphisme.
On pose 1 0= E 0 XF0 XU 0 XV 0 e t  ,(20 =- W (P 0 ).

Soit da une mesure euclidienne sur e t  d x  une mesure G-invariante sur X.
Puisque le rang de d?1!  est égal à dim  q, on a d'après le théorème 1 [10] :
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Lemma 10.1. Pour une fonction 13 E c-(re), il existe une unique fonction f  ECT(Q0)
tel que

G(gr(a)))3(a)da-41G(x )f  gx )dx

Pour tout G E C 'A Q 0). L'application de C 7(r 0 ) dans C7(Q0) définie par p  est continue
et surjective et supp fpcW(supp 13).

Proposition 10.2. Supposons E o e t  F o connex es. S i T  une distribution localement
H-invariant sur Q ,, il existe une distribution (I r  s u r Uo x V o telle que

T (f  p)= r(a p) (13 E C 7 (r o ))

où a p  est la fonction de CT(UoX Vo) définie par

a p(x , y )= F 0 , ,E 0 P(t, s, x , y) dtds

Dém onstration. Soit •r  la distribution sur T o définie par z- T (P)=T (r . p) (13 C7(r 0)).
On fixe une fonction aOEC c̀° (U0X V 0). Pour 7. C '(E 0 X F 0) , il existe un nombre com-

plexe c(a) tel que vT (rX a)=c(a)1 1(x ) d x  car la distribution  1 --n- r ( r x a )  est con-
EoxFo

s ta n te .  On prend une fonction roE (E0X F0) telle que r0 (x )d x = 1 . La distri-E,,F,
bution or(a)=s - r(To X a ) (acC7(//0XV0)) qui ne dépend pas du choix de ro possiède les
propriétes de la proposition (cf. le théorème 2 [10 ] ). C. Q. F. D.

Un élément n ilpo ten t X0 X l, est dit 1 0-distingué s'il satisfait (ro.non(ro ye=o (cf. [28]
p. 1 0 3 , [3 2 ]) . On note ZI(m )  la partie radiale de coi en X o concernant (Fo x Uo ,  {0} X Uo)
(cf. Définition §  2  [3 2 ]) . La proposition suivante que van Dijk et Sekiguchi ont donnée
est la généralisation d'un résultat de A tiyah pour une algèbre de Lie semi-simple (cf.
[1 ] , p. 104 [28 ], [32]).

Proposition 10.3. Soit T  une distribution sphérique invariante sur p o de caractère
infinitésimal X. A lors la distribution a r  induite par T  su r Uo X V , qui est donnée par la
proposition 10.2 satisfait b  l'équation différentielle

(1) (4(a1)i-w2—C(x, Y )—X(c0))62-=0

o ù  C(x, y ) est une fonction analy tique sur Uo xV  o induite par (5 , 2 , 3 ) [28 ]. S i X 0 est
un élément nilpotent distingué, 21(w1)  est de la forme suivante

a2 a n a2
(2) X011J(wr)=2x +dim E (25 +2)x 

lm ; ' a x i a x 5

a2 n a
E  a15(x) ax ax5i i s n O X i U X i  5=2 (55Ci

où a 15 (x ) e t ai(x ) sont des fonctions analytiques sur Uo satisfaisant a i 5(0)=0 j n).

On se restreint maintenant  à  un espace symétrique du type G X G /G . On uitlise
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les notations de §6.

Proposition 1 0 .4 .  S oit T  une distribution sphérique invariante sur X  de support
singulier, c'est-à-dire supp T cX —  X '. A lors T  est identiquement nulle sur tout l'espace X .

Dém onstration. Par hypothèse, ar  satisfait l'équation différentielle (1) de la pro-
position 10.3 et supp arC {0} XV0. S i X ° n'est pas 1,-distingué, la partie homogène de
degré 2 de A(oit) en u = 0  n'est pas nulle (cf. Lemme 4 .6  [2 8 ]) . D'après la proposition
2.2 [28], on a o = 0 .  Si X o est un élément nilpotent distingué, ai ,  satisfait l'équation
différentielle (2) de la proposition 1 0 .3 . Soit S  est une distribution sur V o . On étend
S à  U o X Vo en  posan t (3, 0) , (S , s5) où  0(Y )=0( 0 , y ) (çi, C( U0X Vo)). D 'ap ràs le
théorème 36 (cf. § 3 [27]), on a a T = E  ca (a'''S /ax a) (a=(a i , ••• , a n )). Dans l'équation

différentielle (4(m )-ku0)ar=((-1 --X (0)))ar, où Z  est le caractère infinitésimal de T , on
compare les ordres des deux membres :

a l , alcul
J(co l ) axa S = (Io) 2(2,+2) (12)+2)(23+1)1 S,=2

+termes de degré inférieur

où a2, • , an). Considérons le coefficient de (a ta ' la x a ')3 . l o est somme
directe de n  1 (2 , R)-modules irréductibles de poids dominants k 1= 2, k 2 , ••• , k „ alors

dim To =  ( k ) + 1 ) .  Ce coefficient est donc égal  à  —22 1 — (k,--1- 2)2, — n < 0 . Comme
J = 1 J = 2

le degré du membre de gauche est strictement supérieur au degré du membre de
droite, on a une contradiction. Par conséquent T = 0. C. Q. F. D.

Théorème 1 0 .5 .  Soit 0  une distribution sphérique invariante sur X . L a restriction
de 9  à X ' est une fonction analy tique. e  est localement intégrable sur X .

Dém onstration. Pour un élément x (.EX ', soit a le centralisateur de x dans (1 et A
le sous espace de Cartan de X  correspondant à  a. On pose G [A ']=  g A ' g - 1 . Soit

gE G

e la restriction à  X ' de 9 .  D'après le théorème 7.1, on a

X (D)[46] ,  ra(D)[461 (D E D(X)) .

Soit H 1 , •-• , H„ une base de a. Posons Q = H S (a )  et c i=  E  w (Q )/ (a ) . Evidem-
J=1 wEiv,

ment, El est un opérateur différentiel elliptique analytique. 4 (6 ) coincide, du sens
des distributions avec une fonction analytique sur G [A '] car (0 —X(r(E) - '))[ZI "9]
= 0 .  Il existe alors une fonction analytique tel que F = e )  sur X '.  D'après la proposi-
tion 7.2, F est de la forme f /Z1 où f  est une fonction localement bornée. Alors F est
une fonction localement intégrable car 1 /z i est localement intégrable d'après le théo-
rème 9.1.

Soit a i , ••• , a„ un ensemble maximal de sous-espaces de Cartan non G-conjugués de
g. O n pose A ,= Z  x (a)) (1- j<n) et G [A ,1= U gA 5 g - 1 . Soit 0  un voisinage ouvert

S E G

G-invariant de e  dans X .  Pour toute fonction f  C 7 ( 0 ) ,  on a
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,f o f(x )9 (x )d x  <E f(x )0 (x )dx  < o c .

A insi 0  est localem ent intégrable au voisinage de e.
I l  su ffit d e  d ém on tre r l'intégrabilite locale au voisinage de chaque élément semi-

sim ple, car l'adhérence de toute G -orbite contient un élém ent sem i-sim ple. Soit x  un
élém ent semi-simple d e  X .  On pose Lc=z6,(x), L=LcnG e t  M=.- L c n X . O n  n o te
Ic=Z g c (x). Soit U  un voisinage L-invariant connexe de e dans M  tel que l'application
(g , y) ,-->gxyg - I d e  G x U  su r u n  v o is in ag e  o u v e rt G [x U ] d e  x  d an s X  définisse un
espace fibré analytique de fibre L .  Pour p  C T (G  U ), on pose

f fi(xy)=- P ( g ,  y ) d g (y EU)
GY

où = fgEG; gxyg - ' = x y l .  On définit la distribution sphérique L-invariante 0  sur
U par

0(f 13)= 1 0 0 ( p ) pour pECT(G x U)

O n pose C , --- {yeU: zY=yz pour tou t zE, U } e t  U,=- IxEU; X E  exp [ tc, lc] I. C X Ui  e t
U  sont difféomorphes par l'application (c, y ) —>cy. P ar ce tte  décom position , on  peut
réduire le problème à. un espace sym étrique sem i-sim ple. A lors d 'après le résultat ci-
d e ssu s  0  est localement intégrable au voisinage de e dans M .  On pose

det ((Id — Ad (3 , - '))1 if e ) (y E M )

e t  'M= {y E M ; v x ( ) ) )0 } . O n  p re n d  U  te l que  'M  contienne l'adhérence x U .  On a
()(xy )= Ivx (xY )I0 (y ). D'où 8  est localem ent intégrable au voisinage de x dans X .

Finalement 8  e s t d e  la  fo rm e  e=F+s o ù  S est distribution sphérique invariante
sur X  à support singulier, c'est-à-dire supp S E X \ X '.  D'après la proposition 10.4, S = 0.

C. Q. F. D.

§  1 1 . Description DSI

On utilise les notations de  §6. Soit a un sous-espace de Cartan de  q  et A — Z x (a).
Si a, est la sous-algèbre de Cartan de g, qui contient a et (A,), le sous-groupe de Cartan
d e  G , correspondant A ac ,  alors (.4,), est connexe et contient A a . Soit r - (a) l'ensemble
des racines positives de (gc, ac), SY? l'ensemble des racines réelles singulières positives
e t  S"; l'ensem ble des racines im aginaires singulières positives. Posons  S a = S J S .
S upposons qu 'on  pu isse  défin ir un  homomorphisme e p  d e  (A c) ,  dans C *= C  101 par
e p (exp X)-= eP(x) (XE eu). S i  G ,  est sim plem ent connexe, E , est toujours défin i sur
(A,), ([34 ] 8 .1 .1 ). On peut vérifier qu'alors la form e linéaire pf =1/2 E  a  se remonte

aESci
a u s s i  e n  u n  homomorphisme de  ( A n ) ,  dans C* (on utilise la rem arque qui suit la
définition 4 .1  [2 5 ]) . O n pose pour aEA,

'Z I°(a )=  E (1—e„(a) - 1 ), da(a) , e p (a)'zl°(a),
c rE i+(n )

',4 (a )=  f i  (1—$„(a) - ') , EnR (a)=sgn ('42,,(a)),
aES7?



Distributions sphériques invariantes 399

H  (1 — (a ) - 1 ),
eces(i ,

(a)=sgn((V  — 1) 11(1
1 (a)'M(a)) ( n ( I ) =S ) .

O n  p o se  F = R  (resp. I )  s i  X  e s t  d u  g e n re  I (resp. du  genre  II), et on utilisera les
notations S ,  4  et (s̀P. Pour une racine a E E(a), on choisit F Lc E ad  =  —i(ant)n(anp)
te l que  B (II„, H)=a(H) pour tout H E a, on définit H„' par H = - .-(2/1 a 12 )H,T. Soit A (F)

J F (a )= 0 } e t  W G (A a )=N G (A a )/Z G (A a ). Définissons la fonction localement
constante '( w ; a )  su r  A c,' p a r  ( Z1°)(wa)=sF(w; a) (sM")(a) (wEW G (A a ) , aeA n').

Soit a1, ••• , a,, un ensem ble m axim al de sous-espaces de Cartan 0-invariant non G-
conjugués de q, fixons un  o rdre  pour les rac ines de  (gc, (a,),) et posons A = Z ( a )  où
on écrit j  au lieu de a,.

S i 0  est une distributions sphérique invariante sur X ,  alors la  restric tion  de 0
X'(notée 6) est une fonction analytique. O n lu i associe  la  fam ille  ces fonctions (r .,)

1=1, ••• , n définies par

(1) x,(a)=-(sy,4')(a)6(a) pour aE.11; .

Ces fonctions sont £ '-symétriques, c'est-à-dire,

(2) tc,(wa)= eF(w ; a)tc,(a) pour w E TV (A ,), a E A;

Réciproquem ent, si on se donne une fam ille de fonctions analytiques sur A ; et EF -

sym étriques, on peut leur associer une fonction Ô , G -invarian te  e t ana ly tique  sur X '
par

(3) Ô (gag-')=[(e0))(a)1'K ,(a), a E A ;, gEG .

Le théorème ci-dessous décrit les fonctions r i  pour lesquelles l'expression

(4) (9, f ) x , Ô(x)f (x)dx où  f  E C ` (X )

définit une distribution sphérique invariante sur X.

Théorème 1 1 .1 . L a fonction G-inv ariante Ô sur X ' associée par (3 ) b la f am ille
déf init une distribution sphérique 0 sur X ' par (4) si et seulement si les fonc-

tions vérifient les conditions suivantes:
(a-1) Il existe 101 homonzorPhisme  X  de D(X ) dans C tel que:

DKJ =2 ; (D)K; p o u r  D E I ( a ; ), ou 2 ; =--X(r1 )- i

(a-2) Chaque r ,  peut être prolongée analytiquement de A ; b .11;(F)
(a-3 ) Pour tout jE , n}  et aESii, posons a=a i . S o i t  b le sous-espace de Cartan de

e t  13 une racine im aginaire singulière de E(b) obtenue b l'aide de a à partir
d'une racine réelle singulière a  dans q (cf . D éf inition 1.4). Considérons sur les
racines de b  un ordre pour lequel E+(b)=1)•E+(a) contenant p. Définissons /Cb

partir de e  tel que

Kb(a)-=(64 b )(a)6(a) (a E
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A lors pour a o E il a n A f, tel que H (1—e1(a -61 ))#0, elle satisfait
rei+(n)\ (a)

H$,K 0 )(a o )=H4(dKb)(a 0)

où chaque membre désigne la valeur limite en a, qui existe sous les conditions (2),
(a-1) et (a-2).

§  12 . Intégrable orbitale

Pour préparer la démonstration du théorème 1.11, on commence cette section par
quelques lemmes. On continue à. utiliser les notations de § 6.

Soit a une sous-espace de Cartan de q  e t  A n =Z  x (a). Pour une fonction f  de
CT(X ), on définit l'intégrale orbitale icy sur A , par

(12.1) K  y (a)=(a) conj (4 0 (a))1 f (g a g -  1 )da k (a E
G 1 4

où A`b=ZG(A„) et da k  est une mesure invariante sur G/2t.

Lemma 1 2 .1 .  Pour toute fonction f  de CT(X ), on a

(12.2) 103 f = ra(D )K af ( D  E S(q,)G)

ou r a est l'isomorphisme de D(G/ H) sur 1(a 0 )  défini dans la Proposition 3.1 de § 4 e t la
proposition de § 5.

Dém onstration. F(x )= Ç f (gx g-1)dng est une fonction de classe Cc° sur X  An
GlA cb

invariante par G .  On applique le théorème 7.1 pour obtenir le résultat. C .  Q. F. D.

D'après la formule d'intégration de Weyl de la proposition 2.1, on a :

Lemme 1 2 .2 .  Fixons une mesure de Haar d a a sur A ,. A lors il ex iste une constant
Positive a, telle que pour toute fonction f  G C,(X  A), on ait

(12.3) f (x )d x =
X A

1 4 a ( a ) 2 d a a f (gag-l)dak
An

a G I A"G

On note j  au lieu de a i . O n a alors

(12.4) f  (x )dx= a i ( s 1 4 . 7 )(a)1C1(a)d i a

Soit 6 la restriction de e  à  X ' .  Alors d'apràs le théorème 10.5, 6 est une fonction
analytique localement intégrable. On pose x i (a)=(se l)6 (a)  D'aprAs la pro-
position 10.4, on obtient l'expression suivante de la distribution :
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e(f)=(e, f)
4 y ,f(x)9(x)dx

E ct;  K ( a ) K ; (a)d i a
i = i A : f

D'après la proposition 4.1, on identifie S(q,)G e t  D (X ) .  Soit D --J )*  l'anti-automor-
phisme de  S(ci a )G défini par X .  Par définition, e est une distribution sphérique
de caractère infinitésimal X si et seulem ent si

(De, f),(e, D* f)=X (D )(e  , f) (DE S(q e )G) .

Cette formule s'écrit aussi

(12.5) a,.f f  • K,d,a =X(D)>_] cy.4  K  :if  • K,d,a
j= 1A 1) = 1 A.;

Soit a un sous-espace de Cartan et a  une racine réelle singulière associée. S o i t  b
le  sous-espace de C artan défini  à  l 'a id e  d e  a  e t la  ra c in e  a  (cf. Définition 4.3 [25]).
O n étudie m aintenant la relation de saut des fonction K y e t  .K.,1 l'in tersection de A a  e t
Ar,. S o it y l'automorphisme de Cayley de g, tel que  v (a )= b . D'après lemme 4.1 [25] ,
on prend un élém ent X ,  de ( a ;  a )  d a n s  b_ech. norm alisé  te l que a ([X a , c (X 0 ])=2
e t  p o s e  I -I = [X „ ,  a X „ ]  e t  1-4 = v ( H ) .  D e plus, on note 13=a•v - 1 ,  A = A , et B = A .
On note aussi l 'e n s e m b le  d e s  é l é m e n t s  semi-reguliers d e  A n B , I „ ,  c'est-à-dire
I'a= fa E I : e r (a)A---1 pour tou t 7(k-a) E+ (a)}.

Lemme 12 .3 . Pour tout fE C V X ),  la fonction K af  peut-être Prolongée en une C- -
fonction qui est aussi de classe C -  sur l'adhérence de toute composante connexe de Aa(I)
si X =G  (resp . A (R ) si X2fG a / G ). Ensuit soit a un élément dans A ° et D élément dans
S(a c )  tels que Sa D=— D pour toute racine im aginaire (resp. réelle) singulière pour qui
e ,(a )= 1 . A lors DK°t- peut-être prolongée en une fonction continue autour de a.

I l exist une fonction localement constante ca (a 0 ) qui ne s'annule en aucun point de X ,
telle que pour tout DES(a c )  e t aa E E 'a

I) dans le cas où

(12.6) c a (a 0 )D.Ky(a 0)=(D'K!'f)(a exp ( V —10 II«))1

—(1)1q)(a 0 exp ( V-10HP) I 0-0
ou D '=v(D ):

II) dans le cas où X G c /G,

(12.7) c„(a0)D'Kj"(a0)=(DK9)(a0 exp (tHD) I t-+0

—(DK y)(a 0 exp t 01 t=-0

Dém onstration. O n  p o se  Ex=Zx(a0), EG=ZG(a0) e t  8.,G ,= Z G c (a 0 ). D e plus 3, ,

Z B(a o )  e t  3„= Z a (a o ). Si un voisinage W0 d e  j= e 8 0  d an s GIEG est suffisamment petit,
il existe alors une section locale 0  de W0 d a n s  G  telle que 0(g)--= (REWG).
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On définit un voisinage ouvert d e  ao dans E ,  satisfaisant les conditions (c-1),
(c-2), (c-3) e t  (c-4).
(c-1) Pour tout e'E Ci( L'E x ) ,  det (Ad 0
(c-2) L'application

(12.8) 0 ; WGXU X
(g. e) ( g.)e0(g.)- 1

est u n  difféomorphisme analytique sur un voisinage ouvert Ux  d e  ao d a n s  X.
(c-3) Soit L = [Z o , S o ] e t  Lc=LEc 0 , '3 '0 ,1  On pose L = L  e t  L x =  fga (g )' ; g L e l
dans le cas  où  X = G  et X•- .-'Ge /G respectivem ent. Ensnite I x = { x EZ x  ; x y =y x  pour
tou t y ,..=:E x l. Soit VI,Y un voisinage ouvert de e dans L x  e t  [ I f  un voisinage ouvert
ao d a n s  X .  L 'a p p l ic a t io n  d e  t i f  X d a n s  Uz, x  d é f in ie  p a r  (h, l)—>hl=lh est un
difféomorphisme analytique.

A , B  sont des sous-espaces de Cartan contenues dans  EA - . T o u t é lém en t d e  E X
est conjugué à  un  é lém ent de  A ' ou B ' par un élém ent de L  (cf. Lemme 4.2 [25]).
(c-4) I l e x is te  u n  v o is in a g e  o u v e r t g  d e  0  d an s a, tel que l'application analytique

EX --->a3 exp X  s o i t  u n  difféomorphisme analytique 3°, s u r  U,, x . S oit WG(Af) ; (20=
{ wEIVG (A f,) ; wa 0 = a o } (0=a ou b). Si on pose Y b= UEx, wVbflIV=Ø  p o u r  to u t
wOWG(.40; a0) ( =a o u  b).

Nous allons calculer K .P e x p lic ite m e n t. S i o n  p o se  f,-= [X, Y] E3, : XE3,, YE-3,1
e t  o- 9 = {XE3, : [X , Y ]= 0 pour tout Y E ,} , alors 3,= fa c 7 „ . E nsuite , on  note  i =-3nt,
e t  01,-- - 4 ( o - , .  Par l'application exponentielle,  l  e t V if son t difféomorphes. De plus,
par l'application analytique X—>a0 exp X  (X E o l), a?, e t  / J i  s o n t  difféomorphes. Pour
rECT(W G), sE C7(U±') e t  h E C7(q), on définit un élém ent f  h  d e  C7(U1 )  par

(12.9) f  ,s.h(55(g)(ao exp Y)0(g") - ')-=r(R)f s,h(ao exp Y)

où
( Y = X '± X ,

f s ,(a0  exp Y)=.-s(a o exp X ')h (X )
g(E-1-47o

De plus, lorsque r, s, h varient, les fonctions  f r 0 i ,  engendrent un sous-espace dense
de C ( U ) .  Pour la fonction f (a =a o exp YE A)  ci-dessus, on a

KL, s , h (a )= 6(a)con j(4 '(a )) G I A G f r ,,, h (gag ')d :4 (AG=ZG(A))

GIEG EGIAG

= ek(a) conj (J '(a)) f ,,,, h (geae - ig - 1 )ded,j-

L4

=c(r)scl ,(a)conj (Z1"(a)) ,Ç _ f 8 ,3 (a o exp (Ad (e)Y))d
G/AG

e

=c(r)4(a)conj (Ja(a)) s ( h w ) 1  h(Ad (1)X)di
WOW G cA;a;a 0) L'AL
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o ù  c(r)-= .f r(k)dg, Wa(A; a ;  ao)-= {wEWG(A ;  ao): wa= a }  e t  h  w=(a o exp X ') 1v =
c'EG

w(a 0 exp  X '). D'autre part, de la même façon,

K bf h(a)=c(r)S F (a) (S.(a))
h
s ( 1 i 1 h(Ad (l)X)di

wewa(B; 9 ;a0) LIBL

(a=a 0 exp YEB)

On va utiliser le fait que le résultat est connu pour l'espace symétrique L x  qui est de
rang 1. Pour cela, on introduit les notations suivantes : dans le cas où L x L--'SL(2, R),
4 (X )= 4 (X )= s g n  a (X ) (X  a) et 51',(X )=1 (X -_-b) dans le cas où L SL(2, C)/ S L(2, R)
axx)_=1 (xE- a) et 4( X )=3(X )=sgn Re 13(X) (XEb).

On définit l'intégrale orbitale sur e d'une fonction h E  C (I)  par

cp;,(X )= 6 (X )a (X ) h(Ad (/)X) di (XE a')L'A L

et

e(X)=61(X)13(X).Ç h(Ad (l)X)di (X-c-b') .
LIBL

D'après la discussion ci-dessus, l'espace symétrique G xG /G  se réduit à  l'espace
symetrique SL(2, R)xSL(2, R)/SL(2, R). En utilisant la relation de sant des fonctions
dans le cas SL(2, C)/SL(2, R) (Théorème 3 .1  [23 ]) et le cas SL(2, R) (Théorème 1.3.
15[33]), le lemme s'en déduit. C .  Q. F. D.

Le fonction ic e, su r A ,'  se déduit des propriétés des intégrales orbitales If̀ :?.

Lemma 12.4. S o it  Q  un com posant connex e de A / (F ).  P o u r to u t  a o c_=_Cl (Q),
l'adhérence de Q , il ex iste un poly nôm e Pw (wGIV,) de  a ,, te l que si XEa est suffisam-
m ent petit et ao exp XED,

(12.10) Eo(aoexp X )= P.(X)e ( w A ' z ' ( A a )wEiv,
Sous le condition que p w = p ( w 'W c (A )), le polynôme p i ,  est .déterminé uniquement et
son degré ne dépasse pas l'ordre de Wc (A).

Dém onstration. D'après la proposition 7.2, la forme de r ,  est déterminée. D'après
la valeur au bord de K I sur AO, r o peut-être prolongée en une fonction analytique sur
A (F ) car 0 est une distribution sphérique invariante (Théorème I. 4.30 et I. 6.3 [33]).

C. Q. F. D.

Lemme 12.5. (i) S oit a une racine réelle singulière de a
1 )  Dans ce cas où X = G , pour tout DES(ac)

—[ D s  a r o] ! + =  [(D— D s cr)r„]:+ sur

D lq = D s a K Y =  (D ±D s a)K:i su r Z ,
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où [K]!+=e+(a 0 ) - e - (a 0 )  et Ka'(a 0 )= prna tc(a0exPtH).

2 )  Dans le cas où X=.-.._.=G e /G, Pour tout D c-S (a )

iD ifn !+ = c p s a lfy i!+ =  [(D ±D s a)KY]+ sur X ,.

(ii) Soit a une racine im aginaire singulière de a
1) Dans le cas où X = G , Pour tout DES(ac)

CDK.̀t-T + :=CDsa K91!+ = 1 [(D + D s ")KT-]! +s u r  X .

2) Dans le cas où X.2-2-Ge /G, Pour tout D S (a )

[Dx a 1C:+= -[D 8 ] 2+= 1 [ (D -D s a)tc,]!+ sur f 'a .

1DKy=D s aK 9=-
2

(D+D s ')Ky sur .

Dém onstration. Soit a une racine réelle (resp. imaginaire) singulière dans le cas
où X G  (r e s p .  Ge /G). Il existe un élément waeWo(A n )  tel que raa =S a  (cf. la  re-
marque du appendice [261). On pose a t =exp (tHa'), alors wa at =a_ t . Ensuite wa a=a
e t  eF (wa  ; a)=1 p o u r a e f a . D'après Ka(w.(2 )=EF (w. ; a)Ka(a) (aEA'n(F)), la fonction

f l ( a c z t ) ,  défini pour t  sufisamment petit, t#0, est paire en t pour a E f„'  fixé. A lo r s
pour Dc-S(a,), (D-I-D s ")x a (aat )  est paire en t. Par conséquent, K o sa tisfa it aux  p ro -
priétés de l'énoncé.

D'après le lemme 12.3, la fonction K  peut-être prolongé en une fonction de classe
C-  sur l'adhérence de toute composante connexe de A '(I ) (resp. A '(R )) dans le cas où
X = G  (resp. _X- Ge / G ). Alors, Ky satisfait aux propriétés ci-dessus.  C .  Q. F. D.

§  1 3 .  Démonstration du théorème 11.1

Pour une distribution sphérique invariante e, soit la fonction analytique sur X '
d é fin ie  p a r  O . S i o n  p o se  k,(a)=4)(a)6(a) (aEA;), II, satisfait aux conditions (a-1),
(a-2) du théorème 11.1. On va alors démontrer que sous les conditions (a-1), (a-2), la
formule

(13.1) (D e , f )= (0 ,  D* f)=X (D )(e , f) (DES(g e )° )

est équivalente  à  la condition (a-3 ). On reécrit la formule (13.1) comme suit

(13.2) cxj K ;;;*. i. • Ki di a -X(D) ai ÇK • icsidi a •
2=, j=1

D'après le théorème 7.1, K j  satisfait

r(D)K i =X(D)K ; ( D E S ( q e )G, 1 j n).

D'après le lemme 12.2, on a

(13.3) ZaiS. ri(D)*K-1. xi di a =E a5
A 'j
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car Ti(D*)=7i(D)*.

Si on pose I f = .f Iri(D)*K1-•x i di a—KI•ri(D)x i ldi a, on obtient
A•i

(13.4) Ja1/=0.
J=1

Soit a=ai  e t  a  une racine réelle singulière associée. Soit b le sous-espace de Cartan
défini à  partir de a et de la racine a. O n note A = A , et B =A b. Pour tout ao GE,,,
so it Ux  un  vo isin age de a ,  dans X  satisfaisant aux conditions (c-1), (c-2), (c-3) et
(c-4 ) du lem m e 12.3. Soit f  un élément de C ° (X )  d e  la  fo rm e (12.9). Alors
K 1 =0  s i la  c la sse  [a i ] de conjugaison par K G  n 'e s t  n i  [ a ]  n i  [b]. De plus
supp wVo (b=a, b ). La formule (13.4) devient

wEW G(At7)

(13.5) a0I0l-abIb=0 .

Si on prend î°(D)=  E  (HO', on a
rEz-F(0)

1
(13.6) In= E E  a(HP)

l a i  v v o (i- i; 1-1- at )  weiv o (A) TEE+(a)

{—HPK).]!+•K a -1-[Kaf 11+ • HpKa ld„a
1,„

où W G (A ; I±a }) -= IwEW G (A): iT) {± a} =  al} . D'abord, on considère le cas où
GC/ G . D'après E  a(HP)II?=(1/2)H,', et [H,1C).1]`1+=0 sur 2' 1„  (cf. Lemme 12.5), on

TEZ+(a)

a alors

(13.7)
l— a p a.f CKY]f + •(Ilatc„)daaaa

On obtient de même
1 (13.8) -= E E  P(Fin

— 11 PlI WG(B „-±, „. wEw G ( B) r Ez+( )

{—HPIO•Dcf,y9.++10f [HPKOL'ildpa .

D'après [ K } 3 = 0  et d a  a=dpa su r  Z„=2',3 , on obtient alors l'expression ci-desous
pour Ib

(13.9) = N,0
2

K.P•[I-Ipc]L3+daa .
A/- 1  I k • a

L'equation (13.5) devient

(13.10) u f n a : + .  HaKn+daKy•EHoop_+} d, a =0

OÙ d„=(a a N a )/ V -1 (a bN p ). D'autre part d'après le lemme 12.3, on a

(13.11) [Ky]!-=ca(a)Ky .
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On pose
0=K52 I

F(a)=C'(a)11,K„-E d aCH ptc61P-+

Alors (13.10) s'écrit
( a E f  'a ) .

0(a)F(a)d a a=0 , F(w a)=6 a (w , a) (w EW A (G : a), aET«)

Par conséquent, on a

(13.12) Ca(a0)11:,x,,I-d,,CHhK6V.+=-0 (a0"-
- .Pa)•

La démonstration est semblable dans le cas où X =G .

(13.13) d„[II:rtca]l++Ca(a0)(HiKb)(a0)=0 (a o E f 'a )

o ù  d a = V-1(aaNa)1(a61 V  i9).

Lemme 1 3 .1 . Dans le cas où X =G , on a C a(a0)=-2 -V -1 (an N a) /(aN ,9 ) . Dans le
cas où X f - --'G c lG ,  o n  a Ca(a 0)-=-V -1 (a„Na)/(ar,Np).

Dém onstration. Soit ( r,  V) une représentation holomorphe irréductible de dimension
fin ie  d e  G , dans V  de poids dominant A  et soit XA son caractère. La restriction eA
de XA à  X  est une distribution sphérique invariante.  P o s o n s  set,=,i t'OA  e t  K4=44 404
sur A ; pour b=a ou b. Alors ces fonctions satisfont  à l'équation (13.5), c'est-à-dire que,
pour X . --G ,/G , elles satisfont (13.12) et pour X =G , elles satisfont (13.13).

Soit p= (1/2) E  y et posez A a =A +p , A b ., --- v(A a ). D'après l'égalité vf +(a)=E+(b),
yeE+( a)

on a alors
kb(a) -= E s g n ( w ) .A ( a ) ( a E N

wewoo

pour b = a  ou b. Posons pour a E f /a ,

77,1a ( a ) =  E  sgn (w)wA a (HOe t c ha (a),
wcw(ao

alors on obtient facilement pour a E E'„
1) Dans le cas où

[Ilax„]! + (a)=- 2el?,,,(a)CHakal" + (a)=2E..(a))7A a (a),

1,641(a)=s1(a)L 1-1,9 141(a)=61'(a))1,(a),

2) Dans le cas où XL-i-_'-G e /G ;

[HaKA(a) (a)11-1.ka1(a)=E`i(a)72.1,,(a),

CHisKbV+(a)=---2Ei,p(a)CHAY + (a)=2e,,L(a)72A a(a)

où E2? ,„(a)=sgn E  { 1 — e 7 (a) - 1 }, et
T E S ) ,

( a ) = s g n ( V 1 ) n ( / ) i  H  &„,_ ig ,,(a){1—e r (a) - 1 ).
resy,*ii
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En substituant ces fonctions dans (13.12) et (13.13) on obtient l'expression de C '(a o ).
C. Q. F. D.

D'après le lemme 13.1, on a

1-1 (a)=Hhkb(a) (a EX,) .
C'est la condition (a-3).

Réciproquement si ku e t  kE, satisfont aux conditions (a-1), (a-2) et (a-3), Ky et KY
satisfont à  l'équation (13-5) pour une fonction f EC7(U x )  de la forme (12.9). Soit
a=-- a, le sous-espace de Cartan dans la famille {a,} telle que dim  anp soit la plus
grande. Pour chaque sous-espace de Cartan a i , il existe des transformations de Cayley

••• , vn défin ies par SR ( a )  telles que Ad (k)a,=vi° • •• °/).(ac)Clq (k E K n H ) . Un
élément de X  s'appelle semi-régulier s i  x  est semi-simple et si dim  1,=3. Soit X ;
l'ensemble de tous les éléments semi-réguliers de X .  Autour de chaque élément a EX
soit f  h  la fonction définie dans 1 2 .9 . Pour toute fonction f  E C (X ), on peut choisir
des fonctions r , s ,  h  telles que f*= - E f  approche f  au voisinage de supp  n rs .
Pour cette fonction f * ,  on voit que E  a ,I 1 = 0 .  La fonction analytique su r  X '

J = 1

donnée par /c . d e  § 11) satisfait a l'equation (13.1).

Appendice. Une système complet de distributions sphériques pour G L(3, C)/ U(2, 1)

Bien que l'algèbre de Lie g =-- g1(3, C )  so it réductive on peut aussi appliquer le
théorème 11.1 pour obtenir les distributions sphériques sur l'espace symétrique X
G L(3, C)/ U(2, 1) (cf. [4]). Nous allons dans ce paragraphe donner une base de  Ø ( X )

pour tout caractère X de D (X ) .  C'est parce que les formules sont plus agréables
écrire pour G L(3, C)/ U(2, 1) que pour S L(3, C)/SU(2, 1 ) que nous avons choisi de
traiter cet exam ple. Le résultat du appendice est obtenu avec le concours de N. Bopp.

Soit a  l'involution définie sur G=G L(3, C) par :

/1 0 0\

a (g )= J (g* ) - ' J où g* , -`g et J= 0 1 0

\0 0 —1/

Le sous-groupe des points de G  fixés par a  e s t H= U(2, 1 )  qui est connexe. On
réalise l'espace symétrique G/H dans X = {ga (g) - 1 : gE G } et on montre que :  X=
{xEG L(3, C): Jx e s t  hermitienne de signature (2.1)}. Il y a deux classes de con-
jugaison de sous-espaces de Cartan de (g, b)=(g1(3, C ), 11(2, 1)). On choisit pour repré-
sentante de ces classes :

It i

a° = i t2 : t i E R

t 31

t 0  O\

e t  a ' ,  i O

 

u O : t , u , BER— 9  0  t !  .

Les sous-espaces de Cartan de X  correspondants sont donnés par : A°=A8U42UA2 où
chaque a") qui est une composante connexe de A° est de la forme



Z1 +2 3

. 21 - 23
0 22

0  z
2 2

0 22

\

y 22

\ 2 3 /
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si==s2==s,"1 pour 1 =0

Eoet ° : t i E R  a v e c  si =s 3 = -1  e t  s2 =-1 pour j= 1

e s etal s ,= s3 = -1  e t  si =1 pour j= 2

0 y\

y 0  : x, y, vE R , v(x2 -1-y2)>0 .

0 x/

i l 1= {  0

\— y

Les groupes de Weyl associés sont donnés par:

W°=NH(A °)/Zll(A °)--={/, wo} où  wo échange si et i e t  62 et2,

TP=NH(A 1)/ZH (A')={/, lad où  w, échange y et (—y).

On choisit un ordre sur  E ( a 0 )  e t  su r  E(a9 en posant:

.'+( O0)= {a, cx,, a3 } oùa 3 ( H ) =t2 — t3  pour H= t2

{ a (H )= t i —t, lt ,

a3(H)=t1—t2 t3t

13(H )=-2i0 I t 0 0\

X (a 1)= fis, Ti, rà o ù  ri(H)=u— t-Fie pour H =  0 u 0

72(1-1) -=u— t— i0 \- 0  0 t!

L es racines a e t  ai  sont réelles singulières, la  racine a, est réelle vectorielle. La
racine fi est imaginaire singulière et les racines r, e t 72 sont complexes.

E A °: a i a ;  p o u r  id ,

24w(/) , =,4°,

0

=Av (I )= 0 y 0 : y 0  .

— y 0

Soit 1  la transformation de Cayley définie a partir de la racine a .  On a:

al

ao

a,

d 'o ù  fi =v• a.
Com m e il n 'y a pas de racine im aginaire sur a° on trouve pour
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a,

az EA°:

a31

(al— a2)(al— a8)(a2— a8)D°(a)=s 1 (a),P(a)=4°(a) ,

e t  D'Xwo a)=—D°(a).
On définit donc s sur W° par E(Wo)= —1 e t  s(/)=-1. Comme 13 est la seule racine

imaginaire sur a' on obtient pour
I x 0 y\

a= 0 y 0 A':

\—y 0 xl

I IDl(a)=61(a)41(a)=
2 i y ((v—x)2 +Y)

 v ( x 2+ y 2)

e t D 1 (wa)=D'(a) pour wET/17 1 .
A une fonction cP définie sur X ' invariante par U(2, 1) on associe deux foction KID

e t s ' définies respectivement sur A° e t 21" par :

f e(a)=D°(a)0(a) pour a E

1 e (a )= D 1 (a)0(a) pour aEA" ,

et réciproquement. Comme w o permute les éléments de A?. et de A?, il suffit de déter-
miner s° sur Ag' e t su r A?' avec seule condition d'invariance :

ic°(wa)=s(w)e(a)

Introduisons les notations suivantes:

pour wEW° e t  a EAg

' 0(T)=K°(
e t '

e t

(ii) ço?(T)=e( etz pour T=.(t i , tz, tz),

e"!

I t 0 O\
,çoi(e),Ki(exp 0 u 0 ) pour e=.(t+ie, u,t—ie).

1— e 0t i

Il suffit de déterminer yol(0) pour 0<0<ir car IC1 est invariante par W'.
Rappelons que la partie radiale sur d'un opérateur différentiel D invariant sur

X  est déterm inée par un polynôm e TI(D) appartenant à  S (a ) invariant par IV(a)c ).
Puisque y est un automorphisme intérieur du groupe, on vérifie que

a=

ai a,a 3

(i)

e ti
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ri(D)=v • To(D)

où on note toujours u l'application de S(a8) dans S(a8) induite par i: a8.-ab. D 'autre
part à tout caractère X de D(X ) correspond un élément A* de (a8)* tel que

X(D)=7o(D)(A*)=71 (D)(1).4*) où

(v• A*)(H) ,  A*(v -1 (1-1)) pour H E aL..

Ic i W(a8) est le groupe des permutations de trois éléments que l'on note S o . Si on
identifie (a8) avec G", le théorème 11.1 s'écrit comme suit :

Théorème. La fonction G-invariante 0  sur X' associée par (i) et (ii) au triplet
(sr, yocor, çoi) définit une distribution sphérique sur X  si et seulement si ces fonctions véri-
fient:

(1) yDg et q)7 sont analytique sur 1r,
çoi est analytique pour (t, u, 0)ER x R x (0, r),

--0\-1, -2, - - ,(2) çog(w2T)=—yDg(T) où on pose wo T =w t t (1.- t 1, t3 ),
(3) Il existe un élément A de C3 tel que pour tout polynôme symetrique PEC[t1,t2, t3 ]

on ait :

P (—aa k ) e er - P ( A ) ç c '

1 j. P a ' . 0.)ÇDi = P(A )W i'

pour k=0, 1,

a .  a
(4)

a u, t)=z w Di(t±i0, u, t— i0)I 0 3 0  ( I ) ,

.  a
a
a
t >2 ( t , u , t)=z ao y3i(t±i0, u, t—i0)I 0 „  (II).

Remarque 1. Pour écrire la condition (3) on a identifié le polynôme symétrique P
avec un élément de /(C. Puis on écrit 7.J •P dans la base

T= 0 i, u = , 8=
/1 /0 ■

1

1 \ o/ \ —1

et on l'identifie à un élément de CP, u,

Remarque 2 .  Il suffit de vérifier les conditions de sant (cf. (a-3) Théoreme 11.1)
pour la racine singulière a, car l'autre racine singulière a, de /+(a°) est conjuguée par
W° à a .  D'autre part l'ensemble des points semi-réguliers a de A °n A i tels que e a (a)
=1 est composé de trois composantes connexes:

1

O
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f e t

1 \

                  

e u

  

:  t >u e.

  

:  t <u e.

       

e t '

     

et!

    

_ e t/

     

Soit A C'. O n  ap p e lle  Z (X ) 1  espace des distributions sphériques qui vérifient la
condition (3) pour A , c'est-à-dire telles que

D = P ( A ) 0  pour D E D (X ),

où P est le polynôme symétrique associé A r i (D ).  Pour déterminer 2 (X ) ,  on déter-
minera d'abord l'espace E A  des triplets (wg, Se, ço1) vérifiant (1) et (3), puis l'espace FA

des triplets vérifiant (1), (3) et (4). On obtiendra .0/A  en se restreignant au sous-espace
GA  des triplets FA  vérifiant la condition (2).

A . C as où A=(.2 1, 22 , 22 ) est régulier, c'est-à-dire
a) dim EA-=18.
On utilise en effet un résultat classique (cf. [33] p. 61) pour montrer que (T2, yo1 )

appartient A E A  si et seulement si il existe des nombres A,A ;, t„, t;, a„ et cr; (a- A 3

qui est le sous-groupe des permutations paires de S3)  tels que :

en= E  ( A ,e ( " , T )+A ;e(-4. wiT)),
cEA3

e T ) ,  E  (r c e ccA•T)+ t ; e (o.A.wi T)) ,

e il3

y91(0)=  E  (a,„e"A .e)l-c*(6-4 .ivle)).
aeA 3

On note, par abus de langage, wi T = wi (t i , t2, t2)=(t 3 , t2, t1) et w10=w 1(t±i0, u, t—i0)
= (t— i0, u , t+ i0 ). D e plus ( , ) désigne le prolongement C-linéaire à  C ' du produit
scalaire usuel sur R 3 .

b) dim FA=12.
En effet les conditions de saut (4) s'écrivent alors :
( I ) 4 21„—A;=—(a„—a;) pour tout o- EA „
( I I )  (= ) t c —t;=—(a,,e ( ".e 0 — (* - "A.e0 ) pour tout a c1A3, où e„, (ir, 0, — 12r).

Pour étudier la condition d'invariance par tvo ,  on va exhiber une base de F A . On ob-
tient des éléments de FA

1 ) nuls sur A 1 en prenant a c =a;=0, soit

 

0
{B A _  e (IL T)+ e cA , w iT )

0

.AA
=

  

On obtient 6 éléments indépendants de FA  en prenant {A,A, B aA : -213}.
2 )  non nuls sur Al en prenant A ,1 -it= 0  et t,, --t =0.

j e r  c a s .  eul .e0 4  ( 4 E0  (=) A 1 - 23 0 Z

Posons alors



e (A.(9-e,>+ e ui. wi ce-e7o)
2 e (A,e,) e - (h, e z )

DA =
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e (A. n  _  e o, w i n

CA
=

'

0

I c
ul. n  e (A. w i T)

1 e ( A,e) +  e (A, w 10) .
2

e (A,e,)_ e -cyLer )

2e c a s .  e( A .7c ) —  c - ( A • 7r)  (= ) 21 _ A Z*.Z*.

Posons alors, en notant m=2 1 - 2 8 ,

0

E A =  0

e( A

O n obtient pour base de FA :

{A a A, B A ,  C aA D oA :C rE 113}

{e(A.T)—e(A. ?D IT )

, F A =  ( _4)nt Le ( ! ,  r ) e (A.w i r ) i .

_Ee (4, e,_ c ul, 1019)]

s i 21 - 2 .4 Z  ,

e (A, w ,e) 
— e ci e+ w cos m6+

Ban, En, FA, C r ib  D rA : a c A ,  et 1 EA3\{/}}

s i il1 - 2 3 E Z * e t  21 - 2 2 4 Z  ,

{A C A , B A , E c A ,  F a 4 : 0*E A 3} s i  2i -2 ,E Z *

c) d im  GA=9.
Pour déterm iner les triplets de FA qui vérifient la conditions (2), il suffit de regarder

composante sur A .  C o m m e  FA  e t  C A  ont la  m êm e com posante sur A S il est inutile ,
pour le  fa ire , de  d istinguer les d ifféren ts cas c i-dessus. Il est c la ir que  B A ,  D a A  et
E a A  appartiennent à  G A  pour 0-OE/13 . D'autre part l 'é lé m e n t E x,A .A+Y,C,A) vérifie
la condition (2) s i o n  a  x0-1-ya=— x,,,„,, a -Ey w i i a o a  p ou r to u t a  G A ,. O n  po se  v-- =w i w o.
L'espace G A  admet pour base :

{B A ,  DuA , Go-A — A raA ± A rz aA : (7 E A 3 } s i 22 - 2 4 Z  ,

{B A , E A , FA— A r A+ Az2A, B A ,  D A , C  A—  A raA ± A r2 o A : U G A 3 \{ 1}}

s i 21 - 2 3 4 Z *  e t  21 - 2 2 4 Z  ,

{B a n , E,A, (7 .113} s i 2i - 2 J -ŒZ*.

B . C a s  o ù  A=(21, 22, 2 2 )  e s t  semi-régulier, c'est-à-dire 21 =-- 22 . On pose 21=23
= 2 e t  22 =p.

a )  dim EA =18.
Le stabilisateur de A  dans S 3 est le  sous-groupe {1, w i l. Les polynômes harmoni-

ques relativement à  ce sous-groupe sont engendrés par 1 e t  t 1 —t 3 . Le résultat cité en
A  im p liq u e  q u e  le  tr ip le t  (4 , yoS, wi )  appartient à. E A  si et seulem ent s'il existe des
nombres complexes 11„ t a , t ,  a ,  e t  ct; (a4 A 3)  tels que :

0

soS(T )=  E (A + A (t j —t 3) ) e " A . T )

aeA3
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0 (T ) --= E  (tc-Ft(ti—t8))e(ail. 2")
6
,EA3

V i(T ).= E  (ta -Ftgt i —to)e(cA , T),
creAs

çoi(9 )= E  (a a -Fc4,2ie)e"'" ) .
ae its

413

b )  dim FA =14
En effet, si on pose A 3 =1, t, r2 }  avec r---- w i w o ,  les conditions de sauts (4) s'écri-

vent:
{ A ct;= — ;

( I )  (=
2(11ô+A:-2)+(2— du)(A ,— Ar2)=-2(aH-a.',2)—(2— ,a)(a r —ar 2)

it-=— cx

(11) => 2(t-Ft;2 )-F(2-11)(t,— tr2)=-2[a;e 2 - P) i 'r 1-a;2e - (À- P ) il

— (2— - ti)[(az-4-2i7ra eo - lo i , , _ ( a r 2+2ira:2)e - ( 2 - F) , , ,

On obtient une base de FA  en prenant:
1) des éléments nuls sur Al,

e ( A,T)
e

(,,I,T) +e(r2A,T)

AA= 0 ,  A 'A = 0

0 0

1 (tl — t2)[e(rA .T )_e(r2A ,T )]

0

0

BA=.-{  0 (A , T ) ,B =

0

e (TA.T) ± e (r2A,T) ,B n i _{

0

0

(t i —t 3 )[ecrh , 2 )_ e (r 2A, r)]

0

(rAe . r ) ( 1 2 -

2

12 (t t ) )) e ( r2A ' r ) (1 2 — P (t t ) )
'3 /2 1

CA = { 0

DA = ( rA .T ) (1 11—  p( t1 t o) e(,2A,T)(1 2 - P (t i t3)).2 2

0

2) des éléments non nuls sur A ',

0 (t,— ti)e"T)

F A = {  0

e
( A .0 )

FA=- (t3 —ti)e (A •r )

2i0e (A .e )
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{

2 i  sin (2—

0

ti)x)(ti_t3)[e(rA,T)+e(-2A,T)1 y

( 2—GA = •
e crA.e) + e (r2A,e)

2— tg (rA ,T )±e(r2A .T 1(1. 1 t DEe
2

HA = 2—pc o s  ((2—p)ir)(ti—t3)[e(rA.T)
+ e ( 1 - 2 . 4 , T ) ]  y

2
e (v i.e )_ e (r2A.19)

e(r2A, r)]

0

a p -2 ) i r  cos ((il — p)r)— i sin ((2 — /4r)] (t, — t 3 )[e 'DA ' T)

2 i0 (e ' — e 0 4 ,e ) )

—(t 1 _1 3)( e (7A, 7 )+e(z 2 A, T))

[(2— p)r sin ((2—p)r)—cos ((2—/47r)](ti—t3)[e ( r A ,  T ) + e ( - 2 A , T ) ] .

2i0(e +e(,-2A,e))" . ° )

c) d im  G4=9
Il e s t c la ir  que  B A , B 'A , 13, DA , EA, GA , 1 4  vérifient la condition (2) et sont indé-

pendants. Pour obtenir une base de GA  on les complète par

HA -
2 -

2
J A  e t  2A A  A 'A -1-CA  2 -

4
P JA

d'où le résultat.

Remarque. Les seuls éléments de GA  non nuls sur Ag sont les multiples de

2— p T2A 'A—, 444-C A 4  J  •

C . C as  o ù  A=(21, 22, Al) est singulier c'est-à.-dire 21 =2 2 =2 3 . On pose 2=21=22=23.
a )  dim E 4 , 18.

L'espace des polynômes harmoniques relativement au groupe S , est de dimension
6. Si on pose pour T =(t i , t2, t3)

ti t 3 tj —t3t=
2

U=t2, 72 =
2

cet espace admet pour base :

P0= 1 ,  I i = u — t ,  P2=72 ,

P3= "(U— t)2- 3 7 22, P 4 =77(u—t), P6= 72((U 722) •

On note Q5 (j=0 ,1 , ••• , 5) les polynômes obtenus  à  partir des P 5 en rem plaçant 72 par
O .  Le triplet (Vg, yo7, çoi) appartient à. E A  si et seulement s'il existe des nombres com-
plexes A 5 , t5 , ,c 5 (j=0 ,1 , ••• , 5) tels que :

IA =

J



C A = { 0

(( u _ 0 2  3 .722)6,(A,T)

o
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om =  E  A k p k e (A,T)
k=1

W?(T)= t kP kè A T )  ,
k - t

so1(0)= akQke ( A ' T )  •
k=1

b) d im  F 4=12
Avec les nouvelles variables la condition (4) s'écrit:

a a(I) )  —a72-(poo 0 = 0 ,

a a  ,
(II) ) - -72- yo'l v =0= w 5 ,

Puisque e(A'T)= e A. (9) ,e2 (2t+u) on en déduit:

( I  ) A2— — a2, A4
= —

a 4 , A 5
=  —a5 ,

(H) t4= a 4 1  1
.
5=  a 5 ,  t 2 =  a 2- 3 r 2 a 5± 6ina 3 .

On obtient une base de FA  en prenant:

e cA ,T) 0 0

AA= o A 'A ,

{

e (hLT) A = { 0

o 0 e(A.e)

B A ={
(u—OeciL T )  0  0

0 (u —t)e ( A •T )  W A ,  0

0 0  ( u — t ) e ( A .  e)

{ 0CA =  ((u —0 2 —3772 )e(A.T)

0

{

-77(u—t)e(A.T)

E A =  — 72(u —t)e ( A •T )

i0 (u —Oeil . 9 )

FA={

o
6i7rneciL T )

( ( u  _0 2 + 302) e (A e)
{

72((u 0 2  _ 722)e (A.T)

G A =  ( -12((11-02— 2.0_37czn)e(A.T)

tiC(11 - 0 2 +  0 2 )e(A. 9 )

c) dim GA=9
Les polynômes S 3-harmoniques vérifiant P(w oT )= — P (T )  sont engendrés par:
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P1—  P 2 p  P3+2 P O  P3 .

On en déduit que GA admet pour base :

A 'A ,  A l  .13'A , C'A, FA}

Conclusion. Pour toutes les valeurs de A  la dimension de D'A (X )  est égale  à  9.
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