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Distributions sphériques invariantes sur les
espaces symétriques semi-simples G./G

Par

Shigeru SANO

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe et soit H le sous-groupe des points
fixes d’'un automorphisme involutif ¢ de G. On étudie la méthode oribtale sur l'espace
symétrique G/H. Le travail [25] est consacré a ’étude locale. On discute la théorie
grobale. Nous étudions des distributions sphériques invariantes (=DSI). On définit
une application ¢ de G dans G par ¢(g)=ga(g)! (¢=G), et on appelle X son image.
Alors G/H et X sont isomorphes comme G-espaces symétriques. On démontre la
formule d’intégration de Weyl pour la décomposition orbitale de X sous l’action de
H (Proposition 2.1). Les mesures sur G/H, H et X sont normalisées a I’aide de
I’application linéaire bijective 7 définie dans la définition 2.4 [25]. Soit D,(x) le co-
efficient du polyndme caractéristique sur qui détermine les éléments de Weyl. Le jaco-
bien est donné par |D;(x)|Y2

Soit X’ l’ensemble des éléments réguliers de X. La restriction de DSI sur X a
X’ est une fonction analytique. Il nous semble que cette fonction soit expremée par
D,(x). Mais pour I'espace symétrique général, c’est un probléme difficile. Nous étudions,
ainsi, les DSI sur I'espace G XG/G qui désigne un espace symétrique soit de type G,
soit de type G./G. Le groupe G et l’espace symétrique G.,/G sont c-duaux. L’espace
GxG/G peut étre considéré comme une forme réelle de G. (au sens de [25]). Pour
un opérateur différentiel invariant D sur X=GXG/G, on détermine la partie radiale
de D en utilisant des caractéres de représentations de dimension finie de G (Théoréme
7.1). La fonction analytique exprimant DSI sur X’ sera ensuite déterminée (Proposi-
tion 7.2).

Les DSI sur G/H sont-elles localement intégrables? On discutera le probléme pour
GXG/G en clarifiant les raisons pour lesquelles les propositions ne sont pas étandues
sur 'espaces symétrique générale G/H.

Réciproquement, étant donnée une fonction analytique invariante @ sur X' on
donne une condition nécessaire et suffisante pour que @ définisse une distribution
sphérique invariante sur X (Théoréme 11.1).

Les résultats ci-dessus sont déja annoncés dans [24]. Dans la publication [20],
nous avons aussi écrit les démonstrations. Etant donné que la circulation de cette
derniére est limitée, nous pensons, il est utile de publier & nouveau le présent article
contenant les démonstrations complétes et des exemples.

Regu le Décembre 30, 1988; Révisé le Mai 9, 1990
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§1. Décompositions orbitaux

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini et soit ¢ un automor-
phisme involutif de G. Soit G, 'ensemble des éléments de G qui sont fixés par o.
Si H est un sous-groupe de G tel que (G,),CHCG,, il existe un groupe de Lie G qui
est un revétement d’ordre fini de G tel que 5/56’=*G/H d’aprés [29]. On peut donc
supposer que G,=H. Définisons une application ¢ de G dans G par

o(g)=ga(g)! (ge6),
et posons

X=¢(G).

Soit (g, h) l'algébre de Lie symétrique correspondant a G/H. Pour chaque élément
aEG, on définit I'application différentiable I, de G dans G par l.,(b)=ab (hb=G) et
l’application différentiable A, de X dans X par A.(x)=axo(a)’. On a ol ()=
Aa(p(b)). Ainsi G/G, et X sont isomorphes comme G-espaces symétriques.

Dans ce paragraphe nous rappelons certains résultats de [19]. Soit a un sous-
espace de Cartan de (g, §).

Définiton 1.1. On appelle sous-espace de Cartan de X associé a a le centralisateur
de a dans X. On le note A=2Z x(a).

Lemma 1.1. 1) Si G est contenu dans un groupe complexe G. d’algébre de Lie g,
et muni d’une involution prolongeant ¢ alors:

A=expanNX.

2) A admet un nombre fini de composantes connexes, chacune d’elle étant de la forme
kjexpa ot k;e@(K)NA (K est le sous-groupe des points fixes d’une involution de Cartan
6 de G commutant & o). De plus Ad(k;*=Id ou 1d est I’identité de g.

3) A centralise aussi le centralisateur m de a dans Y.

Démonstration. La structure des composantes connexes d’un sous-espace de Cartan
de X est donnée dans [29]. Comme Ad(G) est contenu dans le groupe complexe
Int(g.), on a, pour a€A, Ad(a)=e* ¥ avec Hya,. On en déduit 3). D’autre part
on peut choisir k; de sorte que Ad(k;) appartienne a exp (ad a). Comme Ad (k;)=
et*d Ho (Hye=q) stabilise g, on a ¢**2d#o=Id et donc Ad (k;)*=Id. C.Q.F.D.

Considérons pour x< X le polynéme
dimg |
det (1+¢) Id—Ad (x))= jgo“tfpj(x) .

Si [ est la dimension du centralisateur dans g d’un sous-espace de Cartan de (g, §) alors:
pour j=0, 1, ---, {—1, D, est identiquement nul et D, n’est pas identiquement nul sur
X.

Définition 1.2. On dit qu’un élément x de X est régulier (on écrit x&X’) (resp.
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singulier) si D;(x)=c0 (resp. D;(x)=0).

Soit A un sous-espace de Cartan de X associé au sous-espace de Cartan a de (g, §).
Comme Ad (A) est contenu dans e®d%, l'operateur Ad(a) (a€A) est scalaire sur tout
espace radiciel g.(a; @) ou a est une racine de la paire (g, a).

Définition 1.3. On appelle racine globale et on note &.(a) le nombre complexe
défini par:
Ad(a)X=¢&,(a)X pour Xeg.(a; a).

On a en particulier pour HEa:
£alexp H)y=e".

Remarquons que 'on a pour ac A:

§,:(a)=&.(a) on 7 est la conjugaison de g. relativement a g. En effet comme
Ad (k;*=I1d, on a &,(k;)==+1 et il est facile de vérifier le résultat sur expa. On peut
alors montrer que pour ¢€A:

Di(a)= 3 (1—&..(a)™*, ma=dim,g.(a; a).
ael(a)

Proposition 1.1. Soit (ay, -+, a,) une famille maximale de sous-espaces de Cartan de
(8, ) non conjugués deux a deux. Posons A;=Z x(a;). On a alors

X':: U U h,A;h—l 012 A}ZA]'I’\X/.
Jj=1 heH

On appelle cette décomposition la décomposition orbitale de X. Si a est un sous-
espace de Cartan de (g, §) et A=Z x(a), on pose W(A)=Ny(A)/Z ,(A). C’est un groupe
fini et on a

Proposition 1.2. L’application de H/Z y(AYX A’ dans X'=\J hA'h™ qui a (h, a)

heH
associe hah™' est réguliére. C’est un revétement a |W(A)|-feuillets.

§2. Formule d’intégration de Weyl

Soit a un sous-espace de Cartan de (g, §)), A=Zx(a) le sous-espace de Cartan de X

correspondant et X ,= \U hAh™' l'orbite dans X de A sous l'action de H. Avec une
heH

normalisation convenable de la mesure dx sur X invariante par G, de la mesure da
sur A invariante par expa et de la mesure dh sur H/Z 4(A) invariante par H on a

Proposition 2.1. Pour toute fonction f continue a support compact sur X4
1 mg PN
[ f0s= el | D@ fhandida

Démonstration. On considére 1'application » de H/Z ;(A)X A’ dans X qui 3 (A, a)
associe hah™. Aprés avoir choisi une base dans les espaces tangents, on va montrer
que la valeur absolue du déterminant de la différentielle de » au point (h, a) est égale
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a |Dyfa)|*®. On en déduira le résultat puisque 7 est un revétement fini de X qui
est un ouvert dense de X 4.

L’espace tangent en /i a H/Zz(A) s’identifie & 1. ot ne= @ g.(a, @). En effet
acX(a)

Zu(A) a pour algébre de Lie m=Zya), ), est un supplémentaire de m dans § et
I'application de Y) dans I’espace tangent en 1 a H/Z 4(A) qui a X associe X défini par

4 N
Xf==|, J(hexptX))  pour fECH/Zu(A)

est une surjection qui admet pour noyau m.
L’espace tangent en x=gd(g)"* a X, que 'on note T,(X), s’identifie a q. En effet
I'application de g dans 7.(X) qui a X associe X* défini par

X*f:%.t=0f(g exp % exp (to(ZX))a(g)“) pour feC=(X)

est une surjection qui admet pour noyau J.

On choisit une base {T,, -+, T,} de )n. du type de celle utilisée a §2 [25] pour
définir I'isomorphisme 7y de Hh\n. dans qNn. c’est-a-dire: pour tout élément ; de
{1, ---, n}, il existe une racine a=X*(a) telle que T;,=X;+0(X;) ou X;Sg.a; a) si a
est réelle ou imaginaire et X;=g.(a; a)Pg.(a; %) si a est complexe. On prend alors
{r(T), ---, r(T,)} pour base de n,/\q ou

T { X;—o(X;) sl a est réelle ou complexe,
T ;)=
’ 1(X;—a(X;) si a est imaginaire.
La différentielle de % s’identifie & une application linéaire de a@(hn.) dans aP(qNMu).
On va calculer son déterminant dans cette base.

Soit a un élément de A et b un élément de G tel que bo(b) '=a. On peut mon-
trer que la différentielle de % en (A, a) est I'application d75¢.a»:

(O Xa > T o(X)
W w
(X, Y)— (Ad (b"1)Y +2 Ad (b~ ) X)*

Or Ad (b™1)Y appartient a q car Ad(a)Y =Y implique que Ad (b)Y =Ad (¢(b)"")Y. En
utilisant l'identification de 7T ,(X) avec ¢ on peut écrire que

dnci.ox(X, Y)=Ad (b7)Y +(Ad (b™)—Ad (a(b7))X.

Considérons I’application @, de g dans lui-méme définie par

Q,: (mPa)B (gNy) —> g
W W
&, X)——————> Ad (b HY +(Ad (b7H)—Ad (e(b" )X

= Ad(b~")N{Y+dAd—Ad (a)X)}.

Comme le déterminant de Ad (b™") a pour valeur absolue 1 (g semi-simple) on obtient



Distributions sphériques invariantes 381
en utilisant la définition de D,:
|det @,|=|D(a)l.

Nous voulons calculer le déterminant de la restriction ¥, de @, a a®(hNn.) dans la
base choisie ci-dessus.

Comme, en général, on ne peut pas choisir b dans A, on complexifie la situation.
Soit H* le sous-groupe de G¥=Int (g.) des points fixes de ¢ (prolongés a Int(g.)). Soit
A¥ le centralisateur de a. dans ¢(G¥)={go(g) '; g=G¥}. On a alors (p. 407 [19])

A¥=exp(ada.).
Comme Ad (a) appartient a A¥, il existe un élément ¢! de A¥ tel que:
Ad (a)=c"'a(c).
On en déduit qu’il existe un élément h de H¥ tel que:
Ad(b)=c"'h.

On note aussi @, et ¥, les prolongements C-linéaires de @, et ¥,. Comme h ap-
partient a Int(g.) et stabilise §. et g., on a, si on pose P,=hd, et F,=hV,

|det ,|=|det D,|=|D,(a)l,

|det ¥, |=|det ¥, |.

Comme ¢ appartient a A., @, (resp. ¥)) centralise les éléments de acPm, (resp. ac).
Si on pose @=0,|,, et ¥=¥,|, ~, on obtient alors:

D(X)=(c—a(c)X pour Xe€n,,
|det @|=|Dy(a)l,
|det¥|=|detT,].
La matrice de @ dans la base {T,, -, Tn, 7(Ty), ---, 7(T,)} est de la forme:

Tl; T Tn T(Tl); ] T(Tn)

T,
TS,, 0 D ou C est la matrice de ¥
dans les base {T,, -+, T,]
T(T§) c 0 et {r(Ty), -, 1 (T}
1(T2)

Montrons que C et D ont le méme déterminant au signe prés. On prolonge 7 en une
application C-linéaire sur 1n. en posant y*=Id ce qui permet de définir aussi 7 sur
q.MNn... On obtient alors pour Xega; a):
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X si  a€lX*t et a réelle ou complexe

—X si —ac€ Xt et a réelle ou complexe

—i6X si aslX* et a imaginaire

T(X)=l

i6X si —asX* et a imaginaire.

On en déduit que pour Xegla; a):
1 si a réelle ou complexe
7-@-7(X)=e®(X) avec e=
—1 si a imaginaire .

En effet si X appartient a g.(a; a), ¢X et g(c™!)X appartiennent aussi a g.(a; a) car ¢
centralise a.. Or T, appartient a g.(a; a)+gc(a; a’)+g.(a; —a)+g.(a; —ar). Sion pose
¢;=1 dans le cas ol a est réelle ou complexe et e;=—1 dans le case ol a est imagi-
naire, on a

DT ))y=e;7 (D(T) .

Les matrices C et D ont donc des colonnes égales ou de signes opposés. On en déduit
que |det C|=|det D|=|det¥'| d’ot |det¥,|*=|det ¥ |>*=|Da)|. C.Q.F.D.

§3. Opérateurs différentiels invariants sur G/H

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe muni d’une involution @, (g, §), o)
l'algébre de Lie symétrique associée. Soit H, le sous-groupe analytique de G d’algébre
de Lie §, G, le sous-groupe des points fixes de ¢ dans G et H un sous-groupe fermé
de G compris entre H, et G,. On note D(G/H) l'algébre des opérateurs différentiels
a coefficients complexes sur G/H invariants par G.

Definition 3.1. Soit H, un sous-groupe fermé de G. Une distribution ® sur G/H
est appelée distribution sphérique H,-invariante si elle satisfait aux conditions suivantes:
(i) O(hg)=6(g) pour tout g=G/H et tout he H,
(ii) 1l existe un homomorphisme X de D(G/H) dans C tel que pour tout D&
D(G/H), on ait
DO=XD)6O .

Si Hi=H, © s’appelle une distribution sphérique invariante (DSI) ou plus simplement
une distribution sphérique. On notera Dy(G/H) V'espace des distributions sphériques
qui verifient (ii) pour le caractére infinitésimal X de D(G/H).

Let but de ce chapitre étant de déterminer ces distributions, nous allons com-
mencer par étudier D(G/H).

Soit # une involution de Cartan de ¢ commutant avec ¢ et a un sous-espace de
Cartan de (g, §)) O-stable. Nous allons, dans ce paragraphe, définir un isomorphisme 7
de D(G/H) sur une sous-algébre de S(a,) (algébre symétrique du complexifié de a),
analogue a ’isomorphisme de Harish-Chandra défini dans le cas riemannien ([9]).

Soit U(g.) I'algébre enveloppante universelle de 'algébre de Lie complexe g.. On
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note U(g.)” la sous-algébre des éléments de U(g.) invariants par Ad(h) pour h€H et
U(g.)% la sous-algébre des éléments de U(g.) invariants par ad X pour X&f.. Comme
H, est connexe on a

U(QC)HO;U(Qc)bZU(QC)% .

L’algébre D(G/H) s’identifie a I’algébre des restrictions & C*(G/H) (fonctions de classe
C= sur G invariantes & droite par H) des opérateurs différentiels sur G invariants a
grauche par G et a droite par H, [l existe donc un homomorphisme canonique 7 de
U(g)? sur D(G/H). 11 a pour noyau lintersection de U(g.)” avec U(g.)h. qui est un
idéal bilatéral, et induit donc un isomorphisme ([12] p. 395).

3.1) D(G/H)=U@g)"/U(8)* NU(@be) .

On choisit un ordre sur le systéme de racines 2(a) de la paire (g., a.) tel que si a
est une racine positive complexe, alors a est aussi une racine positive (¢ désigne la
conjugaison complexe de g. relativement a g). On note X*(a) '’ensemble des racines
positives et on pose

ni= @ gcla;a).

acX+(a)

En utilisant le prolongement C-linéaire de l'isomorphisme 7 (Proposition 2.4 [25]) de
H . sur g/ \n. on montre que
g.=0H:DaPu? .

On pose pour Hea,
o(H)= —;— trace (ad H| ,.;r).

D’autre part on appelle W, le groupe de Weyl du systéme de racines 3(a) et on désigne
par I(a.) la sous-algébre des éléments de S(a.) invariants par W..

Proposition 3.1. Pour tout élément DU(g,), il existe un unique élément D apparte-
nant a S(a.) tel que

D—Di&bU(g)+U (gt .
On définit Uapplication 17° de U(g.)% dans S(a.) par

7(D)=D,=e’Die "  pour DeU(g.)%.
Alors 7" induit un isomorphisme de D(G/H,) sur ’algebre I(a.).

Démonstration. On déduit ce résultat du cas riemannien (Théoréme 6.15 [11]) en
utilisant la dualité. Soit g=tPp la décomposition de Cartan de g relative a 6. Alors
a?=7(ant)P(aNp) est un sous-espace de Cartan de la paire symétrique (g¢, ¥¢) duale de
(g, 9). Or les complexifiés de a et a%, de t¢ et ), de g¢ et g sont les mémes. Vu
I'isomorphisme indiqué en (3.1) et I’égalité U(g.)¥o=U(g.)%, la proposition se démontre
uniquement au niveau des complexifications des algébres de Lie et on peut donc appli-
quer le résultat identique pour (g%, t¢), qui est une algébre de Lie symétrique rieman-
nienne. C.Q.F.D.
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Remarque 1. Le groupe de Weyl W, est le groupe Weyl du systéme de racines
de la paire (g%, a%). Il contient (strictement en général) le groupe de Weyl W(a)=
Nyonk(0)/Z gnx(a) (K est le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie f).

Remarque 2. La décomposition d’Iwasawa complexe (g.=9).Da.Pnf) donnée ci-
dessus n’est rien d’autre que la complexifiée de la décomposition d’Iwasawa de g¢:

g?=tPa*PmiNg?).

Remarque 3. Dans le cas ou tous les opérateurs différentiels invariants sur G/H
proviennent du centre 3(g.)=U(g.)*¢ de I’algébre enveloppante, c’est-a-dire dans le cas
ou (U(gc)) =n(U(gc)%), le résultat de la proposition 3.1 reste valable si on remplace
H, par H(H,CHCG,). En effet, dans ce cas, on a

U(gc)e=U(g.)° CU(g)" CU(8e)To=U(gc)%
donc n(U(gc)%) est équal a n(U(g.)¥) qui d’autre part est égal a D(G/H).
Proposition 3.2. Si g est muni d’une structure complexe et si §) est une forme réelle

de g alors tous les opérateurs différentiels invariants sur G/H proviennent du centre de
l’algebre enveloppante U(g.).

Cette propriété n’est pas vérifiée pour tout espace symétrique, méme dans le cas
riemannien ([12]).

Démonstration. Soit J la structure complexe de g. On a alors g=yPJjh. Si D

appartient a U(g.)% on peut trouver un élément D, de U(g.) tel que
D—D,€U(g:)**NU(8:) ,
D= 3 C(JX)¥ - (JXp)*» ou ( X, -+, X, est une base de §j. sur C,
A { c.eC.
Or D, est centralisé par tout X%, Il est aussi centralisé par JX pour X&Y, car
[X, JXI=J[X X et [—]X JX:I=[X, Xi].

On en déduit que D, appartient a U(g.)%, d’ou le résultat car n(D)=7(D,). C.Q.F.D.

§4. Opérateurs différentiels invariants sur X

On reprend les notations de §3 mais on suppose dorénavant que H=G,. Soit ¢
I’application de G dans lui-méme définie par ¢(g)=go(g)™' qui permet d’identifier G/H
avec X=¢(G). On désigne maintenant par D(X) I'algébre des opérateurs différentiels
invariants sur X et on note S(q.)¥ le sous-algébre des éléments de S(q.) (algebre
symétrique de q.) invariants par Ad (H).

Proposition 4.1. Soit & [’application de S(ac)? dans D(X) définie par S(P)=P o
pour feC(X) et x=ga(g)'eX. On pose:
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PA=3 a“{at—gl%ﬁ go(g exp t‘X—""—z_ii—Xﬁ)}

t=0 :
Si X, -, X, est une base de q sur R et P=3Ya, X{--- X3n avec a=(ay, -, a,)EN",

a,€C et |a|= i‘,laj. L’application J est un isomorphisme C-linéaire de S(q.)7 sur D(X).
o

C’est un résultat classique ([11] p. 395) qu’on a reécrit en utilisant 1’identification
par ¢ de G/H avec X. Rappelons que la définition de 6(P) ne dépend pas du choix
de la base {Xi, -, X} de q. On veut étudier 'action de D(X) sur les fonctions in-
variantes par H. Soit a un sous-espace de Cartan de (g, §) et A=Z x(a) le sous-espace
de Cartan de X associé. La proposition 1.2 de §1 permet, en utilisant la proposition
2.2 de [12], d’affirmer l’existence d’une partie radiale pour les opérateurs différentiels
invariants sur X, c’est-a-dire.

Proposition 4.2. Si D appartient a D(X), il existe un opérateur différentiel (noté
Rp) sur A’, invariant par Wa=Ngx(A)/Z z(A), tel que pour toute fonction feC=(X’),
invariante par H on ait

(DfYa)=[Rpflala) pour acA’.

L’opérateur différentiel Rp s’appelle la partie radiale de D. Nous allons dans les para-
graphes suivants déterminer ces parties radiales pour certains espaces symétriques.

§5. Détermination des parties radiales dans le eas d’un groupe complexe

Dans ce paragraphe nous allons rappeler les résultats de Harish-Chandra [8] pour
un groupe complexe semi-simple (voir aussi [3]). On suppose donc que l’algébre de
Lie g du groupe G est munie d’une structure complexe. Si j est une sous-algébre de
g, la décomposition de Cartan de G s’écrit

G'=\UgJ'gt ou J=Zsj=expj.

geC

Iei G’ désigne I'ensemble des éléments réguliers de G définis de maniére analogue a
celle du §1 en utilisant le polynéme

dimgg
det (1+1) Id—AdG(g))-——-k_dZ‘, idk(g)tk pour g=G .

Soit X' le systéme de racines de la paire (g, {), 2* un ensemble de racines positives, o
la demi-somme des racines positives. Posons pour He{

A(exp H)=e?D ] (1—e o),
aelt
Si on appelle [ la dimension sur C de i on obtient pour Hej
di(exp H)=(—1)"(4(exp H))

ou n désigne le nombre d’éléments de X*. On en déduit qu’au signe prés 4 est défini
sur J. Désignons par I(}) la sous-algébre des éléments de I'algébre symétrique S(j)
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invariants par W(i))=Ns(j)/Zs(j). On désigne par D.(G) I’algébre des opérateurs differ-
entiels complexes bi-invariants sur G. Elle est isomorphe au centre 3(g) de l'algébre
enveloppante universelle U(g) de 'algébre de Lie complexe g.

Théoréme 5.1. Si D appartient a D(G), il existe un polynéme P appartenant a I(j)
tel que pour toute fonction holomorphe sur G et centrale on ait

[Df](a)ZZ%LZ)[P(G){Aflw}](a) our ac |

De plus Uapplication 1. de 3(g) dans I({) qui a D associe P est un isomorphisme d’algébre.

On construit 7. de la facon suivante. Soit 3(j) le systéme de racines de la paire

(g, 1), (Z*(}) un ensemble de racines positives). Posons
= 3 (;a.
za€Z+ (i)
Si D appartient a U(g)°=3(g) on démontre qu’il existe un unique élément D} apparte-
nant a U(j) tel que D— D} appartient a U(g)n*+n"U(g). On identifie U(j) avec l'algébre
des fonctions polynémes sur j et on pose pour DeU(g)?
. 1
r(D)J(D=DiA—p)=D4(2)  ou o=5 I a.
aeZt(p

On peut alors montrer que 7. est un isomorphisme (appelé isomorphisme de Harish-
Chandra) de 3(g) sur I(j). Pour démontrer le théoréme on détermine a l’aide de 7.
I'action de D sur les caractéres des représentations holomorphes de dimension finie de
G et on obtient:

Lemme 5.2. Soit (x, V) une représentation holomorphe irreductible de dimension
finile de G sur V de poids dominant A et soit X son caractére. Si D appartient a 3(g)
on a pour a< ]’

A(a)[DXI(a)=P@){dX],}(a)  ou P=y«D).

Ce lemme se démontre en utilisant le fait que n(D) est un opérateur scalaire sur
V et en étudiant l’action de =(D) sur un vecteur de poids A pour vérifier que ce
scalaire est égal a [7«(D))(A+p), Puis on utilise la formule des caractéres de H.
Weyl pour calculer 'action d’un élément de I(j) sur 4X|,.. Pour finir la démonstration
du théoéme on utilise le lemme ci-dessous qui se démontre a 'aide de la formule des
caracteres de Weyl (p. 255, p. 261 [16]).

Lemma 5.3. Soit L(J') ’ensemble des restrictions a J' des caractéres des repré-
sentations holomorphes de dimension finie de G. Alors, au voisinage de chaque point de
J', il existe n (=rang @) fonctions de class C* de L(J') qui forment un systéme de coor-
données locales.

Remarque. Soit § une forme réelle de g qui s’écrit alors g=HPDJH ou J est la
structure complexe de g. Si a est un sous-espace de Cartan de (g, §), i=aPJja est une
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sous-algeébre de Cartan de g. On a défini au §3 un isomorphisme 7° de D(G/H) par
I(a;) et ici un isomorphisme 7. de D.(G) sur I(j). Or il est clair que les algébras I(a.)
et I(j) sont isomorphes car le systéme de racines de la paire (complexe) (g, j) est
identique au systéme de racines de la paire (g, a;). On en déduit que pour tout opéra-
teur différentiel DeD(G/H), il existe un unique élément D.€D.(G)=23(g) tel qu'on
puisse écrire
TH(D):rc(Dc)
aprés avoir identifié I(a.) et I(j).

§6. Un exemple d’espaes en c-dualité

Soit g une algebre de Lie semi-simple, g, sa complexifiée, G, un groupe de Lie
connexe d’algébre de Lie g. et G le sous-groupe analytique d’algébre de Lie g. On
suppose de plus que la conjugaison complexe ¢, de g. relativement & g se remonte en
une involution ¢, sur G, et que G est '’ensemble des points fixes de o,.

Soit ¢, I'involution définie sur G XG (resp. ¢Pg) par a.(x, ¥)=(y, x) (resp. ¢.(X,Y)
=(1", X)). On appelle diag le sous-groupe (resp. la sous-algébre) des points fixes de
g,. On dit que l'espace symétrique (G XG, diag, ¢,) est un espace symétrique de genre
[. On peut réaliser cet espace symétrique comme sous-variété de G: l'application ¢,
de GXG/G qui a (x, y) associé xy~! induit un G-difféomorphisme de G xG/diag sur
GcG,. On pose X,=G et G opére sur cet espace symétrique par conjugaison.

Soit ¢, l'involution définie sur G, (resp. g.) ci-dessus. On dit que ’espace symetri-
que (G¢, G, ¢,) est un space symétrique de genre II. On peut réaliser cet espace
symétrique comme sous-vairété fermée de G.: 'application ¢, de G,—G. qui a x associe
x0x(x)"" induit un G-difféomorphisme de G./G sur son image qu’on note X,. Du plus
G. opere sur cet espace symétrique par x—gxo,(g)™' (g€Go).

Les espaces symétriques X, et X, sont en c-dualite. Soit ¢ l'application de g. sur
aPg qui a X+v—1Y(X, Yeg) associe (X, X)+J(,Y) ou J(X, Y)=(-Y, X). Clest
un isomorphisme d’espace vectoriel, commutant a I’action adjointe de G et tel que
g.-¢=¢-0,. Remarquons que J induit une structure complexe sur I’espace vectoriel
3.

Les espaces symétriques G=G XG/G (genre 1) et G./G (genre 1I) sont en c-dualité
(Définition 5.1 [25]). Nous traiterons les deux genres simultanément pour mettre en
évidence les analogies qui existent entre eux. Les résultats que nous énoncerons sont
connus pour le genre I. Dans ce ces I’espace symétrique X,=G est associé au triplet
(gPg, g, 0,). Pour le genre II, on réalisera ’espace symétrique G./G en posant X,=
{go.(g)': g=G,.}. 1l est associé au triplet (g., g, g:). Lorsqu’il ne sera pas nécessaire
de préciser s’il s’agit du genre I ou du genre Il nous omettrons l'indice 1 ou 2.

§7. Détermination des parties radiales

On utilise les notations de §6. Rappelons que si a est un sous-espace de Cartan
de q, alors a, est une sous-algébre de Cartan de g. et on vérifie aisément que
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X'=G.NnX et A=expa,NX (cf. §1 pour les notations).

On note toujours 4 la restriction a A de la fonction 4 définie a §5 sur le sous-groupe
de Cartan expa. (noté J a §5).

Théoréme 7.1. Soit D un opérateur différentiel invariant sur X, Rp sa partie radiale
sur A’ et f ume fonction de classe C* sur X invariante par G. Alors pour a= A’ on a

1
RuflA'(a):Ta)[T“(D)][AflAr](ll)
ou (D) est I’élément de I(a.) défini a §3 (on fait I’identi fication indiquée & la fin de §5).

Démonstration. On vérifie tout d’abord le théoréme pour le genre 1I, X=G./G, et
dans le cas ot f est la restriction & X d’une fonction holomorphe et centrale sur G..
En effet dans ce cas pour P=S(q.)% on a

N 3 0 t1X1+ +tan
-n—p(2 ... Z\r. At T Tinda
(PrXgo(@y)=P(5 . 5o)f - g(gexp? =T )|
ou {Xi, -~-, X,} est une base de q sur R. Or pour X&q on a, puisque f est centrale,
et a(X)=—X

fe so(g exp §)=f(g exp Xa(g)™)

=f(o(g) 'gexp X)
=f(g'xgexpX) oux=go(@)'eX.

Comme ici S(q.)%=S(g.)%, on considére I'opérateur différentiel complexe D.=U(q.)% qui
correspond au polynéme P. Puisque c’est un opérateur différentiel bi-invariant et que
f est centrale on obtient

(Pr)x)=(DefXg  x8)=(Def ).

On déduit donc du théoréme 5.1 que pour a€ A’
1
[RDfIAf](a)—m{Tc(Dc)[AflA':I}(a)-

D’aprés D’identification 74(D)=7.(D.) indiquée a §5, il suffit d’appliquer le théoréme 5.1
pour obtenir le résultat. On a donc déterminé 'opérateur différentiel Rp sur les re-
strictions 2 A’ des fonctions holomorphes et centrales sur G. Le lemme 5.3 permet de
conclure que ceci suffit & déterminer Rp.

Pour le genre I ot X=G le résultat du théoréme 7.1 est connu ([12]). Si G est
contenu dans G, on peut en faire une démonstration analogue a la démonstration ci-
dessus (cf. [3]). C.Q.F.D.

Proposition 7.2. Soit f une fonction analytique sur A’ qui soit fonction propre des
éléments de I(a.). Il existe alors une forme linéaire A sur a a valeurs complexes telle
que pour Pel(a.) on ait

P@)f=P(Df
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Soit Ay=a,exp a une composante connexe de A et O une composante connexe de Aj 1l
existe une famille de fonctions polyndomes {Py}wew, sur a telle que:
1) les polynomes P, sont W.(wA)-harmoniques on
WD={weW.: wd=A1},

2) flacexp X)= 3 Pu(X)e*t%>  pour a,exp X€O.

weW,

Démonstration. C’est un résultat classique ([33] p. 60). Remarquons que si /A est
W .-régulier, c’est-a-dire si wAd=A4 pour weW,\{I}, les polyndémes P, sont des con-
stantes. On peut construire les P, de la fagon suivante: On fixe un élément H, de
a,. Soit p le nombre d’éléments de W,.. Pour chaque valeur du paramétre ¢, définis-
sons le polynéme D,(t) de I(a.) par

D)= 11 (t—wH,).

weW

Il existe p polynomes Q; appartenant a I(a.) tels que

Di(®)=t"+1"71Q1+ - +1Qp1+Qp .
Soit H,, H,, -+, H, des éléments de {wH,: weW, .} qui forment une base de a.. On a
[D(H)1f=0 pour feC=(A) et k=1, -, n.
Si f est fonction propre des éléments de I(a.), il existe A=a¥ tel que
Q0 f=QAAf .
La fonction f satisfait donc aux équations différentielles suivantes
CHP+QUDHE 4+ +Qp(D]f=0  pour k=L, -, n.

Si on choisit B;€af tel que B,(H;)=d;; (7, j=1, 2, ---, n), l'équation caractéristique de
chacune de ces équations est

0=rP+ QAP '+ - +Qp(M)= TI (r—wi)

wew,

ol on a posé A=24,8:+ -+ +2,B. et ol wa, est la premiére coordonnée de wA dans la
base {Bi, -, Ba}. Posons m(A)=|{weW,.: wA=A4}|. Les polynémes cherchés sont
de la forme

Pu(X)= T {CHCEBUX+ -+ +ChonfP (X))

ol les C% (1<k<n, 1<j<m(A)) sont des constantes. C.Q.F.D.

§8. TUn espace fibré associé aux sous-groupes de Borel

Soit g une algébre de Lie semi-simple réelle et g. sa complexifiée. Soit G, un
groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g, et G le sous-groupe analytique d’algébre de
Lie g. Soit H, le sous-groupe fermé de G. défini par H,=(G.),. Si on considére la
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restriction de ¢ a G, on a H=G,=(G.);N\G. On note aussi ¢ l'automorphisme de g,
qui est la différentielle de ¢. Soit g.=%.+q. la décomposition en sous-espace propres
de o¢. On pose h=h.Ng, q=q.Mg. L’application ¢ de G. dans G. qui a x associe
x0(x)™! induit un G.-difféomorphisme de G./H. sur son image qu’on note X, Si on
pose X=GNX,, la restriction de ¢ & G induit un G-difféomorphisme de G/H sur X.
Soit i, une sous-algébre de Cartan de g.. On a alors g.=j.-+nf+n; ou njzgo 8c(je; @)

et n;= 2>ogc(ic; —a). On pose b=j.+nf. Soit B le sous-groupe analytique de G, corre-

spondant a 5. Tout sous-groupe de G. conjugué de B est appelé sous-groupe de Borel
de G.. Tout élément de G, appartient a un sous-groupe de Borel. L’espace homogéne
G./B est une variété complexe compacte. On note e l'identité de G.

Hypothése A. Il existe un sous-groupe de Borel B de G. g-invariant vérifiant la
condition suivante,

(A) X.= U h(BNX)h!

heHt,

Voici des examples pour lesquels I’hypothése (A) est satisfaite.

Exemple. (i) Soit G, un groupe de Lie connexe semi-simple. Soit ¢ l’involution
définie sur G.=G,XG} par o(g, h)=(h, g) (g, heG,). On a alors H.={(g, g): g=G¢}
et X.={(g, g): g€G!}. L’application ¢ de G./H. sur X. qui a (g, h)H. associe
(gh™', hg™?) induit un G.-difféomorphisme. Soit B’ un sous-groupe de Borel de Gq.
Alors B=DB’XB’ est un sous-groupe de Borel ¢-invariant de G, On a bien X.=
gé{)}é(g, gXBNX.)g, 8

(i) Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe. Soit §.=C®g={X++—1Y:
X, Yeg). Soit ¢ la conjugaison de g, correspondante. Soit G, un groupe de Lie con-
nexe d’algébre de Lie g.. On reléve ¢ sur G. en un automorphisme involutif. Alors
X.={go(g)': g=G,} est un G.-espace connexe. L’application ¢ de G./H. sur X. qui
a gH, associe ga(g)™! induit un G. difféomorphisme. Soit B un sous-groupe de Borel
de G.. On pose By,=BNH. Soit b, une sous-algébre de Borel de g correspondant a
B,. On a bien X.= U W(BNX)h! car v—1g= \J h(~V—1b)h7"

neH, neH,

1 n

(iii) Soit g.=38{(n+1, C) et ¢ l'automorphisme involutif de g. défini par
10/ X, X, X,
X= ) — O‘(X) =

_X2>
T\ x| ox, X )

Si on prend l'automorphisme involutif de G, correspondant, on a alors

a
H'c:{hz(—
0

— X3

0
-—b—): det h=1,a=GL(1,C), beGL(n, C)},
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¢ | a az - an
X.= { g= by | e 0 tci—ajb=1(=1,2,",n) }
0 det g=1, a(g)=g""
b, | 0 ¢
Ploo .
bn Cn
. b 1 L
Si n=1, B:go{( )}ga‘ ol g,= ? vérifie I'hypothése (A). Mais si n#1, il
0 at ; _

n’existe pas de sous-groupe de Borel de G. vérifiant I'hypothése (A).

Définition 8.1. Soit G./H, un espace symétrique complexe vérifiant I'hypothese
(A), et B un sous-groupe de Borel tel que (A) est vérifiée. On définit le sous-espace
E de X.xXH./By par

E={(x, gBx)EX . XH./By: g'xgEBNX:} (Bp=BNH,).

Soit pr, (resp. pr;) la projection de E sur le premier (resp. sur le deuxieme) facteur.
(E, pry, H./By, By) est ainsi un espace fibré analytique complexe. La fibre au dessus
de gBjy est égale a g(BNX.g '. Laction Ay(hcH,) de H, sur E (resp. X.) est
définie par Ax(x, gBp)=(hxh™!, hgBy) resp. Ap(x)=hxh ' (x€X.)). On a alors pr,
(An(y)=A-pri(y) (heH,, y=E) et pr, est une application propre car H,/By est com-
pact. Puisque E et X. ont la méme dimension, pr; est un reconvrement fini excepté
sur I'ensemble des éléments singuliers de X, (cf. Définition 1.1)

On plonge BNX,. dans E par l'application BN\X,.2b—(b, eBy) dont I'image est la
fibre au dessus de eBy. Ainsi la projection pr; est I'identité sur BNX,, et BNX.,
rencontre chaque H.-orbite aussi bien dans E que dans X,.. Il existe une m-forme w.,
H-invariante holomorphe sur X. (m=dim E=dim X.). En effect choisissons des m-
vecteurs sur l'espace tangent T.(BNX.) en e a BNX. et leurs transformés par I’action
de H.. Par cette méthode on obtient w, sur X,. Pour définir une m-forme 7., H.-
invariant et holomorphe sur E, on fixe sa valeur en (¢, eBy). Ensuite on ’étend a2 la
fibre pour la définir sur BNX. et on I'étend finalement a E par l’action de H,. On
explicite la m-forme %, sur E de la fagon suivante.

Soit ¢ la projection de §, sur H./(hNb.) et pr I'application canonique de H, sur
H./By. Soit V un voisinage ouvert de 0 dans §. tel que ’application exp: V—H, soit
un difféomorphisme. On pose U=expV et O=pr(U). Il existe une section locale
s: O—H, telle que pr(s(gBy))=gBu(gBy<0). On en déduit une section s de §./bN\Y.
dans Y, vérifiant

s(pr (exp X))=exp (:(¢(X)) (X&V).

A un élément X* de §)./6NY., on associe I'opérateur différentiel
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, d

Xisgf=73|,_J(@exptX)By).
t=0

Par cette correspondance, on identifie §./6Nh. et T ,p5,(H./By). A un élément Y* de

8./hc, on associe I'opérateur différentiel

Y’,‘:f:% t=0f(a exptY o(exptY) la(a)™) (x=aoc(a)'eX,).

Ce qui permet d’identifier g./h. et T.(X). L’espace tangent Tz, g8 XX H,/Bpy) est
ainsi identifié a g./5.@Dh./6N ..

On définit une section locale au voisinage du point (b, eBy) de (X.N\B)XH./By
dans FE par

(XcNB)xO0 — E
W u
(b, gBr) — («(g)b:(8)™", gBu).

A un élément X* de Y§./bNY. on associe un vecteour de I'espace tangent T . en(E)
par

O, X)%.enppf = JG(exptX)bs(exptX)™, (exptX)By)

d
ail.

= %‘hof(a exp tAd(a~")s(X)exp (—t Ad (g(a) ))s(X)o(a)™?, (exptX)By)

(b=aa(a)™)
=((Ad(a™)—Ad (g(a)"N(X), X)s.e>f -

Soit Yy, -+, Y, une base de bNq. ({=dim,bNq.). Soit X¥*, ---, X% _, des éléments de
he/bMYe tels que [(Ad (e )—Ad (e(a) )s«(X;)]%1....m_i forment une base de q./bNqc.
On pose W,=(Y,, 0) (j=1, -+, 1) et W;,,=(0, X,;)(j=1, ---, m—I). On considére la
base duale 79:: 9:(W;)=0; (7, /=1, ---, m). On définit la m-forme % sur {(b, eBy):
beBNX.} par 9(b, eBu)=()1 A9 A -+ ANm) (b, eBy). La forme % ne dépend pas de la
section locale choisie, car si on choisit une autre section locale s/, on a alors s(X*)—
S/(X*)eb pour tout X*¥h,/bNh. Oh étend 5 4 E en utilisant l'action de H., ce qui
est possible sous I'hypothése (A). La forme 7 est bien déterminée. En effet si b'=
bbb7' (b=BNX., byeBy), nous avons 04, (7,)=17, puisque det (Ad (b,)|.)=1, car G,
et H, sont des groupes unimodulaires.

Nous allons fixer une base de q. et normaliser exactement 7. et w.. Soit j. une
sous-algebre de Cartan de g., 2(j.) ’ensemble des racines de (g, j.). On suppose que
ic et lordre sur X(j.) sont tels que 5=ic+§09c(ic; a) et que a;=j.MN\q, Soit un sous-

espace de Cartan de q.. Soit Y, -+, Y, une base de a, (k=dim.a.). Soit X, ---, X,
une base de h.Nn, vérifiant les conditions de la proposition 2.4 [25], telle que X, X,
-+, X, soit une base de §.Nn.Nb. A partir des éléments (Y, 0), -+, (Y, 0), (7(X1), 0),
<o, (7(Xp), 0) de bNq. et des éléments (0, Xp.1)~, -, (0, X,)~, on construit une forme
n. comme ci-dessus. Et a partir des éléments YV, -+, Vi, 7(X)), -+, 7(Xn) de q., on
définit la forme w.. Les formes w. et 7. étant normalisées comme il a été dit plus
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haut on a le lemme suivant.

Lemma 8.1. Pour un élément (x, hB) de E (x=hbh™*, b XNB, h&€H,), on a
o(pryw.=det{Ad (a™)—Ad (a(a) ™)} | nnerisennennye  (b=aa(a)™)

Démonstration. Pour X€hNu., on a

d(pri)e,es(0, X)™={Ad (a™)—Ad (a(a) H}¥(X))s .

Pour Y&bNq., on a alors
d(pri)e,es(Y, 0)=Y5.

D’aprés la normalisation des formes, I'assertion du lemme s’en déduit. C.Q.F.D.

§9. Intégrabilité locale de 1/4

Dans cette section on se restreint a un espace symétrique GXG/G qui satisfait
a I'hypothése (A); on adopte les notations des sections §2 et §3. On considére le dia-
gramme suivant
C E

X
prll lprl
X Cc X,

ot X=prii(X). X n'est pas une variété en général. Mais c’est un sous-ensemble
réel analytique de E. Ensuite pr, est un recouvrement fini de X’. X'=pr7'(X’) est
alors une variété. Nous rappelons que A4(x)=4dx(x)=|D,(x)|"*. On a le théoréme
suivant:

Théoréme 9.1. Le fonction 1/4(x) est localement intégrale sur X.

Démonstration. Soit O un voisinage ouvert relativement compact du point e dans

X. Nous allons démontrer S <+ oU w est une m-forme différentielle G-invari-

A(x)

ante sur X telle que w=w.|y. X’ a un nombre fini de composantes connexes. Il

suffit de démontrer que
SUA(X)<+°O ol U=0NX".

Soit U une composante connexe de pri'(U), d’aprés le lemme 8.1 la définition de 4,

(§5), on a

S o _ 1 S d(pry)w
vd(x)” kly 4d(x)

S A(x)y
A(x)

»IH »|

57)<+oo
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ol # est un nombre positif car I est un ensemble analytique.

Puisque I’adhérence de tout G-orbite contient un élément semi-simple (Proposition
2 [19]), il est suffisant de démontrer I'intégrabilité locale au voisinage de chaque élé-
ment semi-simple. On fixe un élément semi-simple x de X. On pose L.=Zg/(x),
L=L.NG et M=L.NX. Alors il existe un voisinage ouvert connexe L-invariant V
de e dans M tel que 'application (g, y)—gxyg™' de GXV sur un voisinage ouvert G-
invariant de x dans X définisse un espace fibré analytique de fibre L. Soit (=2 (x).
On définit

ve(y)=det (Id—Ad (y " Nlgr) (EM).

On pose ‘M={zeM:v,(z)#0}. On peut prendre V tel que ‘M contienne I’adhérence
de xV. On a

= |ve(xy)| 7" (yeV).

1
dx(xy) Au(y)
On pose C={yeU:zy=yz (Vz€lU)} et V,;={x€V : x€exp [l [.]}. Par I’application
(¢, ¥)—cy, CXV, et V sont difféomorphes. Ensuite 4y(cy)=4du(y) (c€C, yEV,).
D’aprés la résultat ci-dessus, 1/(dx(y)) est intégrable sur V. Par conséquent, 1/(4x(x))

est localement intégrable au voisinage de x. C.Q.F.D.

Remarque. La méthode précédente est une généralisation de celle que Atiyah a
utilisée pour démontrer l'intégrabilité locale des distributions propres invariantes sur
un groupe de Lie semi-simple [1]. Dans la section suivante, on étudie les DSI a sup-
port singulier.

§10. DSI a support singulier

On utilise toujours les notations du §1. Pour un élément xX, on a d’aprés [19],
X=X3Xy (x5, x.€X)

ou x; (resp. x,) est un élément semi-simple (resp. unipotent) dans G. On va étudier
I’action de H au voisinage de x. On note X,=log x,(=q) I’élément nilpotent de g cor-
respondant a x,. D’aprés le lemme de Jacobson-Morozov, il existe des éléments H,
de h et Y, de q tels que [Hy, Xo1=2X,, [Hy, Yol=—2Y, et [X,, Y ]=H, c’est-a-
dire que {X,, Y,, Hy} engendre une sous-algébre g, de g isomorphe a 3[(2, R). On peut
prendre Y, dans 3, car 3 est réductif. On note 3=Z(x,) le centralisateur dans g de x,.
Soit C le centre de 3 et {=[3, 3]. On pose 3=3NY, 3,=3Nq, L=IND, L,=INq, ¢x=cNh
et c,=¢Nq. (I, Iy est alors une algébre de Lie symétrique. Soit X, un élément semi-
simple de q tel que x,=exp X,.

Soit a un sous-espace de Cartan de q contenant X, et ¢, Pour a=2*(a), on choisit
une base Xa.1, -, Xa.m, de 8.(a; @) (m,=dim g.(a; a)) telle que B(Xa,, 0(Xa.0)=—0p.q
(p, g=1, -, ma). Soit {H,, ---, H,} une C-base de (an), telle que B(H,, H))=0,, €t
{Cy, -+, Cn} une C-base de ¢, telle que B(C,, C)=05.,. On identifie ¢ avec son dual
par la forme de Killing. On définit le polyndme de Casimir w de g par
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L S (X — (X )P

p=1 g=1 2 acSHcay =1

Soit w, (resp. ®.) la restriction de w a |, (resp. ¢,), on a alors

] 1 ma . R
(Ul:Zsz)"'? E E(Xar'_o‘(}‘a.r))':
p=1 aeXf 71
o= 3 ci
g=1

ol YHa)={asX*(a); a(X;)=0}. On pose Xt(a)=Z*(a)\2{(a). On note

Vie 3 S C(Xa., +0(Xar),

a3t =1

Vi=Vinh, V.=Ving.

Alors les décompositions h=3,+Vy et q=3,+V, sont des sommes directes.

D’apres le lemme 1 [32], il existe un involution de Cartan # de | commutant avec
o telle que 0:(H,, X,, Yo—(—H, —Y, —X,). On définit une structure euclidienne
sur [ par la forme bilinéaire définie positive —B(X, 6§ X) (X<!). On note U=(l)y, le
centralisateur de Y, dans [, On choisit une base orthogonale u,, ---, u, de U telle
que u, =Y /||Y,] et [H,, uj]=—Au; (1<7<n=dimU). Alors A,=2. Soit (x,, -+, Xz)
(=x=R™) les coordonnés d’un élément de U dans cette base. Et soit e;, -, ¢, une
base de Vy et (¢y, -+, t;) (=t RP) les coordonnés d’un élement de Vy dans cette base.
Ensuite soit fi, -+, f, une base de [I,, Y] et (sy, -+, sg) (=s€RY) les coordonnés d’un
élément de [1,, Y,]. Finalement soit vy, ---, v, une base de ¢, et (y,, =+, yn) (=yER™)
les coordonnés d’un élément de c,.

On définit I'application @(s, x) de R?XR™ dans |, par

D(s, x)=Ad (es1/1 ... esqfq)(Xo+ 21: xjuj>.
£

(s, x) satisfait @(0)=X, et dP est non-singuliére on 0. Ensuite on définit I’applica-
tion ¥ de R?XRIXR"XR™ dans X par

m
T, s, x, y)=e'1e1 ... g*perox, exp(j@l YU+
Ad (es‘fl esqfq)(X + é XU .))e"pep ... e hiey
Y F= %

m
=ehif1... elrrx s exp | X yv;+D(s, x))etntp .. gmhr0r
ViV

On a alors F(0)=x et ¥ induit un difféomorphisme entre un voisinage ouvert de
l'origine dans R?*7*"*™ et celui de x dans X. Soient E,, F,, U, et V, des voisinages
ouverts de 0 dans R?, R?, R" et R™ tels que leoXFoXUOXVo soit un difféomorphisme.
On pose ['y=E,XFoX Uy XV, et ,=U(",).

Soit da une mesure euclidienne sur I’y et dx une mesure G-invariante sur X.
Puisque le rang de d¥ est égal a dimgq, on a d’aprés le théoréme 1 [10]:
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Lemma 10.1. Pour une fonction B CX(I",), il existe une unique fonction f<CP(2,)
tel que

SroG(?If(a))ﬁ(a)da:SXG(x)f,g(x)dx

pour tout GEC3(2,). L’application de C(I"y) dans C(R,) définie par f—fp est continue
et surjective et supp fC¥(supp B).

Proposition 10.2. Supposons E, et F, connexes. Si T wune distribution localement
H-invariant sur £, il existe une distribution o sur UyXV, telle que

T(fg)=0r(ap) (BecCx'y)
ou ag est la fonction de C3(U,XV,) définie par

ap(x, y>=SF0xEoﬂ(t, s, x, y) dtds

Démonstration. Soit tr la distribution sur I, définie par =+(B)=T(fp) (B Cz(I,)).
On fixe une fonction a=C® (U, XV,). Pour yeC(E,XF,), il existe un nombre com-

plexe c¢(a) tel que rT(rXa):c(a)gE . 7(x) dx car la distribution y—7p(yXa) est con-
0

0%

stante. On prend une fonction 7,&C%? (E,XF,) telle que SE - ro(x)dx=1. La distri-
[

0X
bution gp(a)=7r(7oXa) (@€ C2(UyXV,)) qui ne dépend pas du choix de 7, possiéde les
propriétes de la proposition (cf. le théoréme 2 [10]). C.Q.F.D.

Un élément nilpotent X,XI, est dit I,-distingué s’il satisfait ({;)-,M\(lg)y,=0 (cf. [28]
p. 103, [32]). On note 4(w,) la partie radiale de w;, en X, concernant (FyX U, {0} X Uy)
(cf. Définition §2 [32]). La proposition suivante que van Dijk et Sekiguchi ont donnée
est la généralisation d’un résultat de Atiyah pour une algeébre de Lie semi-simple (cf.
[1], p. 104 [28], [32]).

Propositiou 10.3. Soit T une distribution sphérique invariante sur £, de caractére
infinitésimal X. Alors la distribution or induite par T sur U, XV, qui est donnée par la
proposition 10.2 satisfait a [’équation différentielle

¢9) (A w)+w—Lx, y)—XNw)or=0

o U(x,y) est ume fonction analytique sur U, XV, induite par (5, 2, 3) [28]. Si X, est
un élément nilpotent distingué, d(w() est de la forme suivante

) P .2 0
@) ||A°“'/’(‘"‘)_2xf)_x%+dlm (Iq)aTj+]§2(lj+2)xfaxiaxj

S )+ a0
difx axian j=2 iAx an

1sisjsn

ot a;(x) et aix) sont des fonctions analytiques sur U, satisfaisant a.;(0)=0 (1=/<j<n).

On se restreint maintenant & un espace symétrique du type GXG/G. On uitlise
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les notations de §6.

Proposition 10.4. Soit T wune distribution sphérique invariante sur X de support
singulier, c’est-a-dire supp TC X —X'. Alors T est identiquement nulle sur tout I’espace X.

Démonstration. Par hypothése, o satisfait 1’équation différentielle (1) de la pro-
position 10.3 et supp 67C {0} XV, Si X, n’est pas [,-distingué, la partie homogéne de
degré 2 de d(w) en u=0 n’est pas nulle (cf. Lemme 4.6 [28]). D’aprés la proposition
2.2 [28], on a a7=0. Si X, est un élément nilpotent distingué, or satisfait I’équation
différentielle (2) de la proposition 10.3. Soit S est une distribution sur V,. On étend
S a UXV, en posant (S, ¢)=(S, &) ot H(»)=¢0, y) (¢=C(U,XV,)). D’apras le
théoréme 36 (cf. §3 [27]), on a orzg ca(0'*'5/0x%) (a=(a,, -+, @,)). Dans I’équation

différentielle (4d(w,)+wc)or=C+Xw))gr, ot X est le caractére infinitésimal de T, on
compare les ordres des deux membres:
J'et _ . n ol _
A(wl)ax—as—{dlm (Iq)—2(21+2)—j2=2(kj+2)(lj+l)}a)75
+termes de degré inférieur

ol a'=(ay+1, as, -+, @,). Considérons le coefficient de (9'*'/dx*)S. I, est somme
directe de n 81(2, R)-modules irréductibles de poids dominants k,=2, k,, -+, k, alors

dim quél (ks+1). Ce coefficient est donc égal & —24— 3 (k,+2)2;—n<0. Comme
p3

j=
le degré du membre de gauche est strictement supérieur au degré du membre de
droite, on a une contradiction. Par conséquent 7'=0. C.Q.F.D.

Théoréme 10.5. Soit © une distribution sphérique invariante sur X. La restriction
de ©® a X' est une fonction analytique. O est localement intégrable sur X.

Démonstration. Pour un élément x& X', soit a le centralisateur de x dans ¢ et A
le sous espace de Cartan de X correspondant a a. On pose G[A']J=\J gA’g™". Soit
geG

O la restriction a X’ de ©. D’aprés le théoréme 7.1, on a

WD)[461=rD)[46]1 (DeD(X)).

Soit Hj, ---, H, une base de a. Posons £= ZB‘, H:eS(a) et 0= X w(2)eI(a). Evidem-
Jj=1 weW .

ment, [] est un opérateur différentiel elliptique analytique. A(@) coincide, du sens
des distributions avec une fonction analytique sur G[A’] car (D—X(r“([j)"))[dé]
==0. Il existe alors une fonction analytique tel que F=6 sur X' D’aprés la proposi-
tion 7.2, F est de la forme f/4 ou f est une fonction localement bornée. Alors F est
une fonction localement intégrable car 1/4 est localement intégrable d’aprés le théo-
réeme 9.1.

Soit ay, -, a, un ensemble maximal de sous-espaces de Cartan non G-conjugués de
q. On pose A;=Zx(a;) 1=7=<n) et G[4;]= \EJGgA,«g‘l. Soit O un voisinage ouvert

4

G-invariant de ¢ dans X. Pour toute fonction f=C*(0), on a
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lgof(x)@(x)dx <> F(x)O(x)dx | <oo .

J

SO,’\G[A]]'

Ainsi © est localement intégrable au voisinage de e.

Il suffit de démontrer !’intégrabilite locale au voisinage de chaque élément semi-
simple, car 'adhérence de toute G-orbite contient un élément semi-simple. Soit x un
¢élément semi-simple de X. On pose L.=Zg/(x), L=L.NG et M=L.NX. On note
[e=Z,(x). Soit U un voisinage L-invariant connexe de e dans M tel que lapplication
(g, yy—gxyg ' de GXU sur un voisinage ouvert G[xU] de x dans X définisse un
espace fibré analytique de fibre L. Pour BeC(G X U), on pose

fe(xy)=\ Blg. y)dg (yel)
GcY

ou G¥={geG; gxyg '=xy}. On définit la distribution sphérique L-invariante @ sur
U par
O(f5)=1Q®P(B)  pour BECT(GXU)

On pose C={yeU: zy=yz pour tout z€U} et U,={x=U; x=sexp [, []}. CxU, et
U sont difféomorphes par 'application (¢, y)—cy. Par cette décomposition, on peut
réduire le probléme a un espace symétrique semi-simple. Alors d’aprés le résultat ci-
dessus, @ est localement intégrable au voisinage de e dans M. On pose

vo(y)=det (Id—Ad (y " Nler)  (YEM)

et '‘M={yeM;yv,(y)=0}. On prend U tel que 'M contienne "adhérence xU. On a
O(xy)=|v.(xy)|P(y). Dol O est localement intégrable au voisinage de x dans X.

Finalement O est de la forme @=F-+S ou S est distribution sphérique invariante

sur X a support singulier, ¢’est-a-dire supp SCX\X’. D’aprés la proposition 10.4, S=0.
C.Q.F.D.

§11. Description DSI

On utilise les notations de §6. Soit a un sous-espace de Cartan de q et A,=Z x(a).
Si a, est la sous-algebre de Cartan de g. qui contient a et (A,). le sous-groupe de Cartan
de G. correspondant a a,, alors (A,). est connexe et contient A,. Soit 3*(a) I’ensemble
des racines positives de (g., a.), Sk I'ensemble des racines réelles singuliéres positives
et S7 l’ensemble des racines imaginaires singuliéres positives. Posons S°=S%\S}.
Supposons qu’on puisse définir un homomorphisme &, de (A.). dans C*=C~\{0} par
&,(exp X)=ef® (Xea.). Si G. est simplement connexe, &, est toujours défini sur

(A, ([34] 8.1.1). On peut vérifier qu'alors la forme linéaire p,=1/2 3] a se remonte
aGS?

aussi en un homomorphisme &,, de (A.). dans C* (on utilise la remarque qui suit la
définition 4.1 [25]). On pose pour a< A,

’A"(a)=a€§(n)(1—5a(a)") , A(a)=¢,(a)d%(a),

Ar(a)= 11 (1—£(a)™),  er(a)=sgn (dx(a)),

n
aESy
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di(a)= TI (1—E€a(a)™),

a
aES)

ei(a)=sgn (V—=1)"""¢, (aydi(a))  (n(I)=*S}).

On pose F=R (resp. I) si X est du genre [ (resp. du genre II), et on utilisera les
notations Sy, 4y et (¢3. Pour une racine a€ 2(a), on choisit H,€at=+v—1(aNHN(aNp)
tel que B(H,, H)=a(H) pour tout H=a, on définit H, par H;=(2/|a|*)H,. Soit AyF)
={a€A,; 4p(a)x0} et Ws(A)=Ns(A)/Zs(A,). Définissons la fonction localement
constante ef(w; a) sur A; par (epd)wa)=¢e"(w; a) (e34°)a) (weWs(A,), ac A)).

Soit ay, -+, a, un ensemble maximal de sous-espaces de Cartan #-invariant non G-
conjugués de g, fixons un ordre pour les racines de (g., (a;).) et posons A;=Z x(a;) ou
on écrit j au lieu de aj.

Si @ est une distributions sphérique invariante sur X, alors la restriction de @ a
X'(notée @) est une fonction analytique. On lui associe la famille ces fonctions (x;)
j=1, -+, n définies par

@ £ a)=(efd)(a)B(a)  pour acAj.

Ces fonctions sont ef-symétriques, c’est-a-dire,
(2) kwa)=¢e"(w; a)ka) pour weW(A4,), acA4j.

Réciproquement, si on se donne une famille de fonctions analytiques sur A4} et &*-
symétriques, on peut leur associer une fonction O, G-invariante et analytique sur X’
par
3) B(gag H=[(etd)a)] 'sa), a4} gG.

Le théoréme ci-dessous décrit les fonctions «; pour lesquelles I’expression
@ ©, =] 6wredx  oi FeCz)

définit une distribution sphérique invariante sur X.

Théoréme 11.1. La fonction G-invariante O sur X' associée par (3) a la famille
(£;)j=1...n définit une distribution sphérique O sur X' par (4) si et seulement si les fonc-
tions vérifient les conditions suivantes:

(a-1) Il existe un homomorphisme % de D(X) dans C tel que:

Dr;=2,(D)x; pour Del(ay), ou 2;=Xy?)"

\

(a-2) Chaque k; peut étre prolongée analytiquement de A; a AYF)

(a-3) Pour tout j={l, -, n} et a= S}, posons a=a;. Soit b le sous-espace de Cartan de
q et B une racine imaginaire singuliére de 3(b) obtenue a I’aide de a a partir
d’une racine réelle singuliére a dans q (cf. Définition 1.4). Considérons sur les
racines de b un ordre pour lequel X*(b)=v-X*(a) contenant B. Définissons ky a
partir de O tel que

r(a)=(c34a)B(a)  (a€ A}
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Alors pour a,= AN Ay tel que ITI  (1—-§,(a3))=0, elle satisfait

reZ+cm\tal
H(efro)(@o)= Hi(ekro)a,)

ou chaque membre désigne la valeur limite en a, qui existe sous les conditions (2),
(a-1) et (a-2).

§12. Intégrable orbitale

Pour préparer la démonstration du théoréme 1.11, on commence cette section par
quelques lemmes. On continue a utiliser les notations de §86.

Soit a une sous-espace de Cartan de q et A,=Zy(a). Pour une fonction f de
C2(X), on définit I'intégrale orbitale K} sur A} par

(12.1) Kj@)=sia)conj (@)  f(gag™dg (a4

GlAg

ot A%=Zs(A,) et d.& est une mesure invariante sur G/Ag%.
Lemma 12.1. Pour toute fonction f de C3(X), on a
(12.2) br=7(D)K  (DES(q.)%)

ou 1° est I’isomorphisme de D(G/H) sur I(a.) défini dans la proposition 3.1 de §4 et la
proposition de §5.

Démonstration. F(x)=g f(gxg ')d.g est une fonction de classe C~ sur X4,
G a

14%

invariante par G. On applique le théoréme 7.1 pour obtenir le résultat. C.Q.F.D.
D’apres la formule d’intégration de Weyl de la proposition 2.1, on a:

Lemme 12.2. Fixons une mesure de Haar d.a sur A,. Alors il existe une constant
positive a, telle que pour toute fonction f&C(X,), on ait

(123) [, feodr=af 12@rda|  fleagag.

GIAG
On note j au lieu de a;. On a alors
(12.4) [, ax= e (ehtx@K @)
* Jj= A"i
Soit 6 la restriction de © a X’. Alors d’apras le théoréme 10.5, @ est une fonction

analytique localement intégrable. On pose /cj(a)z(e{wAf)é(a) (ae A)). Drapras la pro-
position 10.4, on obtient I’expression suivante de la distribution :
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6(f)=(, f)
={  f8ax

n
=2 ajg Ki(a)e,(a)d;a .
Jj=1 A}
D’aprés la proposition 4.1, on identifie S(q.)¢ et D(X). Soit D— D* ’anti-automor-
phisme de S(q.)® défini par X——X. Par définition, @ est une distribution sphérique
de caractére infinitésimal X si et seulement si

(DO, /)=(O, D*f)=xDXO, ) (DeS(q.)%.
Cette formule s’écrit aussi

(12.5) éa,-g Koy r,d,a=D) 3 a,S Kikd;a.
=y =y

Soit a un sous-espace de Cartan et a une racine réelle singuliére associée. Soit b
le sous-espace de Cartan défini a l'aide de a et la racine a (cf. Définition 4.3 [25]).
On étudie maintenant la relation de saut des fonction K} et K} I'intersection de A, et
A Soit v 'automorphisme de Cayley de g. tel que v(a.)=b.. D’aprés lemme 4.1 [25],
on prend un élément X, de g.(a; a) dans §_Pq, normalisé tel que a([X,, a(X,)])=2
et pose H;=[X,, 6X.] et Hi=v(H,;). De plus, on note B=a-v™!, A=A, et B=A,.
On note aussi 27 I’ensemble des éléments semi-reguliers de ANB=J,, c’est-a-dire
Yo={aeX,: &(a)*x1 pour tout r(xa)es*(a)}.

Lemme 12.3. Pour tout feC%(X), la fonction K$ peut-étre prolongée en une C>-
fonction qui est aussi de classe C* sur [’adhérence de toute composante connexe de AYI)
si X=G (resp. AY(R) si X=G./G). FEnsuit soit a un élément dans A® et D élément dans
S(a) tels que S,D=—D pour toute racine imaginaire (resp. réelle) singuliére pour qui
E.(a)=1. Alors DK% peut-étre prolongée en une fonction continue autour de a.

Il exist une fonction localement constante c.(a,) qui ne s’annule en aucun point de 3,
telle que pour tout DeS(a.) et a,=2

I) dans le cas ou X=G

(12.6) calao) DK f(ao)=(D*K%)(as exp (V=10 H)) | g=+o

—(D*Kf)a,exp (V=10 H§)|s-o
ou D'=y(D):
II) dans le cas ou X=G./G,

(12.7) cal@ao)D*Kf(ao)=(DKf)a,exp (tHy))| -+
—(DKf)aosexptHg)|i——o
Démonstration. On pose &x=Zx(a,), E¢=Zs(a,) et S¢,=Zga,). De plus 3=

Z(a,) et 3,=Z,(a,). Si un voisinage W de é=eZ; dans G/&; est suffisamment petit,
il existe alors une section locale ¢ de W dans G telle que ¢(2)=g (3=Wo).
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On définit un voisinage ouvert Uz, de a, dans &, satisfaisant les conditions (c-1),
(c-2), (c-3) et (c-4).
(c-1) Pour tout é€Cl(Uz,), det(Ad (E“—Id)lg,gﬂ;O
(c-2) L’application

(12.8) O; WoxUs, —> X
(&, &) — 9(8)Ep(5)™

est un difféomorphisme analytique sur un voisinage ouvert Uy de a, dans X.

(c-3) Soit L=[&¢, H¢] et Lc=[5¢, H¢,]. On pose Ly=L et Ly={go(g)'; g=L.}
dans le cas ot X=G et X=G./G respectivement. Ensnite X y={x&Xy; xy=yx pour
tout y=&Zy}. Soit V¥ un voisinage ouvert de ¢ dans Ly et U un voisinage ouvert
a, dans Xy. L'application de UFXV{ dans Uz, définie par (h, [)>hi=[h est un
difféomorphisme analytique.

A, B sont des sous-espaces de Cartan contenues dans & x. Tout élément de 5%
est conjugué a un élément de A’ ou B’ par un élément de L (cf. Lemme 4.2 [25]).
(c-4) 11 existe un voisinage ouvert 3} de 0 dans j, tel que 'application analytique
312 X—a,exp X soit un difféomorphisme analytique 35 sur Usz,. Soit We(Ayg; ag)=
{weWa(Ag); wao=a,} (h=a ou b). Si on pose Vy=AiNUz,, wVy"\Vy=@ pour tout
weEWe(Ay; ao) (h=a ou H).

Nous allons calculer K} explicitement. Si on pose [,={[X, Y]€3,: X3, Y S;3,}
et g,={X<3,: [X, Y]=0 pour tout Y =3,}, alors 3,=IPDo, Ensuite, on note [[=3NI,
et 0y=3)"o, Par l'application exponentielle, 13 et V¥ sont difféomorphes. De plus,
par l'application analytique X—a,exp X (X€a)), o et UF sont difféomorphes. Pour
reCe(We), seC3(U$) et heC¥(1Y), on définit un élément f, ;, de C¥(Uyx) par

(12.9) fros.n(@(@)aoexp Y)G(E) )=r(g)fs.n(asexpY)

Ny

ou
Y=X'+Xe3}, X' =0},
fsn(aoexpY)=s(a,exp X')h(X) _
XEIg, gEI/VG
De plus, lorsque r, s, h varient, les fonctions f,  , engendrent un sous-espace dense
de C2(Uy). Pour la fonction f, ; i(a) (a=a,expY A) ci-dessus, on a

K7, (@)=eHa) conj (4@ fron(gag™dE  (Ae=Zo(A)

G/

=ep(@conj (@), | [ .n(ggad g dag
sa= G

=c(r)ef(a) conj (4"(0))g ) fs.n(aoexp (Ad (§)Y))dE
G

g/

=c(r)et(a) conj (@), 33 s(h w)g 1A DXl

L/
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ou c(r):SG/EGr(g)dg, We(A; a; a)={weWg(A; ap): wa=a} et h*=(a,exp X)¥ =

w(a,exp X'). D’autre part, de la méme fagon,
KS, , (@=c(r)ek(a) conj (4'(a)) 3 s(/lw)g h(Ad () X)d!
ne wEW g(B;B;ap) L/By,

(a=a,expY EB)

On va utiliser le fait que le résultat est connu pour ’espace symétrique L y qui est de
rang 1. Pour cela, on introduit les notations suivantes: dans le cas ou L y=SL(2, R),
0H(X)=04(X)=sgn a(X) (X<a) et d%(X)=1 (X<b) dans le cas ou L y=SL(2,C)/SL2, R)
0H(X)=1 (X<q) et dH(X)=08}X)=sgn Re B(X) (X&b).
On définit I'intégrale orbitale sur 3% d’'une fonction heC2(1$) par
¢2(X)=5%(X)a(X)S ALh(Ad (Z)X)df (Xea')

Ly

et
</;$’L(X):5E~(X)‘8(X)SL/BLh(Ad OXxdl  (xev).

D’aprés la discussion ci-dessus, l'espace symétrique G XG/G se réduit a Iespace
symetrique SL(2, R)xSL(2, R)/SL(2, R). En utilisant la relation de sant des fonctions
dans le cas SL(2, C)/SL(2, R) (Théoréme 3.1 [23]) et le cas SL(2, R) (Théoréme 1.3.
15[33]), le lemme s’en déduit. C.Q.F.D.

Le fonction «, sur A; se déduit des propriétés des intégrales orbitales K.

Lemma 12.4. Soit 2 un composant connexe de A'(F). Pour tout a,=Cl(Q),
U'adhérence de 2, il existe un polynome p ,(wEW,) de a., tel que si X<a est suffisam-
ment petit et a,exp X8,

(12.10) k(a,exp X)= ZV Dw(X etwd X (Ad=a¥)
weEW

Sous le condition que pyw =po(W EW(A)), le polyndme p,, est.déterminé uniquement et
son degré ne dépasse pas 'ordre de W.(A).

Démonstration. D’aprés la proposition 7.2, la forme de &, est déterminée. D’aprés
la valeur au bord de K} sur A;, r, peut-étre prolongée en une fonction analytique sur
AN(F) car 6 est une distribution sphérique invariante (Théoréme 1.4.30 et 1.6.3 [33]).

C.Q.F.D.

Lemme 12.5. (i) Soit a une racine réelle singuliére de a
1) Dans ce cas ou X=G, pour tout D=S(a,)

[D/cn:lﬂ“:—[DS“/ca]f*:%[(D—DS“)/CL,]E‘“ sur 24,

DK}:DSaK}=%(0+DS“)I{; sur X,
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ol [k]2*=k**(a,)—£* (a,) et /c“(a.,):tlirr;/c(a0 exp tH}).

2) Dans le cas ou X=G./G, pour tout DeS(a,)
[DK)==[D**Kylet =3 [(D+D*IKf1  sur 5.

(ii) Soit a une racine imaginaire singuliére de a
1) Dans le cas ou X=G, pour tout DeS(a.)

[DK}‘];‘*:[DS“K;]E’f:%[(D+Ds“)1{}'];‘+ sur 3.
2) Dans le cas ou X=G./G, pour tout D<S(a,)

[DrJet=—[D5% = % [(D— D%, ]2+ sur XY,
DK}‘:DS“K}’:%(D-’-DS‘X)K}' Sur 2;.

Démonstration. Soit a une racine réelle (resp. imaginaire) singuliére dans le cas
ot X=G (resp. G./G). Il existe un élément w,eWs(A,) tel que W,=S, (cf. la re-
marque du appendice [26]). On pose a,=exp (tH;), alors wq,a,=a_,. Ensuite w,a=a
et ef(wq; a)=1 pour a€l,. Daprés k(wea)=c(w,: a)k(a) (a€A(F)), la fonction
ka(aa,), défini pour ¢t sufisamment petit, t20, est paire en ¢ pour a2/, fixé. Alors
pour D&S(a.), (D+D%*)k,(aa,) est paire en t. Par conséquent, &, satisfait aux pro-
priétés de I’énoncé.

D’aprés le lemme 12.3, la fonction K peut-étre prolongé en une fonction de classe
C= sur I’adhérence de toute composante connexe de A’(J]) (resp. A’(R)) dans le cas ou
X=G (resp. X=G,/G). Alors, K} satisfait aux propriétés ci-dessus. C.Q.F.D.

§13. Démonstration du théoréme 11.1

Pour une distribution sphérique invariante @, soit 6 la fonction analytique sur X'’
définie par @. Si on pose ija)=4(a)B(a) (acAj), &, satisfait aux conditions (a-1),
(a-2) du théoréme 11.1. On va alors démontrer que sous les conditions (a-1), (a-2), la
formule

(13.1) (DO, f)=(0, D*/)=UDXO, )  (DES())

est équivalente a la condition (a-3). On reécrit la formule (13.1) comme suit
(13.2) ﬁla,.s K fuy - ,d,a=2(D) z":lajg Kixd,a.
j= . j= A
J J
D’aprés le théoréme 7.1, k; satisfait

A

7(D)e;=UD);  (DESW)®, 1=j<n).

D’aprés le lemme 12.2, on a

(13.3) Za,-g T’(D)*K_f,-/cjdja=2ajg K}-7(D),dja
J 4y J 4y
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car 1(D*)=r(D)*.

Si on pose I,:S {r'(D*K%-k;,d;a—K4-7(D)k;}d;a, on obtient

.
45

(13.4) jz a;1,=0.

Soit a=a; et a une racine réelle singuliére associée. Soit b le sous-espace de Cartan
défini a partir de a et de la racine @. On note A=A, et B=A;. Pour tout a,&2%,
soit Uy un voisinage de a, dans X satisfaisant aux conditions (c-1), (c-2), (c-3) et
(c-4) du lemme 12.3. Soit f un élément de CP(X) de la forme (12.9). Alors
K#=0 si la classe [a;] de conjugaison par KNG n’est ni [a] ni [b]. De plus
supp K< U wVy (h=a, b). La formule (13.4) devient

weW g(Ay)

(135) aal‘,+ab[5=0 .
Si on prend /(D)= X (H,) on a

reZ+cad

1 _
I= S a(HE
T WA {2al)] wembeas redten 17)

(13.6)

xg (—HPK3)a* koA [K3]2% HP ko) doa
ou We(A: {+a))={weWuA): W{+a}={+a}}. D’abord, on considére le cas ou X =
G./G. D’aprés § a(HP)HP=(1/2)H; et [HsK;]12*=0 sur Y, (cf. Lemme 12.5), on
7€ )

a alors

Na

(13.7) I= mSZb[K}‘]E“«(Haxa)daa .

On obtient de méme

1

(13:8) o= T TTBTIW B (28D weiees redico

B(HT)

x| {—HPKY Dedfr+KYTHPRI2* dsa

Zl

B

D’aprés [ks)8*=0 et d,a=dga sur XY,=2X}, on obtient alors I’expression ci-desous
pour Iy

— N B, B+
(13.9) Iv=57 5|S2:,Kf [Heril8*daa .
L’equation (13.5) devient
(13.10) g (K512 Hokot do K- [Hars]8* dea =0
Ty

ot dy=(a.N.)/v—1(asNg). D’autre part d’aprés le lemme 12.3, on a

(13.11) [Kj]e-=C*(a)K}.
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On pose
g=K}l,,

F(a)=C%a)Hak,+do[Hgrsl2*  (a€lX}).

Alors (13.10) s’écrit
SE' H)F(@)daa=0, Fwa)=e.(w, @) (wEWAG: a), a3y

Par conséquent, Z)n a
(13.12) CanHikot+do[Hirs)8 =0  (a,&20).
La démonstration est semblable dans le cas ou X=G.
(13.13) do[Hk 2+ Coao) Hiros)a)=0  (a,€2})
ou de=+v—1(a,N,)/(asNp).

Lemme 13.1. Dans le cas ot X=G, ona C*a)=—2+v—1 (auNo)/(@eNg).  Dans le
cas o8 X=G./G, on a C*ao)=v—1 (a.Na)/(asNp).

Démonstration. Soit (z, V') une représentation holomorphe irréductible de dimension
finie de G. dans V de poids dominant 4 et soit X4 son caractére. La restriction 6,
de 14 a X est une distribution sphérique invariante. Posons #,=40, et k;=¢54%0
sur Aj pour h=a ou b. Alors ces fonctions satisfont & I’équation (13.5), c’est-a-dire que,
pour X=G./G, elles satisfont (13.12) et pour X=G, elles satisfont (13.13).

Soit p=(1/2) 3 7etposez A;=A+p, Ag=v(A,). D’aprés I'égalité vZ+*(a)=I*(b),

rel+(n
on a alors

B(a)= 3 sgn(w)upa(a) (a€A)
weW (he)
pour §=aqa ou b. Posons pour a€X},

naa)= 2 sgn(w)wduHa)swala),

weW (ag)

alors on obtient facilement pour a2’
1) Dans le cas ou X=G;

[Hak,12*(a)=2ek, o(a)[ Hako]**(a)=2e%,a(a) N 1,(a),
[Hprol(a)=ek(a)[ Hpks)(a)=ef(a)n.s(a),

2) Dans le cas oo X=G./G;
[HakoJ(a)=¢%(a)[ HakoJ(a)=¢i(a)n ,(a),
[HprolB*(a)=2¢}, p(a)[ Hgks1?* (a)=2¢}, s(a)n a,(a)

ol ek o(@)=sgn X {1-§(a)'}, et

rESRH, *a

ef s(a)=sgn (V=1)"""7t TI &,,_pr(a){1—E€(a)7}.

res), =B
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En substituant ces fonctions dans (13.12) et (13.13) on obtient 'expression de C%(a,).
C.Q.F.D.

D’aprés le lemme 13.1, on a

Hik(a)=Hgka) (a€3y).
C’est la condition (a-3).

Réciproquement si & et &, satisfont aux conditions (a-1), (a-2) et (a-3), K} et K}
satisfont a I’équation (13-5) pour une fonction feC$(Uyx) de la forme (12.9). Soit
a=aqa; le sous-espace de Cartan dans la famille {a;} telle que dimanp soit la plus
grande. Pour chaque sous-espace de Cartan qj, il existe des transformations de Cayley
vy, Vg, -+, vy définies par Sg(a) telles que Ad (k)a;=v,e -+ sva(a)N\q (k€KNH). Un
élément de X s’appelle semi-régulier si x est semi-simple et si dim{,=3. Soit X
I’ensemble de tous les éléments semi-réguliers de X. Autour de chaque élément a=X ¢,
soit f,. 5 la fonction définie dans 12.9. Pour toute fonction f€C¥(X), on peut choisir
des fonctions 7, s, h telles que f*=3)f.,» approche f au voisinage de supp fNX;.

n ~
Pour cette fonction f*, on voit que jE a;I;,=0. La fonction analytique & sur X’
=1

donnée par «; ((13) de §11) satisfait a I’equation (13.1).

Appendice. Une systéme complet de distributions sphériques pour GL(3, C)/U(2, 1)

Bien que l'algébre de Lie g=gl(3, C) soit réductive on peut aussi appliquer le
théoréme 11.1 pour obtenir les distributions sphériques sur l’espace symétrique X=
GL(@3, C)/U2, 1) (cf. [4]). Nous allons dans ce paragraphe donner une base de 9y X)
pour tout caractére X de D(X). C’est parce que les formules sont plus agréables a
écrire pour GL(3, C)/U2, 1) que pour SL(3, C)/SU(2, 1) que nous avons choisi de
traiter cet example. Le résultat du appendice est obtenu avec le concours de N. Bopp.

Soit ¢ l'involution définie sur G=GL(3, C) par:

1 0 0
o(g)=J(g*) '] ou g*='g et J=|0 1 0].
0 0 -1

Le sous-groupe des points de G fixés par ¢ est H=U(2, 1) qui est connexe. On
réalise 'espace symétrique G/H dans X={go(g)': g&G} et on montre que: X=
{x€GL(@3, C): Jx est hermitienne de signature (2.1)}. 11 y a deux classes de con-
jugaison de sous-espaces de Cartan de (g, h)=(gl(3, C), u(2, 1)). On choisit pour repré-
sentante de ces classes:

[ t t 0 6
a®= ts ct,eRy et o= 0 u 0):tu 6R
\ ta _0 O t

Les sous-espaces de Cartan de X correspondants sont donnés par: A°=ANJANJAY ou
chaque a} qui est une composante connexe de A° est de la forme
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&'t e1=g&,=¢g,=1 pour j=(
Al= gyet2 ;=R avec ] ¢;=e;=—1 et e,=1 pour j=1
gq0's e;=¢e;=—1 et ;=1 pour j=2
x 0 y
A=l 0 v 0]: x, y,veR, v(x*+y)>0;.
—y 0 «x

Les groupes de Weyl associés sont donnés par:
We=Nyx(A")/Z u(A%)={I, w,} ol w, échange ee’t et e,e'z,
W'=Ny(AY/Z y(AY)={I, w,} ou w, échange vy et (—y).

On choisit un ordre sur 3 (a°) et sur X(a') en posant:

a(H)=t,—t, ty
2Ha={a, a;, a;} ou { a,(H)=t,—t, pour H= ts ,
ay(H)=t,—t, t
B(H)=—2i0 t 0 @6
ZHa)={B, 11, 12} ot { r(H)=u—t+i6 pour H=[ 0 u 0].
1o(H)=u—t—1i0 -0 0 t

Les racines a et a, sont réelles singuliéres, la racine a, est réelle vectorielle. La
racine f est imaginaire singuliére et les racines 7, et 7, sont complexes.

a,
AV =la= as, €A% a;>a; pour ixjp,
as
A=A,
x 0 y
AV=A"({I)={a=| 0 v 0]€eA': y=0;.
—y 0 x/

Soit v la transformation de Cayley définie a partir de la racine @«. On a:

21+2; 0 Z-21'—23 i
2 2 2
Vi 23 = 0 Z9 0
21— z V4
2/ | _;51T% ;%

PR J—
d’ou B=v-a.
Comme il n’y a pas de racine imaginaire sur a’ on trouve pour
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a,

as

DO(G)ZEI(G)AO(G)ZAO(G)—_— (al_a2)(al_a8)(a2_aﬂ)

a,0,0,
et D(woa)=—D%a).
On définit donc & sur W° par e(W,)=—1 et ¢(/)=1. Comme f est la seule racine
imaginaire sur a' on obtient pour

x 0 9
a=| 0 v 0|eA:
-y 0 x
2|y [ ((v—x)"+y)
D1(0)=€1(G)Al(a)=v(x2—+yz)y
et D'(wa)=D'(a) pour weW?".

A une fonction @ définie sur X’ invariante par U(2, 1) on associe deux foction «°
et x! définies respectivement sur A° et A" par:
£%a)=D"a)P(a) pour ac A
€
£(a)=D"(a)P(a) pour ac A",

et réciproquement. Comme w, permute les éléments de A? et de A}, il suffit de déter-
miner £° sur A et sur Ay avec seule condition d’invariance:

£’ (wa)=¢e(w)k’(a) pour weW’ et as Aj.

Introduisons les notations suivantes:

31

e
eaD=e(| e )
e"
et
(i) eD=e(| e ) pour T=(t ta 1),
t3
t 0 6
¢'@)=r'(exp| 0 u 0f)  pour O=(t+if, u, t—if).
-6 0 ¢

Il suffit de déterminer ¢'(d) pour 0<@ <=z car &' est invariante par W™

Rappelons que la partie radiale sur A’ d’un opérateur différentiel D invariant sur
X est déterminée par un polyndme p?(D) appartenant a S(af) invariant par W(a).
Puisque v est un automorphisme intérieur du groupe, on vérifie que
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7'(D)=v-7%D),

ou on note toujours v 'application de S(a8) dans S(a) induite par v:al—ai. D’autre
part a tout caractére X de D(X) correspond un élément A* de (ad)* tel que

AD)=7"(DYA*)=1"(D)wA*) ot
(- A¥(H)=A*@ '(H))  pour Heas.

Ieci W(ad) est le groupe des permutations de trois éléments que l’on note S,. Si on
identifie (a8) avec C?, le théoréme 11.1 s’écrit comme suit:

Théoréme. La fonction G-invariante @ sur X' associée par (i) et (ii) au triplet
(08, @8, @) définit une distribution sphérique sur X si et seulement si ces fonctions véri-
fient :

(1) ¢f et ¢} sont analytique sur R®,

@' est analytique pour (t, u, 0)e RXRX(0, ),

2) Y w T)y=—¢¥T) ot on pose wT=wty, ts ts)=(s, t1, ts),

3) Il existe un élément A de C°® tel que pour tout polynome symétrique PEC[t,,1,,15]

on ait:

o 0 0
(aT!’ . a—ts>¢2———P(A)go,‘§ pour k=0, 1,

v P 5o 57)0 =P

0 0 .0 . .
@) (G5 50)98 w D=igg@Ne+it, u t=iB)lose (O,
0 0 .0 . .
(31— 710)980: w, D=t @+i0, w, t=iB)l o1 (D).
Remarque 1. Pour écrire la condition (3) on a identifié le polynéme symétrique P

avec un élément de I(a?). Puis on écrit v-P dans la base

1 0 1

1 0 -1

et on l’identifie 2 un élément de C[t, u, 6.

Remarque 2. Il suffit de vérifier les conditions de sant (cf. (a-3) Théoreme 11.1)
pour la racine singuliére @, car l'autre racine singuliére a, de X*(a’) est conjuguée par
W° & @. D’autre part I’ensemble des points semi-réguliers a de A°NA' tels que §.(a)
=1 est composé de trois composantes connexes:
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t t

e e t

—et
et t>ug, e* it<u g, e*

t t t

e e —e

Soit A=C® On appelle 9%(X) l’espace des distributions sphériques qui vérifient la
condition (3) pour A, c’est-a-dire telles que

DO=PMN)®  pour DeD(X),

ou P est le polyndme symétrique associé a r!(D). Pour déterminer 9%(X), on déter-
minera d’abord 'espace E, des triplets (¢, ¢, ¢') vérifiant (1) et (3), puis l'espace F,
des triplets vérifiant (1), (3) et (4). On obtiendra 9’ en se restreignant au sous-espace
G, des triplets F, vérifiant la condition (2).

A. Cas ou A=(Z;, A, As) est régulier, c’est-a-dire A, x5 4.

a) dim E,=18.

On utilise en effet un résultat classique (cf. [33] p. 61) pour montrer que (¢, ¢, ¢*)
appartient a E, si et seulement si il existe des nombres A,, A, t,, t., a, et a, (cE A,
qui est le sous-groupe des permutations paires de S,) tels que:

GUTI= 3 (Aget Tt D Ajecrd i),

L=V

o(T)= 2 (toeto 4T gl gtod wiTdy

0EA3

S01(@): = (aae(a/l,e)_i_a;e(wl,w,@))'

OEAg

On note, par abus de langage, w,T=uw;(t, ts, t:)=s, 5, t,) €t W,O=w,¢+:0, u, t—if)
=(t—i0, u, t+:6). De plus (,) désigne le prolongement C-linéaire a C?® du produit
scalaire usuel sur R2.

b) dim F,=12.

En effet les conditions de saut (4) s’écrivent alors:

(1) &=A,—A,=—(a,—al) pour tout c<A,,

() Sto—ti=—(aet 0 —aje 9 44) pour tout o< A, ol &:=(r, 0, —ir).

Pour étudier la condition d’invariance par w,, on va exhiber une base de F,. On ob-
tient des éléments de Fy

1) nuls sur A' en prenant a,=a,=0, soit
e(A,T)_|_e(A.w1T) 0
A= 0 , B ={ ¢4 4ot wiT)
0 0

On obtient 6 éléments indépendants de F, en prenant {A,,, B,4: o= A,).
2) non nuls sur A' en prenant A,+A,=0 et t,41,=0.

17 cas. etWxe D = 2~ & 7.

Posons alors
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e(A'T)—e(A-wlT) 0
0 e T __pthiwiT)
C,1= N DA= .
e(A.G-E,,)_'_ oA w1-x)) e(/t.9>+e(/1.w16)
o e _ gmhED T ED -k
2¢ cas. e =c" i = 2 —2,EZ*.
Posons alors, en notant m=4,—4;,
0 e(A.T)_e(A, wiT)
E={0 . Fu={ (—4)"[eM T —dwiD],
e(A,G)+e(A, wle)___.e(/I. G+ w,6) cos mé _[e(A.O)_e(A, wle):]

On obtient pour base de Fj:
{Acs, Bosy CotDop: o€ As) si Li—EZ,
{Acty Boa, Eg, Fp, Cyn, Dyg: 0 A, et e AnN{I}}
si Ai—hEZ* et Li—AWeEZ,
{Acty Bony Egu, Fop: o€ A} si Li—,eZ*.

¢) dim G ,=9.

Pour déterminer les triplets de F, qui vérifient la conditions (2), il suffit de regarder
composante sur 4. Comme F, et C, ont la méme composante sur A} il est inutile,
pour le faire, de distinguer les différents cas ci-dessus. Il est clair que B,4, Do €t
E, 1 appartiennent a G, pour € A,. D’autre part I'élément ) x,A,4+y,Cq4) Vérifie
la condition (2) si on a Xo+Yo=—%Xw,weoF+Yw,w,ec POUr tout 6 A, On pose T=w,w,.
L’espace G, admet pour base:

{Bot, Doty Gan—AcontAcasp: Ay} si L—A,EZ,
{Ba, Eg, Fp—Acp+Acen, Bosy Doty Cot—AcontAcron: 6&AN1}

si hi—A,eZ* et Ji—AEZ,
{Bots Ecpy Fos—AcantAceon: 0= As} st Li—A,eZ*.

B. Cas ou A=(4,, 4, 4;) est semi-régulier, c’est-a-dire 2,=2,%2,. On pose A,=4,
=2et L=p.

a) dim E,=18.

Le stabilisateur de /4 dans S, est le sous-groupe {1, w,}. Les polynémes harmoni-
ques relativement a ce sous-groupe sont engendrés par 1 et f,—¢,. Le résultat cité en
A implique que le triplet (¢}, ¢S, ¢') appartient a E4 si et seulement s’il existe des
nombres complexes A,, A, ts, ts, as €t a, (6= A,) tels que:

oy(T)= 5_,; (Aot ALt —t5))e o4 T
0EA3
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(M= = (o -+titi—te))eh T
I=rn

oA(T)= 2] (to+ti(ti—t))e T,
o€y

P(O)= % (a,+a)2i0)e" 19

EAs
b) dim Fy,=14

En effet, si on pose A;={l, 7, t?} avec T=w,w,, les conditions de sauts (4) s’écri-
vent:

Al=—a;
(I)&e= {
2A)+ Al)+(A— p)(Ar— Ar)=—2(a;+afe)—(A— p)a:—az2)
t=—aj
(M= | 20tiA411)+(A— p)(te—te)=—2[ aze "1 - afae™ 471017]
—(2—y)[(a,+2i7ra;)e“'/"“’—(a,z+2i7ra§z)e“"”)i":| .

On obtient une base de F, en prenant:
1) des éléments nuls sur A,

e(A.T) e(r.l.T)+e(r2A.T) (tl_tz)[e(r/i,T)_e(rZA.T)]
A=l 0, A=l 0 o oar=l o .
0 0 0
0 0 0

2,1, _ -
B,= e B e AT f 2Ty Bl— (tl—tg)[e(""S)~e(’2A'T):|,

0 0 0

e(rA.T)(l__i%/i(tl_ta))_e(ru,T)(l_'z_;ﬁ(tl_ta))

Cs=y O ,
L o
0
A— ’ A—
D= e(’A'T)(1——2#'@1—13))—-@(’2/"“(1— Zp(tl_ta))-
0

2) des éléments non nuls sur A,
0 (ts"‘tl)e(/l'r)
Fp=¢ 0 , Fy=] (t—t)etD

e(A. 6) 2i08(A'9)
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0
G= (1—# sin (l_ﬂ)ﬂ)(tl_ta)[e(”"T)—}-e(f“.T)] ’

27
e(rA.6)+e(r2A.6)

A—

5 lu(tl_ta)[e(rA.T)_‘_e(rzA.T)]

Hiy=

_ 2;[»‘ oS ((l—y)ﬂ)(tl—ts)[e("’"T’—*—e(’”'“] 7

4.6 _ 5(z24.6)

0

I4=1 [(e—A)ir cos (A—p)m)—isin((A—p)n)]t,—t)[eAT 4?4 D]
2648 — g(24.8)

—(tl—ta)(e("’i'T)+g(f2/‘-T))

J4=1 [QA—pr sin((A— p)m)—cos (A—p)m)(t —ts)[eCH D o4 ]

zl‘a(e(r/i. 6) +e(12/1. 6))

¢) dim G,=9
Il est clair que By, B}, BY, D4, E4 G,y 14 vérifient la condition (2) et sont indé-
pendants. Pour obtenir une base de G4 on les compléte par

4ﬂjA

2_.
Hi= 550 et 244—Ap+Co—

d’ou le résultat.

Remarque. Les seuls éléments de G, non nuls sur A§ sont les multiples de

2
24— A4+-C 4— 4”1A.

C. Cas ou A=(d;, As, A,) est singulier c’est-a-dire ;=2,=21,. On pose A=2,=2,=1,.

a) dim E,=18.

L’espace des polyndmes harmoniques relativement au groupe S; est de dimension
6. Si on pose pour T=(t,, s, t5)

t,—t t,—t
t2123) u:tZ» 772123’

cet espace admet pour base:
Po-:ly Pl:uﬂt) P2:7}’
Py=(u—t*—=379% P=nu—t), PF=n((u—t’—n?).

On note Q; (=0, 1, ---, 5) les polyndémes obtenus a partir des P; en remplagant 7 par
i6. Le triplet (¢S, ¢?, ¢') appartient a E, si et seulement s’il existe des nombres com-
plexes Aj, t;, x; (=0, 1, ---, 5) tels que:
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PUT)= 2 AxPreh D,
]
eA(T)= E{tkme""“ )

?’(@)zkéﬂakae(A'T) .

b) dim F,=12
Avec les nouvelles variables la condition (4) s’écrit:

0 0
()&= %‘Dglnﬂzﬁg’l]oﬂ,

0 0
(I & 5, ¢ lr=r=55¢" o=
Puisque e =p®.pr2t+w> ogn en déduit:
(I)e= Ay=—a,, Ai=—a, Ai=—a;,

(I) = ty=—a,, ti=—a; bL=—a,—3n’a;+6ira,.

On obtient une base de F, en prenant:

o T> 0 0
A=!0 Ay={ et a4=) 0
0 0 e ®
(u—t)eh D> 0 0
Bs=| 0 Bi=!{ (u—e® By=! 0
0 0 (u—t)e®
((u—1)?—3p%)e D 0
ci={ 0 Ci={ (u—1—3g9et >
0 0
—7}@"”’ —ﬂ(u—t)e(’“"
Dy={ —5etD  E,;={ —pu—testn
i9eh® i0(u—t)et-®
0 —((u—t)*—n*et D
Fy=1 6izpe D G =1 (—np((u—1t)*—9*)—3xtp)e D
((u—t+367)ec6 i0((u—tP+67)eth O
¢) dim G ,=9

Les polyndmes S;-harmoniques vérifiant P(w,T)=—P(T) sont engendrés par:
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Pl'—'PZy P3+2P47 P5°

On en déduit que G, admet pour base:

(1l
[2]
[3l
[4]
5]
[6]
L71]
[8]
£9]

[10]
[11]

(12]
[13]
[14]
(15]
[16]
[17]
(18]
[19]
[20]

{Ah’ A%: B;b BZ’ C;b FA}
Bs+Dy, C4—2E,, Cy

Conclusion. Pour toutes les valeurs de 4 la dimension de D%(X) est égale a 9.
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Note ajoutée aprés le rédaction du manuscript. Le preprint de P. Harink “Fonctions
généralisées sphériques sur G./Gg”, que j’ai regus aprés avoir terminé la rédaction de
cet article, contient des démonstrations différentes des résultats de [20] et [24].



