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Sur les fonctions qui sont d\’efinies
par l’induction transfinie

Par Tosiyuki TUGU\’E

(Regu le 15 febrier, 1954)

Nous disons. avec H. Lebesgue, qu’une fonction de variables r\’eelles
est rep\’esentable analytiquement lorsqu’on peut la construire en
effectuant un nombre fini ou bien d\’enombrable infini $dadditions+$ , de
multiplications $\times$ et de passages \‘a la limite, \‘a partir de variables et de
constantes suivant une loi d\’etermin\’ee. La famille des fonctions ap.
partenant \‘a la classification de Baire ne diff\‘ere pas de celle des fonc $\cdot$

tions repr\’esentables analytiquement1). H. Lebesgue a d\’emontr\’e dans
son M\’emoire renomm\’e ([12]) l’existence des fonctions de toute classe
et celle d’une fonction qui ne peut pas \^etre repr\’esentable analytique-
ment. Il est un important et int\’eressant probl\‘eme que de reconnaitre
si la fonction non repr\’esentable analytiquement d\’efinie par H. Lebesgue
est projective ou non et, si oui, quelle est la classe de projectivit\’e qui
contient cette fonction.2)

Cette fonction ne peut pas \^etre d\’efinie sans faire appel. au transfini,
c’est-\‘a.dire \‘a un nombre transfini des passages \‘a la limite. N\’eanmoins,
M. N. Lusin a nomm\’e d’un seul coup une fonction universelle pour les
fonctions de Baire dont l’image g\’eom\’etrique est projective de $classe\leqq 2$

sans faire appel au transfini3). D’autre part, M. W. Sierpinski ([151) a
d\’emontr\’e qu’il n’existe aucun ensemble analytique qui soit une image
g\’eom\’etrique d’une fonction universelle pour les fonctions de Baire,
tandis que M. K. Kunugui ([5]) a montr\’e qu’il existe une surface qui
est un compl\’ementaire analytique, et est une image g\’eom\’etrique d’une
telle fonction.

M. C. Kuratowski4) qui a introduit le premier l’induction transfinie

1) Voir R. Baire [1] et H. Lebesgue [12].

2) Cf. N. Lusin [13], p. 202.
3) Ibid., p. 314.
4) C. Kuratowski [8], [9].
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dans la th\’eorie des ensembles projectifs, a d\’emontr\’e, par une m\’ethode
tr\‘es g\’en\’erale, que 1‘application de l’induction transfinie dans le domaine
des ensembles projectifs ne conduit pas au del\‘a de ce domaine, et, en
particulier, que la surface $\mathfrak{Z}$ de Lebesgue–en modifiant l\’eg\‘erement sa
d\’efinition--est projective de classe au plus 3. Puis, M M. Kuratowski
et von Neumann ([101) ont v\’erifi\’e que $\mathfrak{Z}$ est un ensemble $A_{\rho}$ .

Je me propose d’envisager dans cet article l’induction transfinie sur
les fonctions \‘a valeurs r\’eelles par une m\’ethode analogue \‘a celle de
MM. Kuratowski et von Neumann.

Une fonction $\Phi$ d\’efinie par l’induction transfinie se d\’etermine d’une
fonction initiale $Q$, d’une op\’eration $O_{p}$ pour les fonctions qui est
effectu\’ee it\’erativement \‘a $Q$ et de quelques fonctions auxiliaires qui se
rattachent \‘a la g\’eometrisation des nombres ordinaux. Si $Q$ et les
fonctions auxiliaires sont toutes de Baire et $O_{p}$ est une op\’eration de
Hausdorff dont la base est un ensemble analytique, $\Phi$ est une fonction
projective de la classe $A^{5)}$ d\’efinie sur un ensemble compl\’ementaire
analytique. De plus, si la base conjugu\’ee \‘a la base de $O_{p}$ est aussi
un ensemble analytique, $\Phi$ est une fonction projective de la classe $CA$

et en m\^eme temps celle de la classe $A$ d\’efinie sur un ensemble com-
pl\’ementaire analytique.

Nous donnerons l’\’enonc\’e exact de ce r\’esultat \‘a la fin du \S 2, apr\‘es
les pr\’eparations n\’ecessaires au \S 1. Nous le d\’emontrerons au \S 3, et
l’appliquerons au dernier \S 4 pour construire une ‘ fonction de Lebesgue ‘

non repr\’esentable analytiquement, et en d\’eterminer la classe.
Je tiens \‘a remercier, en terminant, Professeur M. Motokiti Kond\^o

des pr\’ecieux conseils, qu’il a bien voulu me donner au cours de ce
travail.

\S 1. L’op\’eration de Hausdorff pour les fonctions

Nous commenqons par la consid\’eration sur l’op\’eration de Haus-
dorff pour les fonctions \‘a valeurs r\’eelles. Voici la d\’efinition de cette
op\’eration donn\’ee par M. M. Kond\^o ([31), en analogie avec l’op\’eration

5) Nous appelons une fonction $f(x)$ \‘a valeurs r\’eelles d\’efinie sur un espace m\’etrique

complet et s\’eparable fonction projective de la classe $A$ (ou bien $CA$), lorsque l’ensemble
Ens $[f(x)>c]$ est un ensemble analytique (ou bien compl\’ementaire analytique), quelque

$x$

soit $c$ . Voir $p$. ex. C. Kuratowski [7], M. Kond\^o [4]. Cf. N. Lusin [13].
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Hausdorff pour les ensembles (Cf. C. Kuratowski [7], p. 246).
Etant donn\’es une suite $\{f_{n}(x)\}$ de fonctions \‘a valeurs r\’eelles et un

ensemble $N$ de nombres irrationnels $\nu^{=}(n_{1}, n_{2},\cdots)$ contenus dans
l’intervalle $(0,1)$ , nous appelons l’op\’eration $H_{N}$ d\’efinie par6)

$H_{N}(f_{n}(x))=b.s\nu\epsilon N$ (b.i. $f_{n_{k}}$

k
$(x)$ )

une operation de Hausdorff (ou, simplement, op\’emtion $H$ ) pour les
fonctions et $N$ sa base.

On a beaucoup d’exemples des op\’erations $H$ pour les fonctions.
En voici quelques-uns:

i) La borne inf\’erieure effectu\’ee sur une suite $\{f_{n}(x)\}$ est une op\’era-
tion $H$ dont la base $N$ ne contient qu’un seul nombre $\nu^{=}(1,2,\cdots)$ .

ii) La borne sup\’erieure effectu\’ee sur une suite $\{f_{n}(x)\}$ est une
op\’eration $H$ dont la base $N$ est l’ensemble $\mathfrak{N}$ de tous les nombres
irrationnels de $(0,1)$ .

iii) La limite inf\’erieure effectu\’ee sur une suite $\{f_{n}(x)\}$ est une
op\’eration $H$ dont la base $N$ est \’evidemment l’ensemble $\{\nu^{(k)}\}(k=1$ ,
2, $\cdots$ ) des nombres irrationnels tels que $\nu^{(k)}=(k, k+1, \cdots)$ .

iv) La limite sup\’erieure effectu\’ee sur une suite $\{f_{n}(x)\}$ est une
op\’eration $H$ dont la base $N$ est l’ensemble $G_{\delta}$ dans 1‘espace $\mathfrak{N}$ de tous
les nombres irratiounels contenus dans $(0,1)$ d\’efini par

(1.1) $\nu=(n_{1}, n_{2},\cdots)\in N.$ $\equiv.\prod_{i.j}[(i<i)\rightarrow(n_{i}<n_{j})]$ .

En effet, posons $f(x)=\varlimsup_{n\rightarrow\infty}f_{n}(x)=b_{n}i$ . $(b_{m}s.f_{n+m}(x))$ , nous aurons alors
$f(x)=b.s.$ (b.i $f_{n_{k}}(x)$ )

$\nu\epsilon N$ k
Pour un nombre arbitraire $\nu^{=(n_{1},n_{2}},$ $\cdots$ ) de $N$, on

voit sans peine par (1.1) que $b_{k}.i.f_{n_{k}}(x)\leqq b_{m}s.f_{n+m}(x)$ quelque soit un
nombre naturel $n$, ce qui entraine $b_{k}i.f_{n_{k}}(x)\leqq b_{n}i$ . $(b_{m}s.f_{n+m}(x))=f(x)$ ;

et ainsi, on a $b.s.$ (b.i.$f_{n_{k}}(x)\nu\epsilon N$

k
$\leqq f(x)$ .

D’autre part, supposons que $z<f(x)$ .

6) b.s, b.i. signifient la borne sup\’erieure et la borne inf\’erieure respectivement.
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$ z<f(x).\equiv$ . $z<b_{n}i$ . $(b_{n}s.f_{n+m}(x))$

$\Rightarrow\prod_{n}(z<b_{m}s.f_{n\vdash m}(x)).\equiv$ . $I_{n^{-}}I\sum_{m}(z<f_{n+m}(x))$ .

Il existe alors au $m7ins$ un nombre naturel $m$ tel qle $z<f_{n\$\cdot m}(x)$ pour
tout nombre naturel $n$ .

D’o\‘u, pour tout nombre naturel $k$, on peut choisir un nombre
naturel $m(k)$ de fagon que

1) $m(1)$ est le plus petit nombre parmi $m$ satisfaisant \‘a $z<f_{1+m}(x)$ ,
2) $m(k+1)$ est le plus petit nombre parmi $m$ qui remplit $k+m(k)$

$<(k+1)+m$ et $z<f_{k+1+m}(x)$ en m\^eme temps.

Alors, si nous Posons $n_{k}^{o}=k+m(k)$ , et $\nu^{\circ}=\frac{1|}{|n_{1}^{o}}+\frac{1|}{|n_{2}^{o}}+\cdots$ , nous avons
\’evidemment $\nu^{o}\in N$. Or, quelque soit $k$, on a $z<f_{n_{k}^{\circ}}(x)$ par la d\’efini.

tion de $n_{k}^{o}$ , cet in\’egalit\’e donne $z\leqq b_{k}i.f_{n_{k^{)}}^{\prime}}(x)$ . Par suite, nous avons
$z\leqq_{\nu}b_{\epsilon}s_{N}(b_{k}i.f_{n_{k}}(x))$ . Comme nous avons, pour deux nombres r\’eels $a,$ $b$,

(1.2) $a\leqq b$ . $\equiv$ . $\prod_{z}(z<a\rightarrow z\leqq b)$ ,

nous en concluons $f(x)\leqq b.s\nu\epsilon N(b_{k}i.f_{n_{k}}(x))$ . Par cons\’equent, nous avons
$f(x)=b.s.$ (b.i. $f_{n_{k}}(x)$ )

$v\epsilon N$ k

De plus, comme M. Kond\^o ([3]) a d\’ej\‘a fait remarquer, beaucoup
de r\’esultats sur l’op\’eration $H$ pour les ensembles ont leurs pendants
sur l’op\’eration $H$ pour les fonctions. Deux propositions suivantes (I),
(II), qui correspondent aux r\’esultats connus sur l’op\’erations $H$ pour les
ensembles7), nous seront utiles ult\’erieurement.

Soient donn\’es une famille $\mathfrak{F}$ de fonctions \‘a valeurs r\’eelles et un
ensemble $N$ de nombres irrationnels de $(0,1)$ . Nous d\’esignerons par
$H_{N}(\mathfrak{F})$ la famille de toutes les fonctions $f$ d\’efinies par

(1.3) $f=b.sv\epsilon N(b_{k}i.f_{n_{k}})$ ,

o\‘u $f_{n}\in \mathfrak{F}(n=1,2\cdots)$ .

7) Voir W. Sierpinski [14], L. Kantrovitch et E. Livenson [2].
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(I) Etant donn\’ees deux op\’erations $H$ pour les fonctions ayant
respectivement les bases $M$ et $N$, il existe une base $L$ dop\’eration $H$

pour les fonctions telle $quon$
) ait

(1.4) $H_{L}(\mathfrak{F})=H_{M}(H_{N}(\mathfrak{F}))$

’
pour toute famille $\mathfrak{F}$ de fonctions \‘a valeurs r\’eelles.

Pour le voir, d\’esignons par $L$ l’ensemble de tous les nombres
irrationnels $\lambda=(l_{1}, l_{2},\cdots)$ de $(0,1)$ satisfaisant aux conditions suivantes:

Il existe un nombre $\mu=(m_{1}, m_{2}, \cdots)\in M$ et une suite infinies des
nombres $\nu^{(k)}=(n_{1}^{(k)}, n_{2}^{(k)}, \cdots)eN(k=1,2, \cdots)$ tels qu’on ait

(1.5) $l_{i}=2^{m_{s_{1}(i)}-1}$ . $(2n_{s_{2}(i)}^{(s_{1}(i))}-1)$ pour $ i=1,2,\cdots$

o\‘u $s_{1}(p)$ et $s_{2}(p)$ sont les fonctions d\’efinies pour tout nombre naturel $p$

ayant comme valeurs les nombres naturels lels que $p=2^{s_{1}(p)-1}(2s_{2}(p)-1)^{8)}$ .
Soient $\mathfrak{F}$ une famille de fonctions donn\’ee et $L$ l’ensemble ainsi

d\’efini, et nous prouverons (1.4).
En effect, soit $f$ une fonction de $H_{j\psi}(H_{N}(\mathfrak{F}))$ . Il r\’esulte de la

d\’efinition qu’il existe une suite double $\{f_{n}^{m}\}$ des fonctions de la famille
$\mathfrak{F}$ telle qu’on ait

(1.6) $f=b.s.(b.i\mu\epsilon N\dot{z}k(b.sN(b_{j}.i.f_{n_{j}}^{m_{k}})))$ .

Si nous posons

(1.7) $g_{l}=f_{s_{2}tl)}^{s_{1}(l)}$ pour $l=1,2,$ $\cdots$ ,

la suite donn\’ee est rang\’ee en une suite $\{g_{t}\}$ simplement infinie. Alors,
$UI1^{t}e$ fonction $g$ d\’efinie par

(1.8) $g_{l}=b_{\lambda\epsilon}s_{L}(b_{j}i.g_{\iota_{i}})$ ,

appartient \‘a $H_{L}(\mathfrak{F})$ . Or, nous avons

8) $p$ \’etant un nombre naturel donn\’e, on a toujours un seul syst\‘eme $(s_{1}(p), s_{2}(p))$

de deux nombres naturels tel qu’on ait $p=2^{s_{1}(P)-1}(2s_{\sim}:(p)-1)$ .
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(1.9) $z<f$ . $\equiv z<_{\mu}b_{\epsilon\dot{M}}s(b_{k}i. (b.s\nu_{\epsilon N}(b_{j}.i.f_{n_{j}}^{m_{k}})))$

. $\equiv$ . $\sum_{\mu}\{(\mu eM). (z<b_{k}.i. (b.sv\epsilon N(b_{j}i.f_{n_{j}}^{m_{k}})))\}$

. $\ni$ . $\sum_{\mu}\{(\mu eM). \Gamma_{k\nu}I(z<b_{\epsilon}s_{N}(b_{j}.i.f_{n^{k}}^{m_{j}}))\}$

. $\equiv$ . $\sum_{\mu}\{(\mu eM). \prod_{k}\sum_{\nu^{tk)}}[(\nu^{(k)}\in N). (z<b_{j}i.f_{n_{j^{k)}}^{(}}^{m_{k}})]\}$

. $\Rightarrow$ . $\sum_{\mu}\{(\mu\in M). \Gamma_{k}I\sum_{\nu^{tk)}}[(\nu^{\langle k)}\in N). \Gamma_{j}I(z<f_{n_{j^{k^{k})}}^{(}}^{m})]\}$ ,

et donc, $z<f$ entraine qu’il existe un nombre $\mu=(m_{1}, m_{2},\cdots)$ de $M$

et un nombre $\nu_{1}^{(k)}=(n_{1}^{(k)}, n_{2^{k)}}^{(},\cdots)$ de $N$ pour tout nombre naturel $k$ tels
qu’on ait

(1.10) $z<f_{n_{j^{k)}}^{(}}^{m_{k}}$ , pour $ i=1,2,\cdots$ .

Ici, si l’on pose $l_{i^{o}}^{()}=2^{m_{k}-1}(2n_{j}^{Ck)}-1)$ o\‘u $i=2^{k- 1}(2j-1)$ , d’apr\‘es la
d\’efinition de $L,$ le nombre $\lambda^{(0)}=(l_{1^{o}}^{()}, l_{2}^{(0)},\cdots)$ appartiendra \‘a $L$ . Or, par la
d\’efinition des fonctions $s_{1}$ et $s_{2}$ , nous aurons

(1.11) $s_{1}(l_{i^{O}}^{()})=m_{s_{1}(i)}$ et $s_{2}(l_{i^{o}}^{()})=n_{s_{B}(i)}^{((i))}S1$ pour $ i=1,2,\cdots$ ,

et par suite

(1.12) $z<f_{s_{2}(l_{i}^{(0)})}^{s_{1}(l^{(0_{i})})}$ pour $ i=1,2,\cdots$ ,

par (1.10) (pour. $k=s_{1}(i),j=s_{2}(i),$ $ i=1,2,\cdots$ ). (1.7) et (1.12) nous donnent

(1.13) $z<g_{t_{i}^{(0)}}$ pour $ i=1,2,\cdots$ ,

et d’o\‘u, $z\leqq b_{i}i$ . $g_{t^{(0_{i}}}$). Nous avons alors, $z\leqq_{\lambda}b_{\epsilon}s_{L}(b_{\oint}i. g_{l_{j}})=g$. Par con-
s\’equent, nous concluons $f\leqq g$ d’apr\‘es (1.2).

D’autre part, nous voyons

$z<g$ . $\equiv$ . $ z<b_{\epsilon}s_{L}(b_{i}.i. g_{l_{\oint}})\lambda$

. $\Rightarrow.\sum_{\lambda}\{(\lambda=(l_{1}, h,\cdots)\in L)\cdot\Gamma_{i}I(z<g_{l_{j}})\}$
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. $\equiv.\sum_{\lambda}\{\sum_{\mu}\{(\mu=(m_{1}, m_{2},\cdots)\in M)\cdot\prod_{k_{\nu^{(}}}\sum_{k)}[(\nu^{(k)}=(n_{1}^{(k)}, n_{2^{k)}}^{(},\cdots)$

$\in N)\cdot\prod_{i}(l_{i}=2^{m_{s_{1}(i)}-1}\cdot(2n_{s_{2}(i)}^{((i))}S1-1))]\}\cdot\prod_{i}(z<g_{l_{i}})\}$ (d’apr\‘es

la d\’efinition de $L$ )

. $\equiv$ . $\sum_{\lambda}\{\sum_{\mu}\{(\mu=(m_{1}, m_{2},\cdots)\in M)\cdot\prod_{\nu}\sum_{tkk)}\{(\nu^{(k)}=(n_{1}^{(k)}, n_{2^{k)}}^{(},\cdots)\in N)$
.

. $\prod_{i}[(l_{i}=2^{m_{S1^{(;)}}- 1}\cdot(2n_{-(i)}^{((i))}\overline{\circ}_{2}1-1))\cdot(z<f_{S2^{(l_{i^{)}}}}^{S1(l_{i})})]$ }}} (d’apr\‘es (1.7))

. $\equiv$ . $\sum_{\lambda}\{\sum_{\mu}\{(\mu=(m_{1}, m_{2},\cdots)\in M)\cdot\prod_{\nu}\sum_{(kk)}\{(\nu^{(k)}=(n_{1}^{(k)}, n_{2^{k)}}^{(},\cdots)eN)$

. $\Gamma_{i}I(z<f_{n_{s^{1}(i)^{)))\}\}}}^{((i}}^{m_{S}}s_{2}^{1(i)}$ } (d’apr\‘es la d\’efinition des fonctions $s_{1}$ et $s_{2}$

et (1.5))

. $\equiv\cdot A\nabla\mu\{(\mu\in M)\cdot\prod_{k}\sum_{\nu^{(k)}}[(\nu^{(k)}\in N)\cdot\prod_{j}(z<f_{n_{j^{k)}}^{(}}^{m_{k}})]\}$ (pour $i=$

$2^{k- 1}(2j-1),$ $ k,j=1,2,\cdots$ )

$.\Rightarrow$ . $\sum_{\mu}\{(\mu eM)\cdot\prod_{k}\sum_{\nu^{(k)}}[(\nu^{(k)}\in N)(z\leqq b_{j}i.f_{n_{j^{k)}}^{(}}^{m_{k}})]\}$

. $\Rightarrow$ . $\sum_{\mu}\{(\mu eM)\cdot\prod_{k}(z\leqq_{\nu\epsilon N}b.s. (b_{j}.i.f_{n_{j^{k)}}^{(}}^{m_{k}}))\}$

. $\equiv$ . $\sum_{\mu}\{(\mu\in M)\cdot(z\leqq b_{k}i. (b.s\nu e\dot{N}(b_{j}.i.f_{n_{j^{k)}}^{(}}^{m_{k}}))\}$

. $\Rightarrow$ . $Z\leqq_{\mu\epsilon M}b.s$. $(b_{k}i. (b.s\nu\epsilon N (b_{j}i.f_{n_{j}^{(k)}}^{m_{k}} )))=f$.

Alors, 1) $in\text{\’{e}} ga1^{\backslash }it\text{\’{e}} z<g$ implique $z\leqq f$, et donc, par (1.2), il r\’esulte
$g\leqq f$. Par cons\’equent, nous avons $f=g$. Or, comme $g$ appartient \‘a
$H_{L}(\mathfrak{F})$ , nous avons alors $H_{M}(H_{N}(\mathfrak{F}))\subseteqq H_{L}(\mathfrak{F})$ .

Inversement, soit $g$ une fonction de la famille $H_{L}(\mathfrak{F})$ . Il existe
alors une suite infinie $\{g_{n}\}(n=1,2,\cdots)$ des fonctions de la famille $\mathfrak{F}$ qui
remplit (1.8).

Posons
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(1.15) $f_{n}^{m}=g_{2^{m-1}(2n-1)}$ pour $m,$ $ n=1,2,\cdots$ ,

et d\’efinissons $f$ par (1.6). $f$ est \’evidemment une fonction de la famille
$H_{M}(H_{N}(\mathfrak{F}))$ . Or, nous aurons $g=f$ de m\^eme que pr\’ec\’edemment et,
ainsi que $H_{L}(\mathfrak{F})\subseteq H_{M}(H_{N}(\mathfrak{F}))$ . Par cons\’equent, nous avons (1.4).

$c.q$ . $f$ . $d$ .
D\’esignons par $K_{N}(\mathfrak{F})$ la famille de toutes les fonctions telles qu’on

ait

(1.16) $f=_{\nu}-b_{\epsilon}s_{N}(b_{k}i. (-f_{n_{k}}))$ ,

o\‘u $f_{n}c- \mathfrak{F}(n=1,2,\cdots)$ .
(II) Etant donn\’ee une op\’eration $H$ pour les fonctions ayant la

base $N$, il existe toujours une base $N^{c}$ , appel\’ee la base coniugu\’ee \‘a la
base $N$, d’op\’eration $H$ pour les fonctions telle qu’on ait

(1.15) $H_{H^{c}}(\mathfrak{F})=K_{N}(\mathfrak{F})$

pour toute famille $\mathfrak{F}$ de Jonctions \‘a valeurs r\’eelles.
D’abord, d\’esignons par $N^{c}$ l’ensemble de tous les nombres irration-

nels $\mu=(m_{1}, m_{2},\cdots)$ de $(0,1)$ qui satisfont aux conditions suivantes:
1o quelque soient deux nombres $i$ et $i$, on a

$i<i\rightarrow m;\leqq m_{j}$ ,

$2^{o}$ quelque soit le nombre $\nu=(n_{1}, n_{2},\cdots)\in N$, il existe deux indices
$i$ et $i$ tels qu’on ait $m;=n_{j}$ .

Pour toute famille $\mathfrak{F}$ de fonctions \‘a valeurs r\’eelles, nous avons
alors la formule (1.15). En effet, pour une fonction $f$ de la famille
$K_{N}(\mathfrak{F})$ , il existe une suite $\{f_{n}\}(n=1,2,\cdots)$ des fonctions de $\mathfrak{F}$ telle
qu on ait

(1.16) $f=-b.s\nu\epsilon N(b_{k}i. (-f_{n_{k}}))=_{\nu}b_{\epsilon N}i$. $(b_{k}.s.f_{n_{k}})$ .

Maintenant, nous posons

(1.17)
$g=_{\mu\epsilon N^{c}}b.s.(b_{j}.i.f_{m_{j}})$ .
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Quelque soit un nombre $\mu\in N^{c}$ , il existe, d’apr\‘es $2^{o}$ de la d\’efini-
tion d’ensemble $N^{c}$ , deux indices $i$ et $i^{\prime}$ tels qu’on ait $m_{i}=n_{i\prime}$ pour tout
$\nu=(n_{1}, n_{2},\cdots)eN$ ; on a donc

$b_{j}i.f_{m_{j}}\leqq f_{m_{i}}=f_{n_{i}},$ $\leqq b_{k}s.f_{n_{k}}$ pour tout $\nu eN$,

ce qui entraine $b_{j}i$ . $f_{m_{j}}\leqq_{\nu\epsilon N}b.i$. $(b_{k}s.f_{n_{k}})=f$. Il en r\’esulte que $\mu\epsilon N^{cj}b.s.(b.i.f_{m_{j}})$

$\leqq f$, \‘a savoir $g\leqq f$.
D’autre part, quelque soit un nombre r\’eel $z$, nous avons

$z<f$ . $\equiv.z<_{\nu}b_{\epsilon}.i_{N}(b_{k}s.f_{n_{k}})$

. $\Rightarrow$ . $\prod_{\nu}[(\nu eN)\rightarrow(z<b_{k}s.f_{n_{k}})]$

. $\equiv$ . $\prod_{\nu}[(\nu eN)\rightarrow\sum_{k}(z<f_{n_{k}})]$ ,

et il existe donc au moins un indice $n_{k(\nu)}$ de sorte qu’on ait $z<f_{n_{k(\nu)}}$

pour tout $\nu\in N$. Nous prenons tous les nombres naturels $m$ pour
lesquels il existe au moins un nombre $\nu$ de $N$ tel qu’on ait $m=n_{k(\nu)}$ ,
et les rangeons selon l’ordre naturel en une suite infinie $(m_{1}, m_{2},\cdots)$ (si

elle est finie, on pourra la rendre infinie, en r\’ep\’etant une infinit\’e de
fois le terme final).

Soit $\mu=\frac{1|}{|m_{1}}+\frac{11}{|m_{2}}+\cdots$ .

On voit sans peine que le nombre $\mu$ appartient \‘a $N^{c}$. Or, d’apr\‘es
la d\’efinition de $\mu$ , on a $z<f_{mj}$ pour tout nombre naturel $i$ ce qui prouve
$z\leqq b.i$ . $f_{m_{j}}$, et il en resulte que $z\leqq_{\mu\epsilon N}b.s_{c}(b_{j}.i.f_{m_{j}})=g$. D’apr\‘es (1.2), nous
avons $f\leqq g$, par cons\’equent, $f=g$.

Or, comme $g$ est une fonction de $H_{N^{C}}(\mathfrak{F}),$ $f$ appartient \‘a $H_{1v^{c}}(\mathfrak{F})$ .
Ainsi, nous avons
(1.18) $K_{N}(\mathfrak{F})\subseteqq H_{N^{c}}(\mathfrak{F})$ .

Inversement, soit $g$ une fonction de $H_{N^{c}}(\mathfrak{F})$ . Il existe une suite
$\{f_{n}\}(n=1,2,\cdots)$ des fonctions de la famille $\mathfrak{F}$ telle qu’on ait (1.17).
D’o\‘u, si nous posons

(1.19) $f=_{\nu}b_{\epsilon N}i$. $(b_{k}s.f_{n_{\hslash}})$ ,
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nous avons $f=g$ comme pr\’ec\’edemment. Or, nous voyons

$ f=b_{\epsilon}i_{N}(b_{k}s.f_{n}k_{\nu})=-b_{e}s_{N}(b_{k}i. (-f_{n_{k}}))eK_{N}(\mathfrak{F})\nu$

ainsi nous avons
(1.20) $H_{N^{c}}(\mathfrak{F})\subseteqq K_{N}(\mathfrak{F})$ .
(1.19) et (1.20) nous donnent (1.15).

$c$ . $q$ . $f$. $d$ .

\S 2. Expose du th\’eor\‘eme et un exemple

Maintenant, consid\’erons le crible binaire de H. Lebesgue. Sup-
posons \‘a ce but tous les nombres rationnels compris entre $0$ et 1
rang\’es en une suite bien d\’etermin\’ee, soit:

(2.1) $r_{1},$ $r_{2},\cdots,$ $ r_{i},\cdots$ .
Nous prenons un nombre $t$ de l’interval $[0,1]$ et nous ecrivons un

d\’eveloppement de $t$ en fraction binaire de $fa\sigma on$ qu’il ne contient qu’un
nombre fini de fois le chiffre 1 lorsque cela est possible:

$ t=_{2^{1_{-+-}}2^{2}}^{CC_{2}}-+\cdots+_{2^{i}}^{C_{i}}-+\cdots$ , o\‘u $c;=0$ ou 1.

Ce d\’eveloppement se d\’etermine alors d’une seule mani\‘ere. Envisageons
l’ensemble $M_{t}$ compos\’e des nombres $r_{i}$ tels qu’on ait $c_{i}=1$ . Evidem-
ment l’application $M_{t}$ \’etablit une correspondance biunivoque entre les
nombres de $[0,1]$ et les sous-ensembles de la suite (2.1). Soit 1 le type
d’ordre de l’ensemble $M_{t}$ (ordonn\’e selon la grandeur croissante de ces
\’el\’ements). $t$ est nomm\’e le type d’ordre du nombre $t^{9)}$ D\’esignons par
$\mathcal{E}$ la totalit\’e de tous les nombres $t$ tels que $M_{t}$ soit un ensemble bien
ordonn\’e, $c’ est-\grave{a}\cdot diret$ soit un nombre ordinal de deuxi\‘eme classe au
plus. Cet ensemble $\mathcal{E}$ est l’ensemble compl\’ementaire analytique de $H$.
Lebesgue. Nous pouvons nous servir de celui.ci pour la d\’efinition par

9) Voir H. Lebesgue [12], C. Kuratowski. [8].
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l’induction transfinie. Pour cela, nous commencons par quelques d\’e $\cdot$

finitions.
Soient $S$ et $X$ deux espaces m\’etriques complets et s\’eparables

donn\’es. $Q(s, x)$ d\’esignera une fonction \‘a valeurs r\’eelles de Baire donn\’ee
et d\’efinie sur le produit cart\’esien $S\times X$ de $S$ et de $X$. Soient $\{f_{n}(t)\}$

$(n=1,2,\cdots)$ une suite des fonctions de Baire d\’efinies sur $\mathcal{E}$ telles qu’on
ait $f_{n}(t)\in \mathcal{E}$ pour tout $t$ de $\mathcal{E}$, et

(2.2) $f_{n}(0)=0$ et $\overline{f_{n}(t)}<\overline{t}$ pour $t\neq 0$ ,

et $\{g_{n}(s)\}(n=1,2,\cdots)$ une suite des applications de Baire dont les
domaines et les contre-domaines sont tous S. Etant donn\’ee une op\’era $\cdot$

tion $H$ pour les fonctions \‘a la base $N$, nous pouvons d\’efinir par
l’induction transfinie la fonction $\Phi(t, s, x)$ sur l’espace $\mathcal{E}\times S\times X$ comme
il suit:

(2.3) $\{\Phi(0,s,x)=_{\nu cN}Q(s,x)\Phi(t.s,x)=b.s.(b_{k}i. \Phi(f_{n_{k}}(t), g_{n_{k}}(s), x))$ pour $t\neq 0$ .

Nous consid\’ererons les espaces $S,$ $X$ , une fonction $Q(s, x)$ , des suites
$\{f_{n}(t)\},$ $\{g.(s)\}$ , une op\’eration $H$ \‘a la base $N$ , donn\’es une fois pour
tous dans ce qui suit.

Nous aurons le th\’eor\‘eme suivant:
TH\’EOR\‘EM. Si la base $N$ de l’op\’eration $H$ est un ensemble

analytique, la fonction $\Phi(t, s, x)$ d\’efinie par (2. 3) est une fonction pro-
jective de la classe A d\’efinie sur un ensemble compl\’ementaire analy-
tique, et par cons\’equent, son image g\’eom\’etrique est un ensemble $A_{\rho}$ .

De plus, si la base $N^{c}$ coniugu\’ee \‘a $N$ est aussi un ensemble
analytique, la fonction $\Phi(t, s, x)$ est une fonction projective de la classe
$CA$ , et en m\^eme temps celle de la classe A d\’efinie sur un ensemble
compl\’ementaire analytique, par cons\’equent, $l^{)}image$ g\’eom\’etrique de
$\Phi(t, s, x)$ est un ensemble $\text{{\it \’{e}}} l\text{{\it \’{e}}} mentaire^{1\ovalbox{\tt\small REJECT})}$ .

A l’aide de ce th\’eor\‘eme, nous pourrons r\’esoudre des probl\‘emes du
type suivant:

Soient $\mathfrak{F}_{0}$ une famille donn\’ee des fonctions, $H_{N}$ une op\’eration $H$

10) Voir C. Kuratowski [11].
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donn\’ee \‘a la base $N$ , et $\mathfrak{F}_{\alpha}$ des familles des fonctions d\’efinies par

$\mathfrak{F}_{\alpha}=H_{N}(\sum_{\beta<\alpha}\mathfrak{F}_{\alpha})$ pour $\alpha<\Omega$ .
Supposons de plus que $\mathfrak{F}_{\beta}$ Sii $\mathfrak{F}_{\alpha}$ pour $\beta<\alpha$ . Connaissant une fonction
universelle de $\mathfrak{F}_{0}$ , construire par l’induction transfinie une fonction
universelle de la $famille\sum_{\alpha<\Omega}\mathfrak{F}_{\alpha}$ , et \’evaluer la classe de cette fonction
universelle. Nous en donnerons un exemple avant de prouver le
th\’eor\‘eme.

Soient $s$ une variable parcourant l’ensemble des nombres irration-
nels entre $0$ et 1, $x$ une autre variable parcourant l’ensemble des
nombres r\’eels, et 7“‘ la famille des fonctions $f(x)$ continues sup\’erieure.
ment \‘a valeurs r\’eelles. Soit $\mathfrak{S}(s, x)$ une fonction universellel1) pour la
famille $r_{;}$ c’est.\‘a-dire nous supposons que la fonction $\mathfrak{S}(s, x)$ satisfait
aux conditions suivantes:

$1^{o}\mathfrak{S}(s, x)er^{\prime}$ pour toute valeur de $s$ irrationnel de $(0,1)$ ,
$2^{o}$ quelque soit $f(x)\in r^{J}$ , il existe au moins une valeur $s_{0}$ de $s$ telle

qu’on ait $f(x)=\mathfrak{S}(s_{0}, x)$ .
Pour tout nombre $t$ de $\mathcal{E}$, d\’esignons par $t^{(n)}$ le nombre de $\mathcal{E}$ d\’efini

comme il suit:
(2.4) s’il existe dans $M_{t}$ un $r_{k}\geqq r.$ , l’ensemble $M_{t^{(n)}}$ se compose des $r_{i}$

tels que $r_{i}<r_{n}$ et $r_{i}eM_{t}$ ; dans le cas contraire $l^{(n)}=0$.
On voit sans peine que $t^{(n)}$ est une fonction de Baire de $t$ qui

satisfait \‘a la condition (2.2) pour $f_{n}(t)$ . Puis, pour tout nombre

irrationnel $ s=\frac{c_{1}}{2}+\frac{c_{2}}{2^{Q}-}+\cdots+\frac{c_{i}}{2^{i}}+\cdots$ ( $c_{i}=0$ ou 1) entre $0$ et 1, posons

$ s_{(n)}=\frac{c_{2^{n-1}}}{2}+_{2}^{C- 1}\frac{n}{2}-+\cdots+^{\underline{C_{2n}-}1_{\frac{(2i-}{2^{i}}+}}\cdot 1_{-})\ldots$ $(n=1,2,\cdots)$ .

Alors, $s_{(n)}$ est une fonction continue de $s$ . Nous posons

$\Phi(0, s, x)=\mathfrak{S}(s, x)$

$\Phi(t, s, x)=\varlimsup_{n\rightarrow\infty}\Phi(t^{(n)}, s_{(n)}, x)$ pour $ 0<\overline{t}<\Omega$ .
Evidemment, la fonction $\Phi(t, s, x)$ ainsi d\’efinie satisfait \‘a toute

supposition du th\’eor\‘eme.

11) Il existe une fonction universelle pour la famille 7“ ; $p$ . ex. voir M. Kond\^o [3].
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\S 3. D\’emonstration du th\’eor\‘eme

Pour d\’emontrer notre th\’eor\‘eme, citons d’abord quelques notations
introduites par Kuratowski-von Neumann12).

Faisons correspondre \‘a tout syst\‘eme fini des entiers positifs $k_{1}$,
$k_{2},\cdots,$ $k_{n}(n\geqq 0)$ un entier non n\’egatif $p_{k_{1}k_{2}\cdots kn}$ , et d\’esignons par $P$ le
syst\‘eme infini $(p, p_{1}, p_{l},\cdots, p_{n},\cdots, p_{k_{1}k_{2}\cdots k_{n}},\cdots)$ . Evidemment l’ensemble $\mathfrak{P}$

de tous les syst\‘emes $P$ est \’equivalent topologiquement \‘a l’espace de
toutes les suites infinies des entiers non n\’egatifs, ainsi \‘a l’espace de
tous les nombres irrationnels (par rapport \‘a la topologie faible d\’efinie
sur le produit cart\’esien d’un nombre infini d\’enombrable des ensembles
discret). Nous pouvons alors appliquer les th\’eor\‘emes de Kuratowski-
Tarskil3) dans l’espace $\mathcal{E}\times S\times X\times \mathfrak{P}$

D\’esignerons par $S_{k_{1}k_{2}\cdots k_{n}}(P)$ la suite $(p_{k_{1}k_{2}\cdots k_{2}I}, p_{k_{1}k_{2}\cdot\cdot kn2},\cdots)$ , et on
posera $S(P)=(p_{1}, p_{2},\cdots)$ . Quelque soit le syst\‘eme $(k_{1}, k_{2},\cdots k_{n})$, il est
\’evident que $p_{k_{1}k_{2}\cdots k_{n}}$ et $S_{k_{1}k_{2}\cdot\cdot k_{n}}(P)$ sont continues de $P$. Puis, comme
dans le m\’emoire [10], poserons $t^{n}=f_{n}(t),$ $t^{k_{1}k_{2}\cdots kn}=f_{kn}(\cdots(f_{k_{2}}(f_{k_{1}}(t)))\cdots),$ $s_{n}$

$=g_{n}(s)$ et $s_{k_{1}k_{2}\cdots k_{n}}=g_{kn}(\cdots(g_{k_{2}}(g_{k_{1}}(s)))\cdots)$ . Alors, si les fonctions $f_{n}(t)$ et
$g_{n}(s)$ sont de Baire, il en est de m\^eme des fonctions $t^{k_{1}k_{2}\cdot\cdot kn}$ et $s_{k_{1}k_{2}\cdots kn}$ .

Pour simplifier les descriptions, on d\’esignera par $H$ un syst\‘eme
fini quelconque d’entiers positifs $k_{1},$ $k_{2},\cdots,$ $k_{n}(n\geqq 0)$ et on posera $|P,$ $H|$

$=(p_{k_{1}}, p_{k_{1}k_{2}},\cdots, p_{k_{1}k_{2}\cdot\cdot/n})$ . Particuli\‘erement, pour $n=0$ , nous poserons
$|P,$ $ H|=\theta$ (nul), $p_{H}=p,$ $t^{|P.H|}=t$ et $s_{|P.H|}=s$ .

Maintenant, nous d\’efinissons les sous-ensembles $E_{H},$ $F_{H}$ et $T$ dans
$\mathcal{E}\times \mathfrak{P}$ comme il suit:

(3.1) $E_{H}=E_{t}n_{P}s_{)}(.[(p_{H}\neq 0)\cdot(t^{|P.H1}=0)]$ ,

(3.2) $F_{H}=Ens(l.P)[(p_{H}\neq 0)\cdot(t^{|P.H|}\neq 0)]$ ,

et

(3.3) $T=Ens(t.P)[\prod_{H}\{(t, P)\in F_{H}\rightarrow\grave{S}_{H}(P)\in N\}]$ .

12) Voir C. Kuratowski et J. von Neumann, [10].

13) Voir C. Kuratowski et A. Tarski, [6].
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Posons

(3.4) $T^{(t)}=Proj_{P}[T\cap(\{t\}\times \mathfrak{P})]$ .

Les ensembles $E_{H}$ et $F_{H}$ sont alors mesurables (B) relativement \‘a
$\mathcal{E}\times \mathfrak{P}$ , et l’ensemble $T$ est analytique relativement \‘a $\mathcal{E}\times \mathfrak{P}$ .

LEMME 1. Pour tout point $l$ de $\mathcal{E}$, il existe au moins un point $P$

de $T^{(t)}$ tel qu’on ait $p\neq 0$ .
En effet, nous pouvons le v\’erifier par l’induction transfinie par

rapport \‘a $\overline{t.}$ Si d’abord $t=0$ , soit $P^{0}$ un syst\‘eme d\’efini par:

(3.5) $\left\{\begin{array}{l}p_{0}=entierpositifquelconque,\\p_{H}=o pourtoutH\neq\theta.\end{array}\right.$

Evidemment, on a $(0, P^{0})\overline{\in}F_{H}$ pour tout $H$, et donc, d’apr\‘es la
d\’efinition (3.3), $(0, P^{0})$ appartient \‘a l’ensemble $T$. D’apr\‘es (3.4), on a
$P^{0}\in T^{(0)}$ .

Ensuite, soit $\overline{t}=\alpha>0$ et supposons qu’il existe au moins un point
$P$ o\‘u $p\neq 0$ de $T^{(t)}$ pour tout nombre $\overline{t}<\alpha$ . Choisissons un nombre
$\nu=(n_{1}, n_{2},\cdots)$ pasmi l’ensemble $N$, et consid\’erons le nombre $t^{n_{k}}$ pour
$ k=1,2,\cdots$ . Nous avons $\overline{t^{n_{k}}}<\overline{t}=\alpha$ par la d\’efinition. D’o\‘u, nous pouvons
prendre un \‘a un point $P^{k}=(pkp_{1}^{h}, p_{2}^{b},\cdots, p_{n}^{k},\cdots, p_{k_{1}k_{2}\cdots kn}^{k},\cdots)$ o\‘u $p^{k}=n_{k}$

parmi $T^{(t_{n_{k)}}}$ pour tout $k$ . Nous d\’efinissons de nouveau un point $P$

comme il suit:

$)p=entier$ positif quelconque,
(3.6)

$\backslash p_{k_{1}}=_{2}n_{k}(_{p_{kk\cdots kn}=p_{k_{2}\cdots kn}^{k_{1}}}$

pour $n\geqq 2$ .

Nous avons alors

(3.7) $S(P)=(p_{1}, p_{2},\cdots)=(n_{1\prime}n_{2},\cdots)\in N$ .

Maintenant, pour un syst\‘eme $H=(k_{1}, k_{2}\ldots., k_{n})(n\geqq 1)$ quelconque,
supposons

(3.8) $(t, P)\in F_{H}$, c’est.\‘a.dire $p_{H}\neq 0$ et $t^{|P.H|}\neq 0$ .
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$=t^{n_{k_{1}}P^{k}H}P_{1}ar_{1},(3_{1}.6)$

, on a $p_{H}=p_{H^{1}}^{k}$, et $t^{1P,H|}=t^{p_{k_{1}}p_{k_{1}k_{2}}\ldots p_{k_{1}t_{2}\cdot\cdot k_{n}}}=t^{n_{k_{1}k_{2}k_{2}\cdots kn}}p^{k_{1}}\cdot p^{k_{1}}$

o\‘u $H^{\prime}$ est le syst\‘eme tel qu’on ait $H=(k_{1}, H^{\prime})$ . Ainsi, il
r\’esulte $(t^{n_{k_{1}}}, P^{k_{1}})e_{-}F_{H^{\prime}}$ par les d\’efinitions; ce qui entraine, d’apr\‘es notre
supposition, $S_{H},$ $(P^{k_{1}})eN$. Or, on a $S_{H/}(P^{k_{1}})=(p_{H^{1}1}^{k}, p_{H2}^{k_{1}},\cdots)=(p_{k_{1}H^{\prime}1}$ ,
$P_{k_{1}H^{\prime}2},\cdots)=(p_{H1}, p_{H2},\cdots)=S_{H}(P)$ . Alors, la formule (3.8) implique

(3.9) $S_{H}(P)eN$.

Ce fait et (3.7) nous indiquent $(t, P)\in T$ par la d\’efinition (3.3).
Par cons\’equent, nous avons $P\in T^{(t)}$ .

$c.q$ . $f$ . $d$ .
Ceci \’etabli, nous allons d\’efinir une fonction $\Psi(t, s, x)$ sur l’espace

$e\times S\times X$. Posons d’abord

(3.10) $\psi_{H}(t, P, s, x)=\left\{\begin{array}{l}Q(s_{|P.Hl},x) lorsque(t,P)\in E_{H},\\+\infty 1orsque(t,P)\overline{\in}E_{H},\end{array}\right.$

Alors, la fonction $\psi_{H}(t, P, s, x)$ ainsi d\’efinie est une fonction de
Baire par rapport aux variables $t,$ $P,$ $s$ et $x$ . Pour le voir, il suffit de
montrer que l’ensemble

(t.P.s. $x$ )
Ens $[\psi_{H}(t, P, s, x)>r]$ est mesurable (B)

relativement \‘a $\mathcal{E}\times \mathfrak{P}\times S\times X$ pour tout nombre rationnel $r$. En effet, on
voit sans peine

$(t.P..x)En_{s}s[\psi_{H}(t, P, s, x)>r]=\{(E_{H}\times S\times X)\cap(\mathcal{E}\times_{(P.s}Ens_{x)}(Q(s_{|P.H|}, x)>r))\}$

$\cup(CE_{H}\times S\times X)^{14)}$

et l’ensemble \’ecrit au membre droit de cette \’egalit\’e est mesurable (B)
relativement \‘a $\mathcal{E}\times \mathfrak{P}\times S\times X$. Ensuite, nous posons

(3.11) $\Psi(t, P, s, x)=\left\{\begin{array}{l}b_{H}i.\psi_{H}(t,P,s,x) 1orsquep\neq o,\\-\infty 1orsquep=0.\end{array}\right.$

Alors, la fonction $\Psi(t, P, s, x)$ est une fonction de Baire par rapport
aux variables $t,$ $P,$ $s$ et $x$, puisque la borne inf\’erieure d’une infinit\’e

14) D\’esignons par $CE_{H}$ l’ensemble compl\’ementaire de $E_{H}$ par rapport a $\mathcal{E}x\mathfrak{P}$ .
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d\’enombrable au plus des fonctions de Baire est une fonction de m\^eme
classe. Soit, finalement,

(3.12) $\Psi(t, s, x)=b.S.\Psi_{)}(t, P, s, x)PcT^{(t}$

LEMME 2. La fonction $\Psi(t, s, x)$ est une fonction proiective de la
classe A d\’efinie sur l’espace $\mathcal{E}\times S\times X$.

Pour le d\’emontrer, il suffit de voir que l’ensemble $(t.sx)En.s[\Psi(t, s, x)$

$>r]$ est analytique relativement \‘a $\mathcal{E}\times S\times X$ pour tout nombre ration-
nel $r$. En effet, soit $r$ un nombre rationnel quelconque et consid\’erons
$D_{r}=_{(t..x}E_{l}ns_{)}[\Psi(l, s, x)>r]$ . Or, nous avons

(3.13) $\Psi(l, s, x)>r$

. $\equiv$ . $\sum_{P}[(P\in T^{(l)})\cdot(\Psi(l, P, s, x)>r)]$

. $\equiv$ . $\sum_{P}[((t, P)\in T)\cdot(\Psi(t, P, s, x)>r)]$ .

Nous avons vu pr\’ec\’edemment que l’ensemble $T$ est analytique
relativement \‘a $\mathcal{E}\times \mathfrak{P}$ et $\Psi(t, P, s, x)$ est de Baire sur $\mathcal{E}\times \mathfrak{P}\times S\times X$, et
donc, les ensembles $(t.P.s.x)Ens[(t, P)eT],$ $(t,P.sx)Ens.[\Psi(t, P, s, x)>r]$ sont

respectivement analytique et mesurable (B) relativement \‘a $\mathcal{E}\times \mathfrak{P}\times S\times X$.
D’o\‘u, l’ensemble $D_{r}$ est analytique relativement \‘a celui-ci.

$c$ . $q$ . $f$. $d$ .
Or, nous avons le lemme suivant:
LEMME 3. La fonction $\Phi(t, s, x)$ d\’efinie par (2.3) coincide parfaite-

ment avec la fonction $\Psi(t, s, x),$ $C^{)}est\cdot\grave{a}\cdot dire$, on a

(3.14) $\Phi(t, s, x)=\Psi(t, s, x)$

sur l’espace $\mathcal{E}\times S\times X$.
$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$ . Soit $t\in \mathcal{E}$. Nous prouvons notre lemme par

l’induction transfinie par rapport \‘a $\sim t$. En premier lieu, on a

(3.15) $\Phi(t, s, x)\leqq\Psi(t, s, x)$ .

D’abord, soit $t=0$. On a $\Phi(0, s, x)=Q(s, x)$ par la d\’efinition (2.3),
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D’autre part, prenons un point $P^{0}$ de $\mathfrak{P}$ d\’efini par (3.5). Pour $ H=\theta$ ,
comme on a \’evidemment $(0, P^{0})\in E$ , on a

(3.16) $\psi(0, P^{0}, s, x)=Q(s, x)$ ,

or, pour $ H\neq\theta$, comme on a $(0, P^{0})\overline{\in}E_{H}$ par la d\’efinition de $P^{0}$, on a

(3.17) $\psi_{H}(0, P^{0}, s, x)=+\infty$ .

D’apr\‘es (3.16) et (3.17), nous avons

$Q(s, x)=b_{H}i$ . $\psi_{H}(0, P^{0}, s, x)=\Psi(O, P^{0}, s, x)$ .

Or, d’apr\‘es le lemme 1, $P^{0}$ appartient \‘a $T^{(0)}$, nous avons donc

$Q(s, x)\leqq_{PT^{(0)}}b_{\epsilon}.s.\Psi(0, P, s, x)=\Psi(0, s, x)$ .

Par suite, nous avons $\Phi(0, s, x)\leqq\Psi(O, s, x)$ .
Ceci \’etabli, soit $\overline{t}=\alpha>0$ et supposons que la formule (3.15) est

valable pour $t=t^{\prime}$ , si $\overline{t}<\alpha$ .

Si $\Phi(t, s, x)=-\infty$ , il est \’evident que $\Phi(t, s, x)\leqq\Psi(t, s, x)$ . Donc,
nous supposons que $\Phi(t, s, x)\neq-\infty$ .

Soit $z$ un nombre r\’eel arbitraire tel qu’on ait

(3.18) $z<\Phi(t, s, x)$ .
D’apr\‘es la d\’efinition (2.3), nous avons:

$z<\Phi(t, s, x)$ . $\equiv$ . $z<b_{\nu\epsilon}s_{N}(b_{k}i. \Phi(t^{n_{k}}, s_{n_{k}}, x))$

. $\equiv$ . $\sum_{v}[(\nu eN)\cdot(z<b_{k}i. \Phi(t^{n_{k}}, s_{n_{k}}, x))]$

. $\Rightarrow$ . $\sum_{\nu}[(\nu\in N)\cdot\prod_{k}(z<\Phi(t^{n_{k}}, s_{n_{k}}, x))]$ .

Comme on a $\overline{t^{n_{k}}}<\overline{t}=\alpha$ , il est $\Phi(t^{n_{k}}, s_{n_{k}}, x)\leqq\Psi(t^{n_{k}}, s_{n_{k}}, x)$ par la sup.
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position. Donc, il existe un nombre $\nu$ de $N$ tel qu’on ait

(3.18) $z<\Psi(t^{n_{k}}, s_{n_{k}}, x)$

pour tout $k$ . Or, d’apr\‘es les d\’efinitions (3.12), (3.11) et (3.10), nous
avons:

$z<\Psi(t^{n_{k}}, s_{n_{k}}, x)$ . $\equiv$ .
$z<_{P\epsilon T^{(t^{\prime_{k}}}}b.s.\Psi_{)}(t^{\iota_{k}}, P, s_{n_{k}}, x)$

. $\equiv$ . $\sum_{P^{k}}[(P^{k}\in T^{(t}’)\cdot(z<\Psi(t^{n_{k}}, P^{k}, s_{n_{k}}, x))]\iota_{k)}$

$.\equiv.\sum_{P^{k}}[(P^{k}\in T^{(t^{n_{k}})})\cdot(pk\neq 0)\cdot(z<b_{H}i.\psi_{H}(t^{n_{k}}, P^{k}, s_{n_{k}}, x))]$

. $\Rightarrow$ . $\sum_{P^{k}}[(P^{k}\in T^{(t^{\nu_{k}})})\cdot(pk=n_{k})\cdot\Gamma I(z<\psi_{H}(t^{n_{k}}, P^{k}, s_{n_{k}}, x))]$ .

Donc, il existe un nombre $\nu$ de $N$ et une suite infinie $\{P^{k}\}(k=1,2,\cdots)$

des points de $\mathfrak{P}$ tels qu’on ait

(3.20) $p^{k}=n_{k},$
$P^{k}\in T^{(t^{n_{k)}}}$

et

(3.21) $z<\psi_{H}(t^{n_{k}}, P^{k}, s_{n_{k}}, x)$ pour tout $H$ ( $\theta$ ou non).

Puis, d\’esignons par $P$ un point de $\mathfrak{P}$ d\’efini par (3.6) du lemme 1.
D’apr\‘es le lemme 1 et (3.20), nous avons \’evidemment $P\in T^{(t)}$ . Main-
tenant, consid\’erons le cas o\‘u $ H\neq\theta$ . Si l’on a

(3.22) $(t, P)eE_{H}$ pour $H=(k_{1}, k_{2},\ldots, k_{n})$ ,

nous avons par $|P,$ $H|=n_{k_{1}}|P^{k_{1}},$ $H^{\prime}|$ et la d\’efinition de $\psi_{H}$

(3.23) $\psi_{H}(t, P, s, x)=Q(s_{1P.H1}, x)=Q(s_{n_{k_{1}}|P^{k_{1}},H^{\prime}|}, x)$ ,

o\‘u $H^{\prime}$ est le syst\‘eme tel qu’on ait $H=(k^{\prime}H^{\prime})$ . D’autre part, en vertu
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de (3.22) et (3.1), il r\’esulte que $(t^{n_{k_{1}}}, P^{k_{1}})\in E_{H^{\prime}}$ . Nous avons alors par
(3.10)

$\psi_{H^{\prime}}(t^{n_{k_{1}}}, P^{k_{1}}, s_{n_{k}}, x)=Q(s,_{k_{1}^{1P^{k_{1}}}},, x)w^{H^{\prime}I}$,

Cette \’egalit\’e et (3.23) nous donne

(3.24) $\psi_{H}(t, P, s, x)=\psi_{H^{\prime}}(t^{n_{k_{1}}}, P^{k_{1}}, s_{n_{k_{1}}}, x)$ .

Si l’on a

(3.25) $(t, P)\overline{\in}E_{H}$ , c’est-\‘a.dire $p_{H}=0$ ou $t^{1P.H1}\neq 0$,

nous avons, d’apr\‘es (3.10),

(3.26) $\psi_{H}(t, P, s, x)=+\infty$ .
D’autre part, en vertu de (3.25), il r\’esulte qu’on a $p_{H^{\prime}}^{k_{1}}=p_{H}=0$ ou
$t^{n_{k_{1}}|Pk_{1}.H^{J}|}=t|pH|\neq 0$ , c’est.\‘a.dire $(t^{n_{k_{1}}}, P^{k_{1}})\overline{\in}E_{H},$ , et donc, d’apr\‘es (3.10),
nous voyons

$\psi_{H^{\prime}}(t^{n_{k_{1}}}, P^{k_{1}}, s_{n_{k_{1}}}, x)=+\infty$ .

Ce fait et (3.26) nous donnent (3.24). Par suite, si $H$ n’est pas
vide, nous avons toujours la formule (3.24). Ainsi, d’apr\‘es (3.21),
nous avons $z<\psi_{H}(t, P, s, x)$ .

Si $ H=\theta$ (c’est-\‘a-dire $n=0$), nous avons $(t, P)\overline{\in}E$ par notre supposi-
tion et la d\’efinition (3.1), et donc $\psi(t, P, s, x)=+\infty$ par (3.10). Par
cons\’equent, nous avons

(3.27) $z<\psi_{H}(t, P, s, x)$ pour tout $H$ ( $\theta$ ou non),

ce qui entraine $z\leqq b_{H}i$ . $\psi_{H}(t, P, s, x)$ . Or, d’apr\‘es la d\’efinition de $P$,

nous avons $p\neq 0$ , et donc $z\leqq\Psi(t, P, s, x)$ par la d\’efinition (3.11). De
plus, la formule $P\in T^{(t)}$ nous donne $z\leqq_{P\epsilon T^{(l)}}b.s.\Psi(t, P, s, x)$

, et d’o\‘u,
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(3.28) $z\leqq\Psi(t, s, x)$

d’apr\‘es la d\’efinition (3.12).
Ainsi, l’in\’egalit\’e (3.18) implique l’in\’egalit\’e (3.28), et il en r\’esulte

que $\Phi(t, s, x)\leqq\Psi(t, s, x)$ par (1.2).
Par cons\’equent, l’in\’egalit\’e (3.15) a \’et\’e comp\‘etement d\’emontr\’ee.
D’autre part, on a

(3.29) $\Psi(t, s, x)\leqq\Phi(t, s, x)$ .

Pour le voir, supposons d’abord $t=0$ . Soit $P$ un point quelconque
de $T^{(0)}$ . Si $p\neq 0$ , nous avons \’evidemment $(O, P)\in E$ pour $ H=\theta$ , et
d’o\‘u, d’apr\‘es la d\’efinition (3.10), $\psi(0, P, s, x)=Q(s, x)$ . Nous avons alors
$b_{H}i$ . $\psi_{H}(0, P, s, x)\leqq Q(s, x)$ , et donc, $d^{\prime}apr\text{\‘{e}} s(3.11),$ $\Psi(0, P, s, x)\leqq Q(s, x)$ .
Puis, si $p=0$ , d’apr\‘es (3.11) nous avons $\Psi(0, P, s, x)=-\infty$ . Ainsi, nous
avons toujours $\Psi(0, P, s, x)\leqq Q(s, x)$ pour tout $P$ de $T^{(0)}$ , et il en
r\’esulte que

$PeT^{(0)}b.s.\Psi(0, P, s, x)\leqq Q(s, x)$ .

Nous avons alors $\Psi(0, s, x)\leqq Q(s, x)$ par la d\’efinition (3.12). Or,
d’apr\‘es la d\’efinition (2.3) de la fonction $\Phi$ nous avons $\Phi(0, s, x)=Q(s, x)$ ,
et ainsi,

$\Psi(0, s, x)\leqq\Phi(0, s, x)$

est v\’erifi\’ee.
Ceci \’etabli, soit $\overline{t}=\alpha>0$ et supposons que la formule (3.29) est

valable pour $t=t^{\prime}$ , si $ l^{\prime}<\alpha$ .
Si $\Psi(t, s, x)=-\infty$ , il est \’evident que $\Psi(t, s, x)\leqq\Phi(t, s, x)$ . Nous

supposons donc $\Psi(t, s, x)\neq-\infty$ .
Soit $z$ un nombre r\’eel arbitraire tel qu’on ait

(3.30) $z<\Psi(t, s, x)$ .

D’apr\‘es les d\’efinitions (3.12), (311) et (3.10), nous avons:
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$z<\Psi(t, s, x)$ . $\equiv.z<_{P\epsilon T}b.s_{(t)}\Psi(t, P, s, x)$

. $\equiv.\cdot\sum_{P}[(P\in T^{(t)})\cdot(z<\Psi(t, P, s, x))]$

. $\equiv$ . $\sum_{P}[(P\in T^{(t)})\cdot(p\neq 0)(z<b_{H}i.\psi_{H}(t, P, s, x))]$

$.\Rightarrow$ . $\sum_{P}$
[ $(P\in T^{(t)})\cdot(p\neq 0)\cdot$ II $(z<\psi_{H}(t,$ $P,$ $s,$ $x))$].

Alors, il existe un point $P$ de $\mathfrak{P}$ tel qu’on ait

(3.31) $p\neq 0,$ $P\in T^{(t)}$,

et

(3.32) $z<\psi_{H}(t, P, s, x)$ pour tout $H$ ( $\theta$ ou non).

(3.31) entraine, quelque soit le syst\‘eme $H$,

(3.33) $(t, P)\in F_{H}\rightarrow S_{H}(P)\in N$

par les d\’efinitions (3.4) et (3.3). Soit en particulier $ H=\theta$. En vertu
de $p\neq 0$ et $t^{|P.H|}=t\neq 0$, on a $(t, P)\in F$ par la d\’efinition (3.2). D’o\‘u,
puisque la pr\’emisse de l’implication logique (3.33) est remplie, nous
avons

(3.34) $S(P)=(p_{1},p_{2},\cdots)eN$ ,

et donc

(3.35) $p_{n}\neq 0(n=1,2,\cdots)$ .

Ensuite, d\’efinissons $P^{n}(n=1,2,\cdots)$ comme il suit:

(3.36) $\left\{\begin{array}{lll} & & p^{n}=p_{n}\\ & & p_{H}^{\eta}=p_{nH},\end{array}\right.$

et consid\’erons $t^{p^{n}}$ pour $P^{n}(n=1,2,\cdots)$ . Soit $H$ ( $\theta$ ou non) un syst\‘eme
arbtraire, et supposons



114 T. TUGU\’E

(3.37) $(t^{p^{n}}, P^{n})\in F_{H}$ c’est.\‘a-dire $p_{H}^{n}\neq 0,$ $t^{p^{n}|P^{n}.H^{1}}\neq 0$ .

Evidemment, comme on a $p_{H}^{n}=p_{nH}$ et $t^{p^{n}|P^{\prime\prime}.H|}=t^{|P.\prime\iota H|}$ , il r\’esulte que
$(t, P)\in F_{nH}$ par (3.2), ce qui donne $S_{nH}(P)\in N$ parce que $(t, P)\in T$.
Par suite, la supposition (3.37) $entra^{\wedge}1ne$

(3.38) $S_{H}(P^{n})\in N$ ,

parce que $S_{nH}(P)=S_{H}(P^{n})$ .

Ici, comme $H$ est donn\’e arbitrairement, nous avons $(t^{p^{n}}, P^{n})eT$

$(n=1,2,\cdots)$ , \‘a savoir

(3.39) $P^{n}eT^{(t^{p^{n}})}$ pour $ n=1,2,\cdots$ .

De plus, nous avons

(3.40) $\psi_{H}(t^{p^{\eta}}, P^{n}, s_{p^{n}}, x)=\psi_{nH}(t, P, s, x)$

pour tout $H$ et $ n=1,2,\cdots$ . En effet, si l’on a

(3.41) $(t^{pn}, P^{n})\in E_{H}$ ,

nous voyons

(3.42) $\psi_{H}(t^{p^{n}}, P^{n}, s_{p^{n}}, x)=Q(s_{p^{n}|P^{n}.H|}x)=Q(s_{|P.nH|}, x)$

par la d\’efinition de $\psi_{H}$ . D’autre part, puisqu’on a $(t, P)\in E_{nH}$ en vertu
de (3.41) et (3.36), nous avons

$\psi_{nH}(t, P, s, x)=Q(s_{1P.nHI}, x)$ .

Par cons\’equent, cette \’egalit\’e et (3.42) nous donnent (3.40). Si l’on a

(3.43) $(t^{p^{n}}, P^{n})\overline{\in}E_{H}$ c’est-\‘a.dire $p_{H}^{n}=0$ ou $t^{p^{n}1P^{n}.H/}\neq 0$,
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nous voyons

(3.44) $\psi_{H}(t^{p^{n}}, P^{n}, s_{pn}, x)=+\infty$

par la d\’efinition de $\psi_{H}$ . D’autre part, en vertu de (3.43) et (3.36), il
r\’esulte que $p_{nH}=0$ ou $t^{1P.nH^{/}}\neq 0$ c’est.\‘a-dire $(l, P)\overline{e}E_{nH}$ , donc, nous
avons aussi $\psi_{nH}(t, P, s, x)=+\infty$ . Ce fait et (3.44) implique (3.40).
Ainsi, l’\’egalit\’e (3.40) a \’et\’e compl\‘etement \’etablie.

Or, en vertu de (3.32), nous avons
$z<\psi_{nH}(t, P, s, x)$ pour tout $H$ ( $\theta$ ou non) et $ n=1,2,\cdots$ .

Donc, d’apr\‘es (3.40), il r\’esulte que

$z<\psi_{H}(t^{p^{n}}, P^{n}, s_{p^{n}}, x)$ pour tout $H$ ( $\theta$ ou non) et $ n=1,2,\cdots$ ,

d’o\‘u, $z\leqq b_{\dot{H}}i$ . $\psi_{H}t^{p^{\prime\prime}},$
$P^{n},$ $s_{pn},$ $x$) pour $ n=1,2,\cdots$ .

Or, puisque $p^{n}$ est positif d’apr\‘es (3.36) et (3.35), on a

$z\leqq\Psi(t^{p^{n}}, P^{n}, s_{p^{n}}, x)$ pour $n=1,2,$ $\cdots$ ,

par la d\’efinition (3.11). Alors, (3.39) nous donne

$z\leqq_{P^{n(p_{n}}}b_{\epsilon T}s_{t}.\Psi_{)}(t^{p^{n}}, P^{n}, s_{p^{n}}, x)$ pour $ n=1,2,\cdots$ ,

ce qui entraine

(3.45) $z\leqq\varphi(t^{p^{n}}, s_{p^{n}}, x)$ pour $ n=1,2,\cdots$

par la d\’efinition (3.12). De plus, puisqu’on a $\overline{t^{p^{n}}}<\overline{t}=\alpha(n=1,2,\cdots)$ ,
d’apr\‘es les d\’efinitions nous avons

$\Psi(t^{p^{n}}, s_{p^{n}}, x)\leqq\Phi(t^{p^{n}}, s_{p^{n}}, x)$ pour $ n=1,2,\cdots$

par notre supposition.

Donc, d’apr\‘es (3.45), nous avons $ z\leqq\Phi$ ( $t^{p^{n}},$

$s_{p^{n}}$ , Z) pour $ n=1,2,\cdots$ ,
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et il en r\’esulte que $z\leqq b_{i}.i$ . $\Phi(t^{p^{n}}, s_{p^{n}}, x)$ . Alors, d’apr\‘es (3.34) et les
d\’efinitions (3.36) et (2.3), nous avons

(3.46) $z\leqq_{\nu}\acute{b}_{\epsilon}.s_{N}(b_{i}.i. \Phi(t^{p^{r}}, s_{p^{n}}, x))=\Phi(t, s, x)$ .

Ainsi, l’in\’egalit\’e (3.30) implique (3.46), il en r\’esulte que $\Psi(t, s, x)$

$\leqq\Phi(t, s, x)$ .
Par cons\’equent, l’in\’egalit\’e (3.29) a \’et\’e compl\‘etement \’etablie, et

nous avons l’\’egalit\’e (3.14) sur l’espace $\mathcal{E}\times S\times X$ par (3.15) et (3.29).
$c$ . $q.f$. $d$ .

L’ensemble $\mathcal{E}$ (c’est \‘a-dire $E_{t}ns[t<\Omega]$ ) \’etant compl\’ementaire analyti-

que, il r\’esulte des lemmes 2 et 3 que la fonction $\Phi(t, s, x)$ d\’efinie par
(2.3) est une fonction projective de la classe $A$ d\’efinie sur un ensemble
compl\’ementaire analytique. Pour compl\’eter la d\’emonstration de la
premi\‘ere partie de notre th\’eor\‘eme, il suffit de prouver le lemme
suivant:

LEMME 4. L’image g\’eom\’etrique d’une fonclion proiective de la
classe A d\’efinie sur un ensemble compl\’ementaire analytique $D$ est un
ensemble $A_{\rho}$ .

Soit $f$ une fonction projective de la classe $A$ d\’efinie sur $D$ , et pour
simplifier notre d\’emonstration, consid\’erons le cas o\‘u $f$ est une fonction
d’une seule variable $x$.

D\’efinissons $D_{r}$ et $D_{r}^{*}$ . pour tout nombre rationnel $r$, comme suit:

(3.47) $D,=En_{x}s[f(x)>r]$ ,

(3.48) $D_{r}^{*}=En_{x}s[f(x)\geqq r]$ .

D’apr\‘es la supposition sur $f$, l’ensemble $D_{r}$ est un ensemble
analytique relativement \‘a $D$ quelque soit le nombre rationnel $r$. Donc,
il en est de m\^eme pour l’ensemble $D_{r}^{*}$ , parce que nous avons

$D_{r}^{*}=E_{x}ns[f(x)\geqq r]=E_{\chi}ns[\prod_{n}(f(x)>r-\frac{1}{n})]$

$=_{n}1_{-}^{\infty}I_{1}\{E_{X}ns[f(x)>r-\frac{1}{n}]\}_{n-1}=1^{\infty}ID_{r_{n}}-1$
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Maintenant, d\’esignons par $I$ l’image g\’eom\’etrique de $f$ :

(3.49) $I=Ens(x.y)[y=f(x)]$ ,

et posons

(3.50) $J_{r}=E_{\chi}n_{y}s_{)}([y<r]$ ,

(3.51) $\Delta=\sum_{r\epsilon R}[(D_{r}\times Y)\cap J_{r}]$ ,

et

(3.52) $\Delta^{*}=\prod_{r\epsilon R}[(D_{r}^{*}\times Y)\cup J_{r}]$

o\‘u $R$ est l’ensemble de tous les nombres rationnels $r$ et $Y$ est celui de
tous les nombres r\’eels $y$ . Les ensembles $\Delta$ et $\Delta^{*}$ sont alors analytiques
relativement \‘a $D$ . Or, nous avons

(3.53) $I=\Delta^{*}\cap c_{\Delta}$ ,

o\‘u $ C\Delta$ est l’ensemble compl\’ementaire de $\Delta$ par rapport \‘a $D\times Y$.
En effet, prenons un \’el\’ement $(x,y)$ appartenant \‘a $I$ et soit $r$ un

nombre rationnel arbitraire. D’apr\‘es (3.49), on a $y=f(x)$ , d’o\‘u nous
pouvons distinguer les deux cas suivants: $y\geqq r$ et $y<r$. Si $y\geqq r$,
il s’en suit $f(x)\geqq r$, donc, $x$ appartient \‘a $D_{r}^{*},$ et ainsi

(3.54) $(x,y)\in(D_{r}^{*}\times Y)\cup J,$. .

D’autre part, si $y<r$, il s’en suit $(x,y)eJ_{r}$ , donc, nous avons (3.54).
Ainsi, nous avons toujours (3.54) pour tout nombre rationnel $r$. D’apr\‘es
(3.52), il en r\’esulte que $(x,y)\in\Delta^{*}$ . Pour ce cas, supposons que $(x, y)\in$

$\Delta$ . D’apr\‘es (3.51), il existe un nombre rationnel $r$ tel qu’on ait

$(x,y)e(D_{r}\times Y)\cap J_{r}$ .

Nous avons alors en m\^eme temps $f(x)>r$ et $y<r$, et donc $y<f(x)$ ,
ce qui est contradictoire \‘a $y=f(x)$ . Donc, l’\’el\’ement $(x,y)$ ne peut pas
appartenir \‘a l’ensemble $\Delta$ ; par cons\’eqent, il r\’esulte que $(x,y)\in\Delta^{*}\cap c_{\Delta}$ .
Nous avons donc $I\subseteqq\Delta^{*}\cap C_{\Delta}$ .
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Inversement, soit, $(x,y)\in\Delta^{*}\cap C\Delta$ , et supposons que $y\neq f(x)$ . Or,
si l’on a l’in\’egalit\’e $y>f(x)$ , nous pouvons prendre un nombre ration $\cdot$

nel $r$ tel qu’on ait $y>r>f(x)$ . Pour ce nombre $r$, nous avons en
m\^eme temps $x^{-}\in D_{r}^{*}$ et $(x,y)\overline{e}J_{r}$ par les d\’efinitions (3.48) et (3.50), il
en r\’esulte que $(x,y)_{\in}^{\sim}(D_{r}^{*}\times Y)\cup J_{r}$ : c’est-\‘a.dire, nous avons vu qu’il
existe un nombre rationnel $r$ tel que $(x,y)$ n’appartienne pas \‘a $(D_{r}^{*}\times Y)$

$\cup J_{r}$ . Pour ce cas, nous avons $(x,y)\in\Delta^{*}-$ , ce qui est contradictoire \‘a
$(x,y)\in\Delta^{*}\cap C\Delta$ . D’autre part, si l’on a l’in\’egalit\’e $f(x)>y$, il existe
un nombre rationnel $r$ tel qu’on ait $f(x)>r>y$ . Pour ce nombre $r$,
nous avons en m\^eme temps $x\in D_{r}$ et $(x, y)\in J_{r}$ , il en r\’esulte que $(x,y)$

$e(D_{r}\times Y)\cap J_{r}$ . Ainsi, pour ce cas, nous avons $(x, y)\in\Delta$ , ce qui est
contradictoire \‘a $(x, y)e\Delta^{*}\cap C\Delta$ . Donc, on ne peut pas avoir $y\neq f(x)$ ,
c’est.\‘a.dire $(x,y)$ appartient n\’ecessairement \‘a $I$. Alors, nous avons
$\Delta^{*}\cap C\Delta\subseteqq I$, et ainsi, (353) est v\’erifi\’ee.

L’ensemble $\Delta^{*}\cap C\Delta$ \’etant un ensemble $A_{\rho}$ , nous avons le lemme 4.
$c$ . $q$ . $f.d$ .

La premi\‘ere partie de notre th\’eor\‘eme est donc parfaitement
prouv\’ee.

Maintenant, en supposant que la base $N$ et sa base conjugu\’ee $N^{c}$

soient en m\^eme temps analytiques, consid\’erons la $fonction-\Phi(t, s, x)$ .
En vertu de (23), nous avons

$-\Phi(0, s, x)=-Q(s, x)$

$-\Phi(t, s, x)=-b_{\epsilon}.s_{N}(b_{k}i. \Phi(f_{n_{k}}(t), g_{n_{k}}(s), x))\nu$

$=_{\nu}b_{\epsilon}$ i. $(b_{k}s.-\Phi(f_{n_{k}}(t), g_{n_{k}}(s),$ $x$))

$=_{\mu\epsilon N^{C}}b.s.(b_{j}i.-\Phi(f_{m_{j}}(t), g_{m_{j}}(s),$
$x$)) pour $t\neq 0$ .

L’ensemble $N^{c}$ \’etant analytique et la $fonction-Q(s, x)$ \’etant de
Baire par rapport \‘a deux variables $s$ et $x$ , la $fonction-\Phi(t, s, x)$ remplit
les conditions de la d\’efinition (2.3) et de la premi\‘ere partie de notre
th\’eor\‘eme, donc la $fonction-\Phi(t, s, x)$ est une fonction projective de la
classe $A$ d\’efinie sur un compl\’ementaire analytique. Or, il est clair
que, quand $f$ est une fonction projective de la classe $A,$ $-f$ est celle de
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la classe $CA$ , il en r\’esulte que $\Phi(t, s, x)$ est une fonction projective de
la classe $CA$ .

D’autre part, $\Phi(t, s, x)$ \’etait une fonction projective de la classe $A$

d\’efinie sur un ensemble compl\’ementaire analytique. $\Phi(t, s, x)$ est donc
une fonction projective de la classe $CA$ , et en m\^eme temps, celle de
Ia classe $A$ d\’efinie sur un ensemble compl\’ementaire analytique.

Pour d\’emontrer compl\‘etement notre th\’eor\‘eme, il nous suffira donc
de prouver le lemme suivant:

LEMME. 5. L’image g\’eom\’etrique de la fonction $f$ proiective de la
classe $CA$ et, en m\^eme temps de la classe A d\’efinie sur un ensemble
compl\’ementaire analytique $D$ est un ensemble \’el\’ementaire.

Pour simplifier notre d\’emonstration, nous consid\’ererons le cas o\‘u $f$

est une fonction d’une seule variable $x$ . D’abord, l’ensemble $D_{r}^{*}$ d\’efini
par (3.48) \’etant compl\’ementaire analytique pour tout nombre rationnel
$r$, l’ensemble $\Delta^{*}$ d\’efini par (3.53) est de m\^eme classe. Puis, L’ensemble
$D_{r}$ d\’efini par (3.47) \’etant analytque relativement \‘a $D$, l’ensemble a
d\’efini par (3.51) est aussi ahalytique relativement \‘a $D\times Y$, et alors,
l’ensemble compl\’ementaire $c_{\Delta}$ de $\Delta$ par rapport \‘a $D\times Y$ est compl\’emen $\cdot$

taire analytique. Or, pour l’ensemble $I$ d\’efini par (3.49), nous avons
$I=\Delta^{*}\cap C_{\Delta}$ , et donc, l’ensemble $I$ est compl\’ementaire anlytique. D’autre
part, $D_{r}$ et aussi $\Delta$ \’etant compl\’ementaire analytique, l’ensemble $ C\Delta$ est
analytique relativement \‘a $D\times Y$, et donc, $ I=\Delta^{*}\cap C\Delta$ est un ensemble
analytique relativement \‘a un ensemble compl\’ementaire analytique,
parce que l’ensemble $\Delta^{*}$ est aussi analytique relativement \‘a $D\times Y$.

Par cons\’equent, $I-1’ image$ g\’eom\’etrique de $f$–est \’el\’ementaire.

\S 4. Application du th\’eoreme

Nous allons construire un exemple $F(t, x)$ de fonction non rep.
r\’esentable analytiquement, et en appliquant notre th\’eor\‘eme, d\’eterminer
la classe de cette fonction $F(t, x)$ . Pour la construire nous suivrons
l’id\’ee de H. Lebesgue; celle du “cort\‘eges d’indices”15) sera aussi
essentielle pour nous; mais nous nous en \’ecarterons en quelques d\’etails,
pour \’eviter la consid\’eration peu commode du “ domaine convergent”16).

15) H. Lebesgue [12], p. 209.
16) Ibid. pp. 211-212.



120 T. $T_{UGU}E$

Soient $I=(p_{1}, p_{2}, \cdots, p_{k})$ o\‘u $k=1,2,$ $\cdots$ un syst\‘eme fini d’entiers
positifs et $\tau(I)$ le dernier chiffre $p_{k}$ . Nous rangeons, d’abord, tous les
syst\‘emes $I$ en une suite simplement infinie:

$I_{1},$ $I_{2},$
$\cdots,$

$I_{m},$ $\cdots$ ,

et d\’esignons par $\nu(I)$ l’indice de $I$ dans cette suite.
Supposons que $s$ , compris entre $0$ et 1, peut \^etre \’ecrit sous la

forme

$s=_{3^{\underline{1}}}^{\theta}-+\theta_{2}\theta_{i^{+}}3^{2^{+\cdots+-}}3^{i}$

o\‘u les $\theta_{i}$ sont \’egaux \‘a $0$ ou 2. Alors $s$ fait partie d’un ensemble
parfait cantorien $C$. Nous prenons les fonctions

$\varphi_{m}(s)=21(\frac{\theta_{2^{m-1}}.1}{2}+\frac{\theta_{2^{m-1}\cdot 3}}{2^{2}}+\cdots+^{\theta- 1}\cdot-+\cdots)$ ,

pour $ m=1,2,\cdots$ . Pour une valeur de $s$ ne faisant pas partie du $C$, on
d\’efinit $\varphi_{m}(s)$ comme suit. Puisque $C$ est parfait, $s$ fait alors partie
d’un intervalle $(s_{0}, s_{1})$ dont les extr\’emit\’es appartiennent \‘a $C$ et aucun
autre point ne fait partie du $C$. Nous posons

$\varphi_{m}(s)=\varphi_{m}(s_{0})+\frac{s-s_{0}}{s_{1}-s_{0}}$
. $(\varphi_{m}(s_{1})-\varphi_{m}(s_{0}))$

dans $(s_{0}, s_{1})$ . Les $\varphi_{m}(s)$ ainsi d\’efinies sont \’evidemment des fonctions
continues de $s$ .

Soient $J=J_{0},J_{m}(m=1,2,\cdots)$ les intervalles ouverts $(0,1),$ $(m, m+1)$

respectivement, et posons $S=\sum_{}J_{m}$ . D\’esignons par $\Theta(s)=(\Theta_{N}(s), \Theta_{J}(s))$

l’application biunivoque dont le domaine est l’ensemble $S$ et le contre.

domaine est l’ensemble $\sum_{m\subset 0}^{\infty}(\{m\}\times J)$ et d\’efinie par:

$\Theta_{N}(s)=m$ et $\Theta_{J}(s)=s-m$ lorsque $s\in J_{m}(m=0,1,2,\cdots)$ .

De plus, posons $I(s)=\nu^{-1}(\Theta_{N}(s))$ si $\Theta_{N}(s)\neq 0$ , sinon soit $ I(s)=\theta$
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(nul); et prenong les fonctions $\{g_{n}(s)\}(n=1,2,\cdots)$ telles qu’on ait

$g_{n}(s)=\Theta^{-1}(\nu(I(s)n), \Theta_{J}(s))$ .

Comme on voit sans peine, $g_{n}(s)$ sont des fonctions continues relative-
ment \‘a $S=\sum_{m=0}^{\infty}J_{m}$ .

Soit $t$ un nombre de $\mathcal{E}$ et $t^{*}$ un autre nombre de $\mathcal{E}$ tel que $M_{t}*$

s’obtienne de $M_{t}$ en supprimant le dernier \’el\’ement s’il existe, sinon
soit $t^{*}=t$, et posons:

$f_{n}(t)=\left\{\begin{array}{llll} & & & t^{*} 1orsquetestde1apremi\grave{e}reesp\grave{e}ce,\\ & & & t^{(n)}lorsque\overline{t}estdeladeuxi\grave{e}meesp\grave{e}ce,\end{array}\right.-$

pour $t\in \mathcal{E},$ $ n=1,2,\cdots$ . o\‘u $t^{(n)}$ est la fonction d\’efinie par (2.4). On voit
sans peine que les fonctions $f_{n}(t)$ sont de Baire de $t$.

Puis, d\’esignons par $\psi_{I}(s, x)$ la fonction de deux variables $s(0<s$
$<1)$ et $x(-\infty<x<+\infty)$ , continue par rapport \‘a ces variables
(comme on le verra facilement) telle qu’on ait

$\psi_{l}(s, x)=2^{\tau(I)}(\varphi_{\nu(I.1)}(s)+\varphi_{\nu(I.2)}(s)\cdot x+\cdots+$

$+\varphi_{\nu(I,k)}(s)\cdot x^{k-1}+\cdots+\varphi_{\nu(I.\tau(I)+1)}(s)\cdot x^{\tau(1)})$ ,

alors $\psi_{l}(s_{0}, x)$ coIncide \’evidemment avec un polynome en $x$ de degr\’e
$\tau(I)$ donn\’e \‘a l’avance, quand on choisit convenablement une valeur $s_{0}$

de $s$ . De plus, posons $\psi(s, x)\equiv s$ . Ainsi, nous pouvons d\’efinir par

l’induction transfinie la fonction $\Phi(t, s, x)$ sur ex $(\sum_{m\Leftarrow 0}^{\infty}J_{m})\times(-\infty, +\infty)$

comme il suit:

$\{\Phi(t,s,x)=^{\frac{\psi_{I(s}}{\lim_{n\rightarrow\infty}}}\Phi(f_{n}(t), g_{n}(s),$

$x$)

$\Phi(0,s, x)=)(\Theta_{J}(s),x)$

pour $t\neq 0$ .

Nous pouvons appliquer notre th\’eor\‘eme par (iii) et (iv) de \S 1.
Restreignant la fonction $\Phi(t, s, x)$ sur $\mathcal{E}\times J\times(-\infty, +\infty)$ , posons $F(t, x)$

$=\Phi(l, x, x)$ . Cette fonction $F(t, x)$ est evidemment non repr\’esentable
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analytiquement, et d’apr\‘es notre th\’eor\‘eme $F(t, x)$ est une fonction pro-
jective de la classe $CA$ , et de plus celle de la classe $A$ d\’efinie sur un
ensemble compl\’ementaire analytique, son image g\’eometrique est donc
\’el\’ementaire.
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