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Systemes hyperboliques.

Par Sigeru MIZOHATA

(Regu le 23 fév. 1959)

1. Introduction. Le probléme de Cauchy pour les systémes hyperboli-
ques est déja classique, en ce qui concerne les résultats exposés par exemple
par M. Petrowsky ((9). Depuis le travail de M. Leray, plusieurs savants
ont proposé leurs méthodes, en visant a la simplification. Nous en citerons
en particulier MM. Yosida ([(14]) et Garding ([3]. Nous allons traiter ici
le probléme au point de vue de la théorie des semi-groupes. Un traitement
analogue a été fait par M. Yosida pour les équations des ondes.

Nous utiliserons l'outil puissant d’opérateur d’intégrale singuliére,” qui
nous permettra de réduire considérablement les difficultés du probléme. Nous
devrions admettre qu’on puisse signaler toutefois que la difficulté d’ordre
technique soit camouflée, en grande partie, dans des propriétés assez fines des
opérateurs d’intégrale singulére, dont les démonstrations ne seront pas tou-
jours faciles. De plus, nous sommes obligés d’exclure le cas n=2, ou n est
la dimension de l’espace. En effet, notre méthode s’appuie sur l’existence
d’'une matrice ¢(7), définie au début de n°3, et dans le cas n=2, il y a des
systémes hyperboliques pour lesquels une telle matrice n’existe pas (voir la
fin de I'appendice). Nous utiliserous les définitions et les notations, exposées
dans des travaux de M. Calderén (1], [2].

Considérons un systéme réguliérement hyperbolique (au sens de Pet-
rowsky?), écrit sous la forme d’équation d’évolution:

1) Cette méthode est suggérée dans l'article [2]. Il y a déja un article de M.M.
Yamaguti [12], dans le méme ordre d’idée que le nétre. Nous devrions ajouter que
M. T. Shirota a signalé dans une conférence l'utilité de cet opérateur aux systémes
hyperboliques, mais sans préciser le sens.

2) Voici la définition (voir [9], [I0] :

10 kot tkySny kg <my;mi> 0.

2° La matrice

Ana
ANz
©) . —( 5 @™ (x, t),lk"ilk‘...ink”) ,
(%))
N

ou ((Zk])) désigne la sommation de tous les termes tels que kg+k;+- 4k, =n; est de
la forme
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N

a0 () tutn0= (S n ) () () win)

j=1 (k)
+fi(x’t)’ (izly 2)"'; N)’

pour x€R", —h=t=h. On suppose que tous les coefficients af*~(x, ) sont
des fonctions une fois continuement différentiables en ¢ a valeurs dans 3.9

On va remplacer le systéme (1.1) par un autre systéme équivalent, écrit
au moyen des opérateurs d’intégrale singuliére. Posons

Ujo= i"j‘I(A—i—l)"j"uj s
#; = i”f““(/l—{—l)"j‘”( gf )u, ,

..................

on a alors
(1.3) 5; #jp=1UA+Du;,p,,, pour p=0,1,--,2,—2.
=iAuj,p 0110511, (j=1-N).
D’autre part,
d \*/ 0 N
Kok lc ) ——
(14) a;;j (x t)( dt) <a ) u; ou k= (klr y kn) y
4) ko
-t {5 o ()
2) suite
M,
W
L
LMZ

ou tous les éléments qui ne figurent dans aucune carrée M; (i =1,2,--,/) sont nuls.
3° Pour te[—4, k], et pour tout x=Rn, et pour tout £ réel tel que [¢] =1, le
déterminant de chaque M; (i =1,---,/) admet des racines réelles et distinctes, et de
plus la différence de deux racines est toujours supérieure a une constante positive
fixée.
3) B est Pespace des fonctions continues bornées avec toutes les dérivées, muni
des semi-normes: pn(f) = Z sup | D% (x) |, m=1,2,-- (voir [1I1]).

‘m

4) 11 vaut mieux déﬁmr comme M. Calderén fait dans [T], de la maniére sui-

d \k , .
vante: <3x—>/1-lk1 est 'opérateur de convolution tel que

k
(%)A—lkfu—g—» (2miz)k| & |- {k15(8), 4(E) étant I'image de Fourier.
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k
Notons @ *(x, z‘)(%—%) AWM= A%k2(f), (ou ¢ intervient comme para-

meétre), ou Af*)(f) est un opérateur d’intégrale singuliére dont le symbole
soit

2 k
ag™ (%, 1) (Te,’-‘%:’c)‘* :
(1.4) s’écrit alors
(1.5) AGrE (Oi AGA) M {(A+ DDy

Examinons de prés cette expression en divisant en deux cas:
1° cas Oﬁ ,k]+ko:nj.

GA) B =1 (A1) oo (1) = Wi =1(f4 1)~ kl+1 5)

Or, {A™-1(A+1)"®+1-1}i4 est un opérateur borné de 9* dans lui-méme, vu
que son image de Fourier est égale a

1E] \H=T Y g
{Gpen) —ie=two.
D’ou s’écrit
(1.6) LAE* () Avj 1, AL "R (O 11128 1, -
2° cas ou |k|+ky =< n;—1. Dans ce cas lopérateur
iAGA) 1A} oo =D = PEe* est borné de 9° dans lui-méme, d’ou,
s’écrit
(17) A{’J‘-‘"“”‘n’(t)lﬂ';’““""‘ﬂ)uj,k,, .
Alors, en numérotant tous les u;,, (j=1,+, N; k=0, 1,+-,2;—1), de nouveau

wy, G=1,--,N’), N'=3n;, on a un nouveau systéme d’équation d’évolution,.
qui est équivalent a (1.1):

(1.8) Al |=imnd| @)
Z{.N/ u.N/ u.N/ f:N/

ol Hy(®) G,j=1,--, N') découlent exactement des termes suivis de 'opérateur

A dans (1.3) et [1.6)
Ecrivons cette équation sous la forme matricielle, en écrivant N’ de
nouveau N, en notant #(2) = (u(t), -, uy(®)), et f&) = (fi,++, fw):

(1.9) 7;‘2— w(t) = 196D A~ BBOu-+-1(0).

5) (A+1)s est lopérateur de convolution tel que (/1+1)“u-§-> (| &1+1)%a(e).
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Donnons la définition de P'espace hilbertien 9™;

Espace 9™ (m, entier positif, 0, ou négatif). Soit m =0, f€ D™ si f et toutes
ses dérivées jusqu’a l'ordre m appartiennent a L2. On munit 9™ du produit
scalaire:

(/,8) g = A+, (A+D")s..

9™ (m, positif) est par définition l'espace dual de 9™ On voit que
(f, 8) g = (A+D)7"f, (A+1)™"g)1a.
Remarque. 9™ est noté 97 dans “Théorie des distributions” de

Schwartz.

Nous indiquerons notre plan de la démonstration. Admettons pour le
moment ’existence de la matrice o(J1(¢)) vérifiant la condition (3.1). Malheu-
reusement JU(¢) n’est pas en général inversible, mais supposons provisoirement
qu’elle soit inversible. L’équation [(1.9

“j? u(t) =iHAu+Bu-+f  entraine

A Uttty = NI A+ NS~ N AT
Comme 9HA = DINAL- K, ou K est un opérateur borné, on a
7% (Tu(®)) = i DNAu+B, TN+, ot B, est borné.
Dot I'inégalité cherchée, car en posant Jlu(¢) =»(¢), on a
gf @@, v() = @/, v)+@,v,)

(remarquons JNAu = ATu-+(NA— ATyu), et (DA, v)-+©, iDAV) =i (DA—AD*), v).
Comme 9 est du type diagonal et a symbole réel, 94— AD* = (DA— AD)+-
A(D—D*) est borné, d’apres le théoréme 3 de[2] D’ou, I’'inégalité cherchée:

o= CO[ ol [ 17 l2dr].

Nous allons utiliser une variante de cette méthode, en nous inspirant de
la méthode de M. Leray développée pour les équations hyperboliques dans
[5] Cette variante nous montre linégalité d’énergie et en méme temps
Pexistence des solutions.

2. Quelques lemmes sur les opérateurs d’intégrale singuliére.

On utilisera dans ce qui suit, outre les propriétés des opérateurs ex-
posées dans les propriétés suivantes, qu’on va donner sous la forme
des lemmes.
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Lemme 2.1. Soit P un opérateur d'intégrale singuliéve de classe o(P) = F(x, &)
&Cg>, avec £>0. On fait I'hypothese:

12.1) [F(x,6)| =0 >0 pour tout x= R", et tout &,

0 étant une constante positive. On a alors
2
@2) | PAw P = 5 | Aul—7 |, pour toute us 9,

7 étant une comstante positive.

Comme la démonstration est assez longue, nous la donnerons dans Il'ap-
pendice.

Du lemme 2.1, on montre facilement le lemme suivant qui jouera le
méme role que le lemme de Garding au cas de Popérateur différentiel.

LemuMe 2.2. Soit L wune matrice carrée dont les éléments Py, opérateurs
d’intégrale singulieve, appartiennent @ Cg=, avec §>0: o(P;)eCp™ (i,j=1,--+, N).
On fait Uhypothése : soit (<) la matrice (o(Pyy)(x, &), on @ pour tout o = (aty, -+, Ay),
vecteur complexe,

(2.3) lo(Pa|=0d|al, ou |a|=~]a; |+ +|ay]?, quelque soient x=R", et &.

N
On a alors pour toute u= (u,-, uy)< 11 D', linégalité:
i=1

@4) | 2dulpz O | Au =il wl?,

11 étant une constante positive.
N
Remaroue. On entend par [u«|?: |« |?= 2 |u:|%
i=1

Dot on déduit facilement
CoroLLAIRE. Dans la méme hypothése qu'au lemme 2.2, on a linégalité :

(2.5) | €A™ |* z o | A™u | —7m [ |? o >0,

pour toute usI1D™, m étant entier positif.

Lemue 2.3. Tout opérateur dintégrale singuliére de classe Cg*, f =00, H,
(avec son conjugué H*) définit une application continue de 9°, dans lui-méme, s
étant un entier quelconque positif, 0, ou négatif.

Comme la vérification est trés facile, nous n’en donnons pas la démon-
stration.

Nous utiliserons le lemme suivant, qui a été énoncé dans [6].

Levmme 2.4. Soit H un opérateur d’intégrale singuliere tel que o(H) = h(x, &)
€Cg™, avec ff=-+oo, on peut alors exprimer

1) APH= HA*+H AP+ H,,

2) APH*= H*A?+H/'A**+H,
ow H,, Hy, H’, HyY sont des opérateurs continus de L° dans I[ui-méme, s étant un
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entier .quelconque (positif, 0, ou négatif).

DemonsTrATION. Limitons-nous a démontrer 1), car 2) se démontre de
la méme maniére. Dans le cas ou p est pair, la démonstration est trés sim-
ple. Notre démonstration est donc essentiellement consacrée au cas ol pest
impair.

On décompose dabord, A(£)?=|£]?=a(&)|E[?+[1—a()][E[P=4,7(6)+
A,7(8), ot a(é) est une fonction indéfiniment différentiable, qui vaut 1 aw
voisinage de lorigine et zéro pour |£|=1. Notons que, dans la notation.

/fip((f),p ne signie plus la p-iéme puissance. Notons la distribution A4;? =

A2(&). En décomposant alors lopérateur (APH— HA?) = (A, H—HA,?)+ (A, H—
HAP), on voit facilement que Vopérateur (A4,PH—HA?) est borné de 9* dans:
lui-m&me, vu que 4,? Pest (s étant un entier quelconque positif, 0, ou négatif)..
11 suffit donc de voir que (A4,?H—HA,?) a I'’expression de la forme 1).
Soit
OH) = 2o(0)+ 2 Gun () Vom(E)

Occupons-nous du cas simple: o(H)=a(x)Y(£), ou Y(&) est l'un des Y,.(&):
Dans ce cas, (4,2 H—HAL)f = (APa(x) Y —a(x) YAL) = (ALa{x)—a(x)A) Y. Nous:
avons désigné par Yf —et nous utiliserons désormais cette convention— lopévateur-
suivant :

Y(x) désigne la distribution telle que Y(x) = Y(&);
(Y)(x) = Y(x) (’*;)f (%) -

Posons Yf = ¢(x), alors I'expression plus haut s’écrit:

(2.6) (AyPa(x)—a(x)4,") (%) =M”(x—y)[a(y)—a(x)]so(y)dy ,

ol l'intégrale est a prendre au sens de distribution. Développons a(y)—a(x)
autour du point x:

a(y)—a(x) = E Da(x) )”+E a“(x’y ) (y—2x),

Ivl=g—-1 lvl=q

ol ¢ est un entier que nous allons déterminer (pour ce développement, voir-
[7, pp. 224-2257). On a

sup | D;*Dyfa,(%, )| = Cariat +181 > sup | D7a(x)] .

.Y {rilrl=g+lal+[Bl}
[2.6) s’écrit alors

E 7 a(x) (=22 42G—p)0(ndy+ 2 %Tf“v(x»y)(y—x)“/lzp(x-—y)qo(y)dy -

vl=g-1 lvl=q

Envisageons d’abord la premiére partie.
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v 1 Iyl v ~ | _
#420) —(—rr) () C—a@Tlem =@ e,
d’ou la premiére partie s’écrit:

M Dud@
y!

(=D

lvl=g-1

Y, AP,
Passons a la deuxiéme:

@,(x) =fay(x, PNa—y) AP (x—y)p(y)dy .

Envisageons la fonction x"4,°(x), |v|=¢. On voit que

i) elle est une fonction continuement dérivable, si l’on prend |v|=¢g=
p+[n/2]+2;

ii) elle est indéfiniment différentiable en dehors de lorigine et de plus
elle décroit rapidement par rapport aux polyndmes avec toutes ses dérivées
(et cela est vrai quel que soit v).

;o\ ! R
En effet, x"Azp(x)—éﬁ(Q%) g (%)VA;’(E)e.@[n/ﬂ”(RE”), ce qui montre i)
en vertu du théoréeme de Sobolev. Ensuite x”Azp(x)=~1;1P,c—(|x12’°x“/121’(x)), et

sup | | x| A,2(x) | = ¢ j | 4D A2(8)| d¢ montre ii). Dol
e 70 = [ () L= A2 3) I )y
+f(x—y)”/12”(x—y) % a,(x%, »)P(y)dy .

Or, le premier terme s'écrit f(x—y)"Az”(x——y)("%;“)[au(x,y)§0(y)]dy, dou
5% ¢.@) = [(x—9) AP (5— y)[—v% +~aay—~;][(au(x, »e()dy,

et de proche en proche

D.9,(3) = (53 A=) (-5 +-55) Tl )y
Dou on a
IDu @ Sd@+ah( 3 sup|Dia)lg]

Bl=q+

g)lwl ’
ou bien

191l gy = dlg+9)(f1 47 dx)( 5 sup| Dba@D- 19l g
Ceci fait, revenons a l'opérateur A. Chaque opérateur
(Dvao(X)—l—nngvﬂnm(X) Ynm)‘p‘w IVI é 61—1
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définit une application continue de 9° dans lui-méme (s étant un entier quel-
conque, positif, 0, ou négatif). H;, qui est par définition la somme des termes.
plus haut, est donc une application continue de 9° dans lui-méme. L’opéra-
teur H, qui est par définition la somme de (A,?H—HA?) et des termes
correspondant a ¢,(x) est aussi une application continue de 9° dans lui-méme.

c.q.f.d.

3. Probléme de Cauchy.

Revenons a I’équation d’évolution:

(1.9) 7?5 u(@) = 190 Au(t)+ BOu@) +1) = ADu@) +1¢) .

11 est facile de voir qu’on peut trouver une matrice o(77) jouissant des pro-
priétés suivantes® (excepté le cas ou, dans le cas n=2, # dérive d’un sys-
téme: i =>2):
3.D

1) o(UD)(H2)) = o(D))a(TU2)) ;

ii) Soit o(7U(2)) = (Fiyx, ¢, £)), alors Fyx, ¢, £)eCq™, § =+ oo,
ol ¢ intervient comme paramétre. Les Fj;(x, ¢ &) sont 2 valeurs réelles. De-
plus

| déterminant de (Fij(x, ¢, £))| =6’ >0 pour tout &, x=R", —h<t<h;

iii) L’application: #— Fii(x,¢, £)€Cp™, f§ =+0, (4, j=1,---, N), est une fois.
continuement différentiable;

iV) xl(x) t: E)

/.(2('76’ t; E)
o(D() = .

An(x, 2, &)
ot A(x, ¢ &), Axlx, t, ) sont les racines de I'équation caractéristique.

1° Inégalité d’énergie. Nous allons établir I'inégalité d’énergie pour des
solutions de dans l'espace D™,

Nous écvivons désovmais simplement D" au lLeu de [I1D™ f{t) est une
fonction continue en ¢ a valeurs dans 9™; soit #(f) une fonction continue-
ment différentiable a valeurs dans 9™+! vérifiant I’équation

D’aprés le corollaire du lemme 2.2,

3.2) B, (&) = A™I*@)TUE) A™+ B

définit dans 9™ une norme équivalente pour —A <t =<4, si B, est assez grand..

6) Comme lexistence de telle matrice ¢(J]) est un point essentiel, nous mon-
trerons dans l'appendice notre raisonnement.
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En effet, pour chaque ¢t=+#, on a
(Bu(tou, u) = | Tt)A™n |2+ B | 2 |* .

D’aprés la condition ii) de (3.1) et le corollaire du lemme 2.2, on a
/2
(Bn(to)u, u) = EET | A™ 0 |2 =7 m(to) |26 248 [ 2 || .

D’autre part, d’aprés la condition iii) de (3.1) (continuité en #), il existe un
/2
7 >0 tel que [|[IU)—I(¢)Jue || <% l2|2 si |t—¢]<7%,7 étant indépendant

de #,. Comme % est fini, nous aurons pour tout ts[—#, 4],
/2
Bultyty )2 s | A" =l |24 B e[ c.q.£.d.

Nous allons donc mesurer la variation de 1’énergie dans 9™ par B,(?).

(3.3) gf (Bn()u(®), u(®)) = (Butt, ) +(Buth, ') +-(By' (€Yt 14)

= ((BuA+A*By)u, w)+(Buf, W)+ (Bt £)+(Bn'tt, 4) «

Evidemment,

| (Bnfs )| = | BuS | | Buatll, o0 || Buf 2= (Buf, 1),

| (Bn/#, 0)| = C|| B || -
Ce qui est essentiel, est I’évaluation du premier terme.
3.4) Bn,A+A*¥B,, = (A™TTNA™+ L, D) GHA+ DB)

- (—5AIE 4 BEYA™TFTNA+ B2 .

On développe cette parenthése, et néglige des applications continues de 9%
dans 925", On désigne cette classe d’applications par (4*™). Compte tenu

de ce que 71, ¥, K, I*, B, B* sont des applications continues de 2* dans lui-
méme, et que A est une application continue de 9* dans 9°°1, on a

B, A+ A*B,, = i(A™TEANA™HA— AIEA™TETIA™), mod (A4*™).
Or, A™% = JHA™ I A™ 1+ IH,D, d’aprés le lemme 2.4. D’ou
APTHETIA™IHA = APTETLIAA™ - AP T*I I A+ I6) A
= A™(T*ENHA) A™ mod (A*™).
Comme JloH= DT, on a
NIA = (Tlo H)A—(To H—TNIH)A = (T H)A* mod(A°), d’aprés le théoréme 3

de

b _ DNA—(DT1— DoTYA = DNA mod(A), = DAT— D(ATN—TA) = DAT!
mod(4°. D’ou

7) Comme on voit facilement dans la démonstration du lemme 2.4, 4, 4, sont des
fonctions continues en ¢ a valeurs dans L(J5, 95).
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(3.5) AMITFETA™ HA— AI* A TFTA™ = A™( TV DATN— T AD*TN) A™ mod (A*™)

Or, 7*(DA— AD*)T1 est borné (de 9 dans lui-méme, du fait que PA—AD* =
(DA —AD)+ A(Dt— D¥%)) (voir, la fin de PIntroduction).
Compte tenu de ce que B,(t) définit dans 9™ une norme équivalente, on a

(3.6) 7 Bolt) < BaO) AW+ AXO) Balt) = 7 Ball) .
Dot
4 (Bt 0)| 2 7Bty w)+C| Bute|*+21 B | | Bof |

=7l Bt [|*+1 BuSI|”.
On arrive donc a I'inégalité cherchée:

lel
(3.7 | Bt ||} = || Bt H?:,o'eXP(T’ll‘l)—I-fo exp(y’|t—t) | Bnflzdr.
Remarque. L’inégalité d’énergie de la forme subsiste méme dans
Pespace 9 ™(m =0, ou positif). En effet,
(3.8) B_n(t) = (A+1D)™" T TN A+ D)™™+ L2 I(A+1)72 D

définit dans 9™ une norme équivalente, si B est assez grand. En effet,
(B-ntt, w) = || TAA+1)™"u||*+ 5 [ (A+1)"™ Dy |2 Or,

TA+1)"0 = A1) (A1) 1y = TAA41)" 1y — T A1)y,

d’ou, en appliquant le lemme 2.2 3 %= (A4+1)"" 1z,

|9A+D " 2 = T | A A+ P Cl A+ D ]2, dod

2
(Byitts ) Z 2 [ A1 ™0 |+ —C) | A+ D)™ [ Z 0 [ (A+ )™ %, 0> 0.
Il ne reste qu’a constater
(3.9) 7w’ Bon = B_nA+A*B_, <7 _w/'Bm .
BonA+A*B_p = (A1) THI(A+1) I A— (- mod (A7) Or, (A+1)™H=
A+ ™+ B (A+-1)™, ou B est une application continue de 2* dans D+,
En effet, H(A4-1)™ = (A+1)™(IH+B'), entraine, d’aprés le lemme 2.4,
B = (A1) "™ ( Iy A" A I,

ou Hy, H,---, H,_, sont des applications continues de 9* dans lui-méme.
On aura donc I¥*IH+B)YA = TFNHKA mod (A°), comme nous avons montré,
= DA mod (A°), d’ou Tinégalité [3.9)

2° Existence des solutions dans le cas ouw A est indépendant de t. Soit ¢,
un point quélconque dans [—#4, #]. On pose A= A(¢,). Désormais, on considére
Vespace 9™ (m=1). .

1) Si l'on prend comme le domaine de définition 9,: ucI™, AucI™,
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alors A est fermé.® Remarquons que 9™ C 9,, par suite, 9, est dense dans
am,

2) (I—2A) définit un isomorphisme de 9, dans 9™, ou A est parameétre
réel voisin de zéro.

En effet, comme B, (= B,(,) définit une norme équivalente dans 9™, on
munit 9™ de cette norme.

(BuI—2A)u, I—2A)u) = (Butt, 0)+3(BnAst, Arw)—2(BpA+A*Bn)u, u)

d’aprés on a, =(Butt, #)—|A|7m(Buthy ) =(1—|2|7m)(Bntt, #). Autrement
dit,
(3.10) | Ba(l—2A)u||* = (1~ 2] 72) || By |?.

3) L’image (I—21A)9D, est fermée dans 9™,

En effet, I—2A)u,—v,, implique, comme I’application est isomorphisme,
que {x,} forment une suite de Cauchy: wu,—u,=9™, d’o0t —2Au,— v,—u,
Comme A est fermé, u,= 9D, et (I—2AA)u,=v,.

4) DL’image (I—1A)9, est dense dans 9™.

DémonstraTION. On va le montrer par absurde. Si ’énoncé n’était pas
vrai, comme l'image est fermée d’aprés 3), il existerait un élément Vv =9™
non nul tel que (I—2A)x«, ¢)_@m=0 pour tout ze D™+, c’est-a-dire

(4, [—2A%)(A+1)™) =0, dou
(I—=2A¥) A+ =0, ™.
Comme A* = —iA9* 4 B* le premier membre s’écrit (A+1)*™(I—A(A*+ K)yr=0,

ou K est un opérateur borné de 9* (s entier quelconque) dans lui-méme,
d’apres le lemme 2.4. En d’autre terme,

(3.11) [[—X(—idH*+B) =0,
ol B, =P*}K est une application continue de 9* dans lui-méme.

On considére la matrice M d’opérateurs d’intégrale singuliére définie
par

(3.12) o(HM) =o(IN)1.

La relation o(9)o(K) = 0(D)o(I) implique o(H)o(H) = a(M)a(D) Cela équivaut
a dire que

(3.13) FHo M= M,
Considérons
(3.14) C,= AMM*A+7] .

8) En effet, soient #n-—>u,, Aun—2v, dans Pm. Comme A est un opérateur continu
de &m dans 9Pm-1, on a Awu,=wv, dans Pm-1, et comme Vinjection de Pm dans Pm-1
est biunivoque, An, = v, dans Pm,
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C, définit dans 9! une norme équivalente, si 7 est assez grand. En effet,
| H*Aw |2 = %; (| HEAw |2 — || (H*— M) Aw ||2, ot M* est défini comme suit: Soit

M= (M), alors M= (M,*). Comme Mt (=!M) vérifie la condition du lemme
2.2, on voit la propriété.
Ceci fait, en posant

(3.15) A = —idIx4 B,
on considére
(3.16) (C(I—=2ADY, I—-2ANY),

qui est égal a 0, mais d’autre part ce nombre est égal a
(Cor, V) +22(CLAY, Ap)—2(CLAHAFCHY, V).
Considérons le dernier terme:
CiA+A*Cy = (AMM* A1) (—iAI*+ B )+ GIHA+ B *)(-+)

= — i AU AAI) i (HAAMIA  mod (A2) .
Or,
(HA) AN A = A(AI) HI* A mod (42,

= A(AMDM*)A mod (42, = A(HADHMHA  mod(A?).

Comme A9—9*A est borné, on aura

(3.17) ~1/CSCAFAXC =Er/Cy,
Ceci entrainerait que le nombre ne serait pas nul, si ¥ #0, (en sup-
posant, bien entendu, A petit), contrairement a I’hypothése. c.q.f.d.

5) D’apreés ce qui précéde, /—21A) définit un isomorphisme de 9D, sur
9™, a savoir (I—2A)~! définit un isomorphisme de 9™ sur 9,. On aura alors,
d’aprés
(3.18) [(T—=2A) | = A+raldD,

ou || | exprime la norme canonique des applications continues de 9™ dans
lui-méme, et 9™ étant muni de la norme || Bnu|®.

Avant de traiter le cas ot A dépend de # nous déduirons des faits
obtenus quelques conséquences immédiates.

Soit A= A{ty); [;=(I—2A)"'; D’aprés le théoréme de Yosida-Hille,'® il
existe un groupe X, (¥)=exp(tA), —co <t <+ oo, €L(D", D™ (m=1) ayant
A (= A(t,) comme générateur infinitésimal, vérifiant
a) pour tout w=9™, X,(H)u est une fonction continue en ¢ a valeurs dans 9™;

b) | Xn@®) |l = exp(ralt]),

9) On désigne cette norme par {|u|z,.

10) Voir, [13]
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ou || || signifie la norme canonique des applications de 9™ dans lui-méme, 9™
étant muni de la norme induite par B,({,). Ou encore

1@ gm, gmy = Cnexplrml ).

Remarquons ici que les constantes C,, et 7, peuvent étre prises indépendam-
ment de %,

On va supprimer l'indice m de X, (¢), en remarquant que la restriction de
X, a D™ est identigue @ Xn.(t). En effet, X,.(Ou est par définition
]ai_I}.’l exp(tA (1)) Qm)u, la convergence est a prendre pour la topologie de 9™

D’autre part, on voit que la restriction de (I)) g" a 9™ est identique a
([A)g)mﬂ. En effet, 'image (Ix)g)"‘u, pour us 9™t est une solution de I'édqua-

tion (I—2A) =u dans la condition v=ID™, Ave D™, et on sait que » est unique.
D’autre part, on sait qu’il existe une solution » telle que v= 9™, Apcs Pmti
application surjective de (/—2A4) de 92, (considéré dans 9™*!) sur 9™+, Dol
on voit que par la définition méme (passage a la limite), restriction de X, (&)
a Dpyy et Xnii@). Il W'y aura donc aucune ambiguité de noter X,(t), m=1,2,-,
simplement par X(¢). Nous énongons encore une fois nos résultats:

i) Pour tout #=9™ X(*)u est une fonction continue en ¢ a valeurs dans
", De plus

(3.19) | X®)ulz, 0 = exp(rnlt) | #]s,0) Ou encore
I X@ull yn = Cr explrnltD ] ym.

ii) Pour tout #=9™!, X(#)u est une fonction une fois continuement
différentiable en ¢ a valeurs dans 9™, et on a

& (Xt = A- Xty = X Au,

ou la différentiation en ¢ est a prendre pour la topologie de 9™,

3° Existence des solutions. On va considérer le cas ou A dépend de ¢
Il faut remarquer d’abord que dans notre cas le domaine de définition 9D,
n’est pas toujours invariant avec ¢, (il arrivera que A )(I—2AA(@))™! n’est pas
borné). Notre cas n’appartient pas donc au cas de M. T. Kato ([4]). Pour
obtenir des résultats précis purement au point de vue de la théorie des
semi-groupes, il faudrait une analyse minutieuse. Nous ne la faisons pas
ici, car nous avons déja obtenu linégalité d’énergie [3.7), qui est valable
pour tous les espaces 9° (s entier, positif, 0, ou négatif quelconque), et grice
a cette inégalité une analyse grossiére nous suffit.

On va construire un opérateur X(,s), ¢ et s étant donnés dans [—#4, A].
Pour simplifier, on prend s=0,¢#=0, et on considére une subdivision 4:
O0=¢t,=t=<---=<t,=h; on considére l'opérateur X,(#), #=0 défini par



218 S. MizouaTa

X, =X;0)Xj-1 X9 X,y pOUr £;=¢ <1y, OU
(3.20) X, =exp[(tie—1)AWR)] Z=0,1,-,n-1),

X;(8) = explt—tpA)].
On va montrer que, pour tout ze D™+ fixé, des X, (¥)u convergent vers X(H)u
bien déterminé pour la topologie de D™, et uniformément en ¢, lorsque des

subdivisions 4 deviennent indéfiniment petites. De plus, on a i) X(#)x est une
fonction continue en ¢ a valeurs dans 97, ii) || X(®)u|| Qmécl [ 2 || g™ pour

tout &[0, 2].

Pour le montrer, il suffit de montrer le fait suivant: Soit 4:0=¢=14#
=t =---=t,=h une subdivision; soient 0=, =1, ==, =h 057/ =1/ =
<17,/ <h deux suites de v vérifiant la condition:

| AGI—AG | g gmrs, gmy S6 =1, 20015

soient X, =exp(t;—t;—)A(r) ; X’ = exp(t;—#,-)A(r;), on a alors
Lemme 3.1.

[l (XX X — X X/ Xy Dt H@m =eCllu ”_@””1:

o la constante C ne dépend que de B,@) et de B,_{), a savoir, elle ne dépend
ni de la subdivision 4, ni des suites {t;}, {7;'}.

Pour démontrer ce lemme, on prépare encore deux lemmes, I'un d’eux
est

Lemme 3.2. Soient X; = exp[(f;e;—H)A(r)], X' = expl (i —1t:)A(r)], on a
alors, pour nwe D™t1

| (X X ]| o
é CmCm-H eXp(T I fi+1 _ti D I ti+1‘ti] ” A(Ti)_A(Ti/) “J’(ﬂ)mﬁ, g)m) * ” u “@mﬂ y

ot C,, et Chpyy sont données dans (3.19), et r = max(ym, 7o)
DemonsTrATION. On suppose ?#;.; =1 (dans le cas contraire, la démon-
stration est méme).
bt

G/ —Xou={ & (expl(tun—9) At Iexpl(s—t) AV u}ds

123

i1

= [ expLltin— A ILAG) — Al JexpLls—1)A(ry) Juds

d’ou
Z251
(X' —X)u ”g)m éjti | exp(tss—$)A(Ts) ”I(@m, Pm) | A(z")—A(zy) H‘E(_@m+1’ gm)

x|l exp(s—2) A(zi) “I(@mﬂ, gm+1) [| 2 “_CDdeS s
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d’ot le lemme, compte tenu de [3.19). c.q.f.d.
On sait que Bn(}), Bns(t) définissent des normes équivalentes dans 9™ et
9@m+1 respectivement.  Soit S,() = (A-+1)"B,#)(A+1)"™, il est un opérateur
hermitien strictement positif: S,(f)=s, I pour ts[—#4, k], s, constante posi--
tive; il est continuement différentiable en ¢ a valeurs dans (L% L%, on a.
alors pour tout uwe 9™,
LemMmEe 3.3.

| Ba(e)u | 1 )
e S (R CNORNCOY) i

DemonstraTiON. Considérons le rapport | B.(o)|%/| Ba(t)u|?, qui est

/’
eégal a

Sa@U D0, AFD" ) s
(St A+1)"u, (A+1)"u) *
HBm(r)u ”2 1 “ Sm(T)—Sm(T/)” “ u “2@"‘ . 1 ,
”Bm(z'/);“?"‘l é ‘5.‘;. “ p “ 2@"" = ‘;n‘ ” Sm(T)_Sm(T ) H .

c.q.f.d.

DemonstrAaTION DU LEMME 3.1. Par les lemmes préparatoires, on verra
notre ligne de la démonstration. Nous nous limitons donc a montrer des
points essentiels. On part de I'expression:

XXy X1 — X Xyt Xy = é X/ Xt X (X — X)X X,
On va évaluer || (X, - X4/ (X' —X) X1 X ”_@M- On le pose =| X,/v,, H_q)m-.

. . .. 1 ,
ici on change de normes, on a visiblement é? | X0 || Bate,), d’apreés
m

1 . /
= “g“— eXp(rm(tn_tn—l)) “ Un ”Bn(fn ).
On pose ensuite v, = X,_,"Vn—;, on aura d’aprés le lemme 3.3,

1 1/2 ,
1 e = (14 5= 1SN =Sn(Eat)) 120 laten-s’ -

Or,
v, ”Bm(fn_1l) = || Xo1"00s ”Bm(fn_ll) = eXPTmltne1—2r=3)) | Un—1 ”Bm(!'n—1l) .

On continue cette évaluation, et applique le lemme 3.2 au terme (X;'—X;)
et fait I’dvaluation par B,.(r;) au terme X; (j <i—1). On n’a qu’a remarquer-
ceci:

n n/2

1T (1+ -1 18ue)=8utei ) "2 (14 e DUSuE)=Suem 1)

i=1
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(1 1 variation t;:;cjle de S, )"/2 < exp (%)

ou V., est la variation totale de S,: Vm:s{up S Sn(t)—Sults-) . c.q.f.d.
T}

On voit facilement que X(z,5s), ¢, s,s,€[—A, %], a les propriétés:
{3.21)
1) X(t,5)X(sy, 8) = X, s),
ii) pour tout w= 9™+, X(¢, s)u est une fonction continue en (£, s) a valeurs
dans 9™,
i) X@¢, =1

Revenons a X,(#) défini par I1 vérifie I'équation %(X‘,(i)u)z

A'OX,(Du, pour tout us I™1, sauf ¢ =1, ¢, t, o0 A'()= A(t;_,) pour #,_; =
t<t. Dou

X tu—u=[ A6X (uds.
Par passage a la limite, la topologie étant 971,
X(Ou—u={ AX(syuds
ol lintégration est a prendre pour la topologie de 9™ Dol
i’lf XOu)=ADO X u
ou la différentiation est a prendre pour la topologie de 9™-!, En général,
(3.22) & (X, 53y = AWXt, Sy

En résumé, pour tout us D™+, X(¢, s)u est une fonction continuement différentiable
en t @ valeurs dans D™, et vérifie (3.22), (m = 2).
Considérons ensuite, pour f(#), fonction continue en ¢ a valeurs dans 9™+?,

ult; s)= | X(t, 0)f(o)do -

On montre facilement, d’aprés (3.21) et (3.22), qu’elle est une fonction continue
en (¢,5) a valeurs dans 9™+, de plus elle vérifie

(323 Aot )= Autt; 9+,

ot la différentiation est a prendre pour la topologie de 9m-1,
Résumons notre résultat sous la forme:
Prorosition 3.1. Etant donnés s —h, h], =D=M et f(t), fonction con-

11) 9= est l'espace Pz dans [II]: D= est I’espace des fonctions indéfiniment
«différentiables, dont toutes les dérivées appartenant a L2.
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tinue en t a@ valeurs dans D=, il existe alors une et une seule solution u(t) de
Péquation (1.9), continuement différentiable en t a valeurs dans D= vérifiant
u(s) = u".

Remarque. L’uncité découle de P'inégalité d’énergie [3.7).

On va obtenir des résultats plus précis. On sait que I’inégalité d’énergie
subsiste dans n’importe quel espace 9™ (m positif, 0, ou négatif, quelcon-
que). Etant données la valeur initiale #°c 9™+, et f(¥)= 9™+, fonction continue
en ¢, on peut alors trouver deux suites: #,°—u#° dans 9™, et f;(¢), fonctions
continues en ¢, —f(#) dans 9™, uniformément en ¢; ), f,() D= D’apres
la proposition 3.1, il existe une et une seule solution u;(#)e D>, vérifiant

t 12
ut)—u = A()uy(o)do+ { So)do.

Comme A(?) est une application continue de 9™*! dans 9™, et d’aprés I'inéga-
lité d’énergie, par passage a la limite pour la topologie de 9™,

uelt) = = [ A@ulo)do+ [ f0)do,

d’ou

TuagoriEME 3.1. Etant donnés s —h, h], u'c D™, et f(1), fonction continue
en t a valeurs dans D™, il existe alors une et une seule solution u(t) de I'équa-
tion (1.9), continuement différentiable en t @ valeurs dans D™ vérifiant u(s) = u’.

Continuité par rapport a la valeur initiale #° et au second membre £{):
L’application (% f(#))— u() est continue de 9™ x D[ —4, k]'® dans D"[ 4, k],
et cette continuité est uniforme par rapport a s (d’aprés [3.7).

Revenons finalement a I’équation initiale (1.1).

TutoreEME 3.2. Etant donnés s —h,h], et la donnée initiale

(s gty ey w7 ) € (D™, D) (7=1,-, N),

et le second membre ;) D™ [ —h, h], m étant un entier quelconque positif, 0,
ou négatif, il existe une et une seule solution de léquation (1.1), u;,t) (i=1,--, N),
u(t) étant une fonction njfois continuement différentiable en t a valeurs dans
D™, telle que

d \¢ o .
(ﬁ) uj(s) = %j“ G= 0, 1,--, nj——l 3 7=1,--,N).

Remarque. On a exclu le cas #n=2,i=2, c’est-a-dire les systémes définis
dans lespace (x;, x5, 2). (Voir le début de ce numéro ou bien I'Introduction).

2
12) Par exemple, la convolution avec (2r3)-n/2 exp(—% , oll § est un parameétre

tendant vers 0. Voir, par exemple
13) 9m[a,b] est I'espace des fonctions continues en # a valeurs dans $m, muni de
la topologie de convergence uniforme en ¢ dans [a, b].



222 S. MizoHATA

Appendice

Démonstration du Lemme 2.1.
On utilise une partition de Punité: a;(x)=0 (¢=0,1,---) indéfiniment
dérivables; 2 ax)?*=1; nous adoptons ici, pour simplifier le raisonnement,
T

une partition vérifiant en outre les conditions (voir [5, p. 126]): Soit
{x®};20,1,5,~- 12 suite des points dont les coordonnées soient des multiples de

X/Qn; , 7 étant un nombre petit déterminé par P; a;(x) = ay(x—x™®) G =0,1,--),

2 =(0). Le support de «ay(x) est contenu dans la boule du centre 0 avec
rayon 7; on désigne

(3) a(p) =Iy125psgp | D¥ao(x) | .

Ceci fait, on a

@ | P Au | = | Pety e | (Pt —at.P) A |
=5 |Patu |2 —2 | P(Act—atu A |*~2 | [(PAYct — et PAYTue |2«

On va montrer trois inégalités:

) S 1Pagdull? 25 | ulP—C w2,
i) S l(da—adu P < Cyllul?,
i) S|P —etPA | < Cy u

L’inégalité ii) est un cas particulier de iii), ot P=1. Mais, nous en donnons
la démonstration détaillée, pour éclaircir le principe. Aprés ceci, nous
démontrerons iii) briévement. Comme on verra dans la suite, la propriété
iii) est valable pour tous les opérateurs d’intégrale singuliére; pour cela la
condition [2.I)] n’est pas nécessaire.

Vérification de 1).

On sait que, H étant un opérateur d’intégrale singuliere, |Hu | < AM |« |,
ou A est-une constante ne dépendant que de » (dimension de I'espace);

M= E sup

1
\yisam TEEMEZ1

(‘%)VG(H )%, &) ‘, (voir formule (39)).

On voit alors ceci:

Il existe un nombre 7 >0 tel que, pour tout point x,&R", et pour tout
usl?
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| (PP Py = e 2,19

ou P(x,) désigne lopérateur de convolution tel que o(P(x,)) = oP (%, &) (C’est-
a-dire 'opérateur tangentiel au point x=1x,). By, (x) est la boule du centre
x, avec le rayon 27. Il serait inutile de remarquer que 7 peut &tre choisi
indépendamment de la position de x,.

Occupons-nous de lopérateur Pa;A= P(x®)a;A+[P—P(x®)]Ja;A. On a
alors

(5) | Poc;Au |2 2%‘ [ P(x®)et; Au |2 —|LP—P(x®)Jat; Au |12 .
D’aprés la condition du lemme 2.1, on a
2
Premier terme gi} | as Az ||?.

Partageons le second terme en deux parties:

ILP—P(xD)JetAu |3+ --- ”Eﬂ' ,

ol 2, est la boule de centrve x® avec le rayon 27. D’aprés ce qui précéde,

. 0?2 \
Premier terme §—4~ | ;A2 )2, d’ou

(6) | Poc; Az ||2 2% Iz Au |2~ |LP—P(x®) ot Au ”2C9' .

K

On va évaluer le second terme en posant a;# =uv,.
Compte tenu de

ILP—P(x®) o Au HzCﬂ' =2|[P—P ()]0 IIZ’C '

+2||[P—P(x®) (s A—Aa)u|?,
et de ce que |P|, |P(x®) || =£C, en supposant ii) vrai, il suffit d’envisager
ILP—P(x")]Aau IICW.

Prenons A(£), 0= (&) <1, indéfiniment dérivable, qui vaut 1 au voisinage
de lorigine et B(£)=0 pour |£]=1. On décompose A en deux parties A=

A+ Ay A@E) = BE)| E|+[1—FE)]| £ = A,(E)+Ay(6). Comme Popérateur A, est
borné, on a

ILP—Px®) 140, =2C| A ll-llwill, vs étant au, =2C|o;].

Il suffit donc d’envisager, [P—P(x®)]4,p;. Revenons a Pexpression:

14) On modifie ¢(P), s’il est nécessaire, en dehors de B;,(x,) de telle maniére
~ 2
qwon ait [[(P—P(x,))u|?2 é—i— ll#||2 pour tout #=L?, et ensuite restricte (P—P(xy))%

a Bay(x,).
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Soit o(P) = ay(x)+> @pm(%) Y, m(&), on a alors
[P—P(x®)]A; = [ay(x)—ay(x®)]4;,+ gl[anm(x)—anm(x(i))] Yo, .

On désigne Y,,, = Y,n4,. On a alors, pour x< C“Qi’ en désignant le support

de «a,(x) par w;,
(Yan'00@) = Yo' (x—3)0s(2)dy -

Evaluons Ynm’(x):|71|27(]xl2pYnm’(x)). Or la transformation de Fourier

|22 Vo' )~ (g ) LML= BT, (©)] D), d0b

M VD= T (ge) 4 TI—BEITm(OIE11dE = oy Cund),
d’ou
ICP—PG) A,
= {3 (6UP |4~ () | Con(p)vollw) ([ o Yol

Evidemment, si p est assez grand, les C,,(p) sont finis, et de plus, le nombre
entre { } est fini et cette somme est uniformément bornée par rapport a i.
En résumé, il existe une constante C, qui ne dépend pas de i, telle que

®) ICP—P(x®)]A0; llcgi =Closl.
En combinant (6) et (8) et I'inégalité pour [P—P(x®)]4w,;, on a

|Paulr= O ladulP~C, e ?,
d’ou
2
©) S | Padul? = - | 4wl —C, w2 c.q.f.d

Vérification de ii).
On décompose A= A;+4,. Evidemment,
[ Al = | asul,

| Al < sup @) | Ant]o; = a(0) [ A% )| w;

d’ot
Ei) {l A, P+ aidiu ||} = w1 +a(0) ; A2 |2 0; 5
comme chaque point de R™ est recouvert par les w; au plus & fois, on a

ZldulFe=klAdw* sklul?, car Adul=lul.
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Envisageons maintenant
(10) (%) = (Aya;—a,A,)u(x).  Evaluons d’abord | ¢y(x) |lg, -

Dans P’expression

#() = [ Ay(x—y[c(y)— () u(y)dy,

on développe
14

a—a@=y ¥

a;(ﬂ (y—x)’+ E ﬁ,v("@ y) (y__x)v ,19) d’ol

vV V.
Ivl=m-1 wl=m
_T\wi
an p= > DT Dame s
lvlsm-1

+ S E e, 9 At

lyl=m

On prend m de maniére que 2”4,(x) (|v|=m) sont des fonctions borndes
c’est-a-dire = M,,. Ceci est toujours possible, car

A= (o) (o) T1-peelen ae.

D’autre part, remarquons qu’on a toujours

12) |2 A5 | gﬂﬁfw M),

voir (7) en posant la-dedans Y,.(&)=1.

On décompose maintenant la derniére integrale dans (11) en deux inté-
grales: Premiérement,

B =] 05—y A=)y,

ot 382, est ’homothétie triple de &, c’est-a-dire la boule du centre x® avec
rayon 67. D’ou

V800 = sup (@, 3)|- M, [u(y)|dy
= a(m)M, vol(32,)* || w50, ,
d’ou
13) Y80 [0 £ a(m) My, vOI(3R2:)Y2 vol(20)2 || || 5, -
Deuxiémement,

2(x) = f c a;, (%, V)(x—) Ay(x—y)u(y)dy .
324

15) Voir, a propos de ce développement, la démonstration du lemme 2.4.
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En vertu de (12), on a

V8] < aom)| . LD 5 dy

=T
S @D W, | s L)y,
PR

ou figurent sous les signes de lintégrale tous les w; vérifiant la condition :

diS((Di, wj) = 377 .
Dol

1
VB3| = amMu D), dista, wym 1#loy vol@)”)
J
compte tenu de dis(£2;, ;) gé dis(w;, @y),

< amMa(2) Vol (D) i v 1 ls)
don j
/800 1, = 22alm)Ma(5) Vol vol(@)2() gy 11y) -
Par Schwarz j

2 aison oy 11 = aiscoy o) @Wfar ulz,)"”,
J

et
(2 HEW) <Ky,

pour p assez grand, on a finalement

A8 10 15, S 27alm M2 vol(w) VoK, (D i gy 1415,) -
Finalement, on a l'inégalité de la forme:
(15) i) 1, = Com, {1 o+ (3 gsgan g 14185)
J
Or,

1
E;Thg@l—gr | na,:Z 1418, distay o) < 5o 2 10l = Kok,
d’ou
(16) 3o s=Clul?.
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Il reste a envisager | ¢,(x) % . Pour xEC‘Qi’ on a l’expression

Cos
0= A(r—y)a(nu(»dy.

L’inégalité (12) entraine

1901 = Mo LDy = MB) gy 1o VoL@,
d’ou
an I, = M) voltwo hull (j dls(x, fiste 037

< My(p)2 vol(wy) || |2, (fmzzﬂm{%)w) .
Nous avons donc

(18) 2 o) ||2C =C0m,p) Z )by = C'0m, D)k | u]? - c.q.f.d.

Vérification de iii):
2 | (PAa;—a, PAu|* = Cs | n|®.

On décompose A: A= A,+A,. En remarquant |4,|<1, on a
I P ]| = | Pll-sup et | 1o | a;PAw | = sup [ | PAtt o
d’ou
E | PAieue ||* = (0) || P2 2 [l l1&; »
(19)
Zil | @.PAu ||* = a(0)* ; | PAu |3, < a(0)k || PAyu |* < a0)k || PlI* [ ||? .

11 suffit donc d’envisager
| (PAs)et;—ati(PAu || -
Posons
@i(x) = [(PAy)a;— a(PAy) Ju(x) 5

désignons comme auparavant
20) Yimds = Yo'
considérons d’abord | ¢,(x)[s;. On revient a Pexpression, Y’ étant l'un des
Yom!,

(="' D

(Ya;—a; Y u= E ol z@—(x”Y’)u

lyl=q-1

(
2

vi=q

ulz)w f @i, (x, Y)(X—9) Y (x=y)u(y)dy ,
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g étant un entier a déterminer. D’ou, en décomposant ¢;(x) en deux parties,

P'une ¢,M(x), qui correspond aux termes ! >, lautre, ¢;®(x), qui corre-
vi=q-1

spond aux termes exprimés par des intégrales, on a d’abord
—1ywp¥ y
e@= » SEHAD (34 )@ Y,
Iyl =q¢-1 n=
Or,
(21) Hv = ;} anm(x)(xy Ynm,) ’ 1 = IVI = Q—l ’

sont visiblement des opérateurs continus de L? dans lui-méme.'® D’ou

_1\WIDY .
pm= y TR oo, Satg-1) B | Hulo,-
v S2-1 . Wl=q¢-1
Ou encore

(22) 9D 3, = CK(Q—I)QC(Q)M;_1 | Hye |3, -
Passons a ¢;®(x). D’abord
JI x=9)"Y (x—9) | |u(3) | dy =fmi! (=) Y (x—9)| |u(9)] dy+fcg;i- a.
Premiére intégrale se majore par
(sup |5 Y7 (x) 1) |2 || 30, VOL(3820)"/2 .

Deuxiéme intégrale se majore par, (comme dans la démonstration de ii))
1
v : / —
(sup | 51122 V() D2 vl (D) i, giw 1#loy)
J

ol w;, qui se figurent dans 3 sont a prendre a tous les o, vérifiant dis(w;, ;)
7

=37. Il est facile de voir que!®

23) K@)= X Sup |@mm(®)|-(sup |2 V' (1)) <00,

si g (Jv]=¢q) est assez grand;

(29 K, p)= 2 SUP | @) ] (SUP | [ #]5" Vi () ) < A0,

si p est assez grand.
I1 suffira de montrer que

Sle@ g =Clul.

16) Compte tenu de I’évaluation (4) de et de ce que sup |@mm(x) | est une suite
x

de décroissance rapide, 4 savoir que, quel que soit ¢ entier positif, on a
2 17 sup [ apm(x) | < +oo.
n=0 x
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Passons finalement a || ¢,(x)|| Cou D’abord, considérons

V@ = Va—yalsusdy,
@

ou Y’(x) est 'un des V,,/(x). On a

VW= Gup |1 Y D] 2L g,

\ I 7 . S
ou lintégrale se majore par

“dis(r, oy N%les vol(wy)'/2,

d’ou
19, = Gup | 1222 Y @D volwd lulo(f o)
Comme K(v,p) est fini, on en déduit que
g, SC lult. c.q.f.d.

Nous énongons encore un lemme, qui est une conséquence immédiate du
lemme 2.1.

Lemve. Soit H un opératewr dintégrale singuliére de classe Cg=, 3>0:
o(H)(x, £)€Cp=, vévifiant la condition :

Partie réelle o(H)(x,6)<—0,8>0, pour tout E€Rg", et tout xcR". On a
alors linégalité de la forme suivante

(H+-H*)Au, Au) = —0" | Au|*+71 [« |,

o v est une constante, ou &' (< 0) peut étre pris aussi voisin de 0 qu'on le veut.
DémonsTraTION. Comme H*¥A = A A+ (H*—H%A, il suffit de montrer que,

en posant

25) P=H+H?, |

(PAu, Au) satisfait a Pinégalité dans le lemme. Remarquons que P est un

opérateur d’intégrale singuliére a symbole réel dont les valeurs <-—4é. Utili-

sons une partition de 'unité qu’on vient de faire. On prend ici # de maniére

que: ¢ étant donné, on a

(26) [(P=Px))u sz =€lull,
pour toute w<L2 et pour tout x,€R™ Envisageons alors

@7 (PAu, Au) = 2 (a;PAu, aAdu) = 3 (PaAu, a,Au)—3 (Pa;—a;P)Au, aAu).

Envisageons le second terme:
| (Paty—a; P)Au, a;Au) | < || (Pa;— ;. P)Au || | e du |

< e | @udu |+ | (Pa—aP)du |
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En vertu des propriétés ii) et iii), on a
2| (Pa—a;P)Au | = C |u? car

I (Pay—a; P)An || = 2|| P(asd—Aa)u |*+2 || (PAas— e, PA)u || .

Envisageons le premier terme du second membre de (27). D’abord, comme
on vient de faire dans la vérification de i), on décompose

P=P(x®)+[P—-P(x™)].
En posant a;du=v,, on a

(P(x®w;,v)<—0d v, ]2
En suite,
[(CP—P(x™) vy, 0)| = | LP—P D)ol o | S € v |12,

d’aprés D’ou
X (Poy,v,) = (P, 0)+ 2 (P—P(xO) oy, v,)

ici le premier terme du second membre =>—6|v;|2=2—0|a;Au]?
=—0| Au||?; le second terme se majore en valeur absolue par

SellvlP=¢llAx|? ot 'le lemme. c. q.f.d.

Construction de la matrice a(J).

Nous allons reproduire ici le procédé de M. Petrowsky exposé dans [9,
P. 8217, car il est délicat. Nous nous limitons au cas ou la matrice (C) (dans
le note en bas 2)) consiste en une seule carrée. Le cas général est traité de
la méme maniére. On sait que, I'équation caractéristique de (C) et celle de
la matrice A/—o(%) sont identiques (& des multiples de 2= prés) (voir, [10,
p. 27]). On va montrer que

1°) t—2(x, )eCs™, B = oo, sont des fonctions continuement différentiables
ent (t=1,-,N).

a) Comme des racines sont toujours distinctes et réelles, A;(x,¢, &) sont
des fonctions uniformes sur la sphére: |&|=1,x et ¢ étant fixés. En effet,
dans le cas #>2, le principe de monodromie affirme cette propriété. Dans
le cas =2, cela est vrai en vertu de I'hyperbolicité.

b) Az, t, £)eCp™, f= 0.

On sait d’abord que 4, (j=1,---, N) sont toujours distinctes. De la par
le théoréme des fonctions implicites, on a par exemple, en désignant par
PQA;x,t, &) =0 I'équation caractéristique,

04 __<6P oP

k@BE[— 8%] 04 A=1¢

et [(%%{D—)A N =>d¥!, ol d est la borne inférieure des distances entre des
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racines, pour tout x, et tout te[—4, 2.

2°) Construction de o(77). Nous suivons la construction de M. Petrowsky
{9, p. 821, note 2)]). On suppose n=3. Trouver o(7) telle que o(Ma(H) =
o(D)o() signifie que, en désignant () = (ny;), 6(HK) = (a;,),

N
lz‘”ij = 21 Ry »
fyen

Nous fixons maintenant 7. Alors (s, #2;0, -, #,x) €st une solution de I"équation,
dont la matrice des coefficients est

ay —A Qa1 ANy

@1y Ayy— A

Qin

Autrement dit, en désignant A= (a;,), (1,1, n;y) €st un eigen-vecteur de A
correspondant a la valeur caractéristique 1=21,. Prenons le cas 2;=2,. On
dit que Pespace des eigen-vecteurs au point (x,%4 &) est donné par des ex-
pressions explicites (notons que lespace est a une dimension), et que ce
champ est continu en (x,¢, &), (notons |£]=1), et indéfiniment différentiable
en (x, &), et une fois continuement différentiable en ¢£. En effet, en désignant
par M;; le (i,j)-cofacteur de la matrice A,/—A, (M,;, My, My;) (7=1,---, N)
forment des expressions de l’espace des eigenvecteurs. Vu que le rang de
la matrice A,/—A est (N—1) partout (’hyperbolicité), 'un d’eux n’est pas
trivial. c.q.f.d.

On va déterminer, x et ¢ étant fixés, sur la sphére tout entiére un champ
d’eigen-vecteurs de Jlongeur unité: fixons un point &, sur la spheére, et déter-
minons lorientation, et prolongeons ce vecteur suivant des chemins issus du
point &,, ainsi nous obtenons un champ voulu sur la sphére tout entiére, en
vertu du principe de monodromie (dans le cas # =2, ce procédé ne marche
pas, comme nous montrons dans un exemple; dans le cas d’une seule équa-
tion, la construction de (7)) explicite est possible, voir [2, p. 297). Corre-
spondant aux valeurs A, on construit de méme des champs d’eigen-vecteurs
(de longeur unité) e,(f) G=1,--,N). Il est manifeste que, grice a notre
hypothése (réguliérement hyperbolique), le déterminant formé par e,(€), e, (é),
-, ex(€) est minoré en valeur absolu par une constante positive lorsque &
parcourt la sphére, et cela reste vrai lorsque x parcourt R", et t=[—h, k).
Ceci remarqué, en fixant d’abord &, on construit un champ de vecteurs
continu (e,(x, ¢, £),--, ex(x, ¢, £)) pour tout x=R", et t=[—h, k]. Ceci est toujours
possible en vertu du principe de monodromie, et puis par ce qui précéde,
sur la sphére tout entiére en partant de (e,(x, ¢, &), -, en(%, £, &)). Dans le cas
n=1, on voit facilement que la construction de ¢(J) est possible.
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3°) On donne ici un exemple de systéme hyperbolique qui n’a pas de
o(9) telle que son symbole o(9))(£) soit continu sur la circonférence: |&|*+
|7]2=1. On prend

0 1 9
al™ P 2 7ay ||
o IO T S T B
Alors la matrice caractéristique est
§—2 %77
1
2 T

Les racines de I’équation caractéristique sont

lz%(fi«/?m), compte tenu de |&[*4-|7|=1, sur C,
1
ZT(Eil)

Prenons ll-—:—é— (&--1), alors 'espace des eigen-vecteurs correspondant a la
valeur 4, au point (£,7) sur C est donné par

T dy=n:(E+1), ou bien (E—A): —a 7=(E=D: —7.

Comme on constate facilement, ce champ d’espaces d’eigen-vecteurs ne définit
jamais un champ continu d’eigen-vecteurs sur la circonférence tout entiere.

Plus généralement dans le cas # =2, pour tous les systémes hyperboliques
du premier ordre, a coefficients réels, a deux inconnus, la situation est méme
que la précédente. Voici la raison: On exprime les points sur C par 6:
0= 6 =2r, compté de (1,0). On voit visiblement que 1,(zr) = — 14(0), A5(7) = —1,(0).
Plus généralement, A,(x-+6) =-—2,0), Ay(m+0) =—2,(0), 0= 0 < r, par suite deux
espaces d’eigen-vecteurs correspondant respectivement a 1, et a 1, au point
n+460 se permutent avec ceux de (f). Or, quand on prolonge (e;(0), e5(0))
continument suivant la demi-circonférence: 0<6=<nr, il n’arrive que deux
cas suivants au point () :

) 61(0) — _‘82(0) .. 61(0) _— 82(0)
i ii
e(0)——— ¢,0), e3(0)— —e,(0) .
En tout cas, quand on continue le prolongement suivant la demi-circonférence
inférieure, on a ¢,27)=—e;(0) G =1,2). c.q.f.d.

Université de Kyoto.
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