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Syst\‘emes hyperboliques.
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(Regu le 23 f\’ev. 1959)

1. Introduction. Le probl\‘eme de Cauchv pour les syst\‘emes hyperboli-
ques est d\’ej\‘a classique, en ce qui concerne les resultats expos\’es par exemple
par M. Petrowsky ([9]). Depuis le travail de M. Leray, plusieurs savants
ont propos\’e leurs m\’ethodes, en visant \‘a la simplification. Nous en citerons
en particulier MM. Yosida ([14]) et Garding ([3]). Nous allons traiter ici
le probl\‘eme au point de vue de la th\’eorie des semi-groupes. Un traitement
analogue a \’et\’e fait par M. Yosida [14] $\tau$)$our$ les \’equations des ondes.

Nous utiliserons l’outil $p$ uissant d’op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere,1) qui
nous permettra de r\’eduire considerablement les difficultes du probl\‘eme. Nous
devrions admettre qu’on puisse signaler toutefois que la difficult\’e d’ordre
technique soit camoufl\’ee, en grande partie, dans des propri\’et\’es assez fines des
op\’erateurs d’int\’egrale singul\‘ere, dont les d\’emonstrations ne seront pas tou-
jours faciles. De plus, nous sommes oblig\’es d’exclure le cas $n=2$ , o\‘u $n$ est
la dimension de l’espace. En effet, notre m\’ethode s’appuie sur l’existence
d’une matrice $\sigma(\Re)$ , d\’efinie au d\’ebut de $n^{o}3$ , et dans le cas $n=2$ , il $y$ a des
syst\‘emes hyperboliques pour lesquels une telle matrice n’existe pas (voir la
fin de l’appendice). Nous utiliserous les d\’efinitions et les notations, expos\’ees
dans des travaux de M. Calder\’on ([1], [2]).

Considerons un svst\‘eme r\’eguli\‘erement hyperbolique (au sens de Pet-
$rowsky^{2)})$ , \’ecrit sous la forme d’\’equation d’\’evolution:

1) Cette m\’ethode est sugg\’er\’ee dans $1’ article[2]$ . Il $y$ a d\’ej\‘a un article de M. M.
Yamaguti [12], dans le m\^eme ordre d’id\’ee que le n\^otre. Nous devrions ajouter que
M. T. Shirota a signal\’e dans une conf\’erence Putilit\’e de cet op\’erateur aux syst\‘emes
hyperboliques, mais sans pr\’eciser le sens.

2) Voici la d\’efinition (voir [9], [10]) :
$1^{\circ}$

$k_{0}+\ldots+k_{n}\leqq n_{j}$ ; $k_{0}<n_{j}$ ; $n_{j}>0$ .
2’ La matrice

$(C)$ $\{$

$A^{\neg}n_{\lambda^{n_{2}}}1$

$\lambda^{n_{N}})-(\sum_{((k))}a_{ij}^{(k_{0}k_{1}\cdots k_{n})}(x, t)\lambda^{k_{\sigma}}\xi_{1}^{k_{1}}\ldots\xi_{n}^{\iota_{n}})$ ,

o\‘u
$\sum_{((k))}$

d\’esigne la sommation de tous les termes tels que $k_{0}+k_{1}+\cdots+k_{n}=n_{j}$ , est de

la forme
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(1.1) $(\frac{d}{dt})^{r_{i}}u_{i}(x, t)=\sum_{j=1}^{\lambda^{r}}(\sum_{(k)}n(\frac{\partial}{\partial x_{1}})^{\lambda_{1}}\ldots(\frac{\partial}{\partial x_{n}})^{h_{n}}u_{j}(x, t))$

$+f_{i}(x, t)$ , $(i=1,2,\cdots, N)$ ,

pour $x\in R^{n},$ $-h\leqq t\leqq h$ . On suppose que tous les coefficients $a_{ij}^{(k_{0}\cdots k_{n})}(x, t)$ sont
des fonctions une fois continuement diff\’erentiables en $t$ \‘a valeurs dans $\mathscr{D}^{3)}$

On va remplacer le syst\‘eme (1.1) par un autre syst\‘eme \’equivalent, ecrit
au moyen des op\’erateurs d’int\’egrale singuli\‘ere. Posons

$u_{j,0}=i^{n_{j}-1}(\Lambda+1)^{n_{j}-I}u_{j}$ ,

$u_{j,1}=i^{n_{j}-\angle^{\backslash }}(\Lambda+1)^{n_{j}-2}(\frac{d}{dt})u_{j}$ ,

$u_{J_{J^{-1}}},71=(\frac{d}{dt})^{n_{j}-1}u_{J}$ ,

on a alors
$d$

(1.3) $\overline{dt}u_{j,p}=i(\Lambda+1)u_{j,p+1}$ , pour $p=0,1,\cdots,$ $n_{j}-2$ .

$=i\Lambda u_{j,p+1}+iu_{j_{A}v+1}$ , $(j=1,\cdots, N)$ .
D’autre part,

(1.4) $a_{ij^{0}}^{(kk_{1}\cdots k_{n^{)}}}(x, t)(\frac{d}{dt})^{k_{0}}(\frac{\partial}{\partial x})^{k}u_{j}$ , o\‘u $k=(k_{1},\cdots, k_{n})$ ,

$=a_{ij}^{(k_{0}\cdots k_{n})}(x, t)\{(\frac{\partial}{\partial x})^{k}\Lambda^{-|k|}\}^{4)}\Lambda^{|k|}(\frac{d}{dt})^{k_{0}}u_{j}$ .

2) suite

$\{-M_{1}|_{\overline{M_{21_{\underline{\neg}_{1\overline{M_{l}}}}}}}$ $|$

o\‘u tous les \’el\’ements qui ne figurent dans aucune carr\’ee $M_{i}(i=1,2,\cdots, l)$ sont nuls.
3 Pour $t\in[-h, h]$ , et pour tout $x\in R^{n}$ , et pour tout $\xi$ r\’eel tel que $|\xi|=1$ , $1e$

d\’eterminant de chaque $M_{t}(i=1,\cdots, l)$ admet des racines r\’eelles et distinctes, et de
plus la diff\’erence de deux racines est toujours sup\’erieure \‘a une constante positive
fix\’ee.

3) $\mathscr{D}$ est $1’ espace$ des fonctions continues born\’ees avec toutes les d\’eriv\’ees, muni
des semi-normes: $p_{m}(f)=\sum_{|a|\leqq m}\sup_{x}|D^{\alpha}f(x)$

, $ m=1,2,\cdots$ (voir [11]).

4) Il vaut mieux d\’efinir, comme M. Calder\’on fait dans [1], de la mani\‘ere sui-

vante: $(\frac{\partial}{\partial x})_{\Lambda}^{k}-|k$ ] est 1‘op\’erateur de convolution tel que

$(\frac{\partial}{\partial x})_{\Lambda^{-}}^{k}|k^{l}u\overline{\mathscr{Z}}(2\pi i^{t},,)^{k}|\xi|-[k1_{\hat{u}}(\xi),\hat{u}(\xi)$ \’etant l’image de Fourier.
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Notons $a_{ij^{0}}^{(k\cdots k_{n})}(x, t)(\div\cdot\frac{\partial}{\partial x})^{k}\Lambda^{-1k1}=A_{if}^{(k_{0}\cdots k_{n})}(t)$ , (o\‘u $t$ intervient comme para-

m\‘etre), o\‘u $A_{ij^{0}}^{(k\cdots k_{n})}(t)$ est un op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere dont le symbole
soit

$a_{ij^{0}}^{(k\cdots k_{n})}(x, t)_{1k\overline{|}}^{\xi)^{k}}\frac{(2\pi}{|\xi|}$ .
(1.4) s’\’ecrit alors
(1.5) $A_{ij^{0}}^{(k\cdots k_{n^{)}}}(t)i\Lambda(i\Lambda)^{\rceil k1-1}\{i(\Lambda+1)\}^{k_{0}-(n_{j^{-1)}}}u_{j,k_{0}}$ .
Examinons de pr\‘es cette expression en divisant en deux cas:

1’ cas o\‘u $|k|+k_{0}=n_{j}$ .
$(i\Lambda)^{|k|-1}\{i(\Lambda+1)\}^{k_{0^{-(}}n_{j^{-1)}}}=\Lambda^{1k\{-1}(\Lambda+1)^{-|k1+15)}$

Or, $\{\Lambda^{\rceil k1-1}(\Lambda+1)^{-1k1+1}-1\}i\Lambda$ est un op\’erateur born\’e de $9^{s}$ dans lui-m\^eme, vu
que son image de Fourier est \’egale \‘a

$\{(\frac{|\xi|}{1\dashv-|\xi|})^{|k|-1}-1\}i|\xi|\equiv\hat{\Psi}_{1kr}(\xi)$ .

D’o\‘u (1.5) s’\’ecrit

(1.6) $iA_{ij}^{(k_{\Phi}\cdots k_{n})}(t)\Lambda u_{J^{k_{0}}},+A_{ij^{0}}^{(k\cdots k_{n^{)}}}(t)\Psi_{1k1}u_{j,k_{0}}$ .
2 cas o\‘u $|k|+k_{0}\leqq n_{j}-1$ . Dans ce cas l’op\’erateur
$i\Lambda(i\Lambda)^{\rceil k\downarrow-1}\{i(\Lambda+1)\}^{k_{0}-(n_{j}-1)}=\Psi_{j}^{(k_{0}\cdots k_{n}}$‘ est born\’e de $9^{s}$ dans lui-m\^eme, d’o\‘u,

(1.5) s’\’ecrit

(1.7) $A_{ij}^{(k_{0}\cdots k_{n})}(t)\Psi_{j^{k_{0}\cdots k_{n^{)}}}}^{(}u_{j.k_{0}}$ .
Alors, en num\’erotant tous les $u_{j,p}(j=1,\cdots, N;k_{0}=0,1,\cdots, n_{j}-1)$ , de nouveau
$u_{i},$ $(i=1,\cdots, N^{\prime}),$ $N^{\prime}=\Sigma n_{j}$, on a un nouveau syst\‘eme d’\’equation d’\’evolution,.
qui est \’equivalent \‘a (1.1):

(1.8) $\frac{d}{dt}\left(\begin{array}{l}u_{1}\\\vdots\\ u_{N^{J}}\end{array}\right)=i(H_{tj}(t))\Lambda\left(\begin{array}{l}u_{1}\\\vdots\\ u_{N!}\end{array}\right)+(B_{ij}(t))\left(\begin{array}{l}u_{1}\\\vdots\\ u_{N^{/}}\end{array}\right)+\left(\begin{array}{l}f_{!}\\\vdots\\ f_{N^{\prime}}\end{array}\right)$ ,

o\‘u $H_{ij}(t)(i,j=1,\cdots, N^{\prime})$ d\’ecoulent exactement des termes suivis de l’op\’erateur
$\Lambda$ dans (1.3) et (1.6).

Ecrivons cette \’equation sous la forme matricielle, en \’ecrivant $N^{\prime}$ de
nouveau $N$, en notant $u(t)=(u(t),\cdots, u_{N}(t))$ , et $f(t)=(f_{1},\cdots,f_{N})$ :

(1.9) $\overline{d}^{d_{\overline{t}}}u(t)=i,\mathscr{X}(t)\Lambda u+\mathscr{D}(t)u+f(t)$ .

5) $(\Lambda+1)^{s}$ est 1‘op\’erateur de convolution tel que $(\Lambda+1)^{s}u\rightarrow^{g}(|\xi|+1)^{S}\hat{u}(\xi)$ .



208 S. MIZOHATA

Donnons la d\’efinition de l’espace hilbertien $\mathscr{D}^{m}$ ;
Espace $9^{m}$ ($m$ , entier positif, $0$ , ou n\’egatif). Soit $m\geqq 0,f\in \mathscr{D}^{m}$ si $f$ et toutes

ses d\’eriv\’ees jusqu’\‘a l’ordre $m$ appartiennent \‘a $L^{2}$ . On munit $\mathscr{D}^{m}$ du produit
scalaire:

$(f,g)_{9^{m=}}((\Lambda+1)^{m}f, (\Lambda+1)^{m}g)_{L^{2}}$ .
$9^{-m}$ ($m$ , positif) est par d\’efinition l’espace dual de $\mathscr{D}^{m}$. On voit que

$(f,g)_{9^{-m=}}((\Lambda+1)^{-m}f, (\Lambda+1)^{-m}g)_{L^{2}}$ .
REMARQUE. $9^{m}$ est not\’e $9_{L}^{7n_{*}}$ dans “Th\’eorie des distributions“ de

Schwartz.
Nous indiquerons notre plan de la demonstration. Admettons pour le

moment 1‘existence de Ia matrice $\sigma(\Re(t))$ v\’erifiant la condition (3.1). Malheu-
reusement $\Re(t)$ n’est pas en g\’en\’erai inversible, mais supposons provisoirement
qu’elle soit inversible. L’\’equation (1.9)

$\frac{d}{dt}u(t)=i\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda u+9u+f$ entraine

$\frac{d}{dt}(\Re(t)u(t))=i\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda u+\Re \mathscr{D}u-X_{t^{\prime}}u+ytf$ .

Comme $yl\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda=9\Re\Lambda+c\chi$, o\‘u $X$ est un op\’erateur born\’e, on a

$\frac{d}{dt}(\Re u(t))=i9)\Re\Lambda u+\mathscr{D}_{1}\Re u+\Re f$, o\‘u $\mathscr{D}_{1}$ est born\’e.

D’o\‘u, l’in\’egalit\’e cherch\’ee, car en posant $\Re u(t)=v(t)$ , on a

$\frac{d}{dt}(v(t), v(t))=(v_{t}^{\prime}, v)+(v, v_{t}^{\prime})$

(remarquons $\Re\Lambda u=\Lambda\Re u+(\Re\Lambda-\Lambda\Re)u$), et $(i9i\Lambda v, v)+(v, i9)\Lambda v)=i((9\Lambda-\Lambda 9^{*})v, v)$ .
Comme 9 est du type diagonal et \‘a symbole r\’eel, $9\Lambda-\Lambda \mathscr{D}^{*}=(9\Lambda-\Lambda \mathscr{D})+$

$\Lambda(\mathscr{D}\#-g*)$ est born\’e, d’apr\‘es le theor\‘eme 3 de [2]. D’o\‘u, l’in\’egalit\’e cherch\’ee:

$|1v\Vert_{t}^{2}\leqq C(t)[\Vert v\Vert_{t=0}^{2}+\int_{0^{|tl}}\Vert f\Vert_{\tau}^{2}d\tau]$ .
Nous allons utiliser une variante de cette m\’ethode, en nous inspirant de

la m\’ethode de M. Leray d\’evelopp\’ee pour les \’equations hyperboliques dans
[5]. Cette variante nous montre l’in\’egalit\’e d’\’energie et en m\^eme temps
l’existence des solutions.

2. Quelques lemmes sur les op\’erateurs d’int\’egrale singuli\‘ere.

On utilisera dans ce qui suit, outre les propri\’et\’es des op\’erateurs ex-
pos\’ees dans [1], [2], les propri\’et\’es suivantes, qu’on va donner sous la forme
des lemmes.
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LEMME 2.1. Soit $P$ un op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere de classe $o(P)=F(x, \xi)$

$\in C_{\beta^{\infty}}$ , avec $\beta>0$ . On fait l’hypoth\‘ese:

(2.1) $|F(x, \xi)|\geqq\delta>0$ pour tout $x\in R^{n}$, et tout $\xi$ ,
$\delta$ \’etant une constante positive. On $a$ alors

(2.2) $\Vert P\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{\delta^{2}}{8}\Vert\Lambda u\Vert^{2}-\gamma\Vert u\Vert^{2}$ , pour toute $u\in 9^{1}$ ,

$\gamma$ \’etant une constante positive.
Comme la d\’emonstration est assez longue, nous la donnerons dans l’ap-

pendice.
Du lemme 2.1, on montre facilement le lemme suivant qui jouera le

m\^eme r\^ole que le lemme de Garding au cas de l’op\’erateur diff\’erentiel.
LEMME 2.2. Soit $\mathscr{L}$ une matrice $carr\mathfrak{X}$ dont les \’el\’ements $P_{ij}$, op\’erateurs

d’int\’egrale singuli\‘ere, appartiennent \‘a $C_{\beta^{\infty}}$ , avec $\beta>0:\sigma(P_{ij})\in C_{\beta^{\infty}}(i, j=1,\cdots, N)$ .
On fait l’hypoth\‘ese: soit $\sigma(\mathscr{L})$ la matrice $(\sigma(P_{ij})(x, \xi))$ , on a pour tout $\alpha=(\alpha_{I},\cdots, \alpha_{N})$ ,
vecteur complexe,

(2.3) $|\sigma(\mathscr{L})\alpha|\geqq\delta|\alpha|$ , o\‘u $|\alpha|=\sqrt{|\alpha_{1}|^{2}+\perp|\alpha_{N}|^{2}}$ quelque soient $x\in R^{n}$, et $\xi$ .

On $a$ alors pour toute $u=(u_{1},\cdots, u_{N})\in\prod_{i=1}^{N}9^{1}$ , l’in\’egalit\’e:

(2.4) $\Vert \mathscr{L}\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{\delta^{2}}{8}$ I $\Lambda u\Vert^{2}-\gamma_{1}\Vert u\Vert^{2}$ ,

$\gamma_{1}$ \’etant une constante positive.

REMARQUE. On entend par $\Vert u\Vert^{2}$ : $\Vert u\Vert^{2}=\sum_{i=1}^{N}\Vert u_{i}\Vert^{2}$ .
D’o\‘u on d\’eduit facilement
$CoROLLAIRE$ . Dans la m\^eme hypoth\‘ese qu’au lemme 2.2, on a l’in\’egalit\’e:

(2.5) $\Vert \mathscr{D}\Lambda^{m}u\Vert^{2}\geqq\sigma\Vert\Lambda^{m}u\Vert^{2}-\gamma_{m}\Vert u\Vert^{2},$ $\sigma>0$ ,

pour toute $u\in\prod 9^{m},$ $m$ \’etant entier positif.
LEMME 2.3. Tout op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere de classe $C_{\beta^{\infty}},$ $\beta=+\infty,$ $H$,

(avec son conjugu\’e $H^{*}$ ) d\’efinit une application continue de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , dans lui-m\^eme, $s$

\’etant un entier quelconque positif, $0$ , ou n\’egatif.

Comme la v\’erification est tr\‘es facile, nous n’en donnons pas la d\’emon-
stration.

Nous utiliserons le lemme suivant, qui a \’et\’e \’enonc\’e dans [6].

LEMME 2.4. Soit $H$ un op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere tel que $\sigma(H)=h(x, \xi)$

$\in C_{\beta^{\infty}}$ , avec $\beta=+\infty$ , on peut alors exprimer
1) $\Lambda^{p}H=H\Lambda^{p}+H_{1}\Lambda^{p-1}+H_{0}$ ,
2) $\Lambda^{p}H^{*}=H^{*}\Lambda^{p}+H_{1}^{\prime}\Lambda^{p-1}+H_{0^{\prime}}$ ,

o\‘u $H_{1},$ $H_{0},$ $H_{1}^{\prime},$ $H_{0^{\prime}}$ sont des op\’erateurs continus de ffl dans lui-m\^eme, $s$ \’etant un
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entier. quelconque (positif, $0$ , ou n\’egatif).
D\’EMONSTRATION. Limitons-nous \‘a d\’emontrer 1), car 2) se d\’emontre $d\dot{e}^{P}$

la m\^eme mani\‘ere. Dans le cas o\‘u $p$ est pair, la d\’emonstration est tr\‘es sim-
ple. Notre d\’emonstration est donc essentiellement consacr\’ee au cas o\‘u $p$ est
impair.

On d\’ecompose d’abord, $\hat{\Lambda}(\xi)^{p}\equiv|\xi|^{P}=\alpha(\xi)|\xi|^{p}+[1-\alpha(\xi)]|\xi|^{P}=\Lambda_{1^{P}}^{\wedge}(\xi)+$

$\hat{\Lambda}_{2}^{p}(\xi)$ , o\‘u $\alpha(\xi)$ est une fonction ind\’efiniment diff\’erentiable, qui vaut 1 au
voisinage de l’origine et z\’ero pour $|\xi|\geqq 1$ . Notons que, dans la notation
$\hat{\Lambda}_{\iota^{2}}’(\xi),$

$p$ ne signie plus la $p$-i\‘eme puissance. Notons la distribution $\Lambda_{i^{\mathcal{D}}}\overline{\mathcal{Q}i}$

$\hat{\Lambda}_{i^{p}}(\xi)$ . En d\’ecomposant alors l’op\’erateur $(\Lambda^{p}H-H\Lambda^{p})=(\Lambda_{1}^{p}H-H\Lambda_{1^{p}})+(\Lambda_{2}^{p}H-$

$H\Lambda_{2}^{p})$ , on voit facilement que l’operateur $(A_{1}^{p}H-H\Lambda_{1}^{p})$ est born\’e de $9^{s}$ dans.
lui-m\^eme, vu que $A_{1}$ l’est $(s$ \’etant un entier quelconque positif, $0$ , ou $n\acute{e}gatif)_{i}$ .

Il suffit donc de voir que $(\Lambda_{2}^{p}H-H\Lambda_{2}^{p})$ a l’expression de la forme 1).

Soit

$\sigma(H)=a_{0}(x)+\sum_{n\geqq 1}a_{nm}(x)Y_{nm}(\xi)$ .
Occupons-nous du cas simple: $\sigma(H)=a(x)Y(\xi)$ , o\‘u $Y(\xi)$ est l’un des $Y_{nm}(\xi)!$

Dans ce cas, $(\Lambda_{2^{p}}H-H\Lambda_{2}^{p})f=(\Lambda_{2^{p}}a(x)Y-a(x)Y\Lambda_{2^{p}})f=(\Lambda_{2}^{p}a(x)-a(x)\Lambda_{2^{P}})Yf$. Nous:
avons d\’esign\’e par Yf-et nous utiliserons d\’esormais cette convention–l’op\’erateur $\cdot$

suivant:
$Y(x)$ d\’esigne la distribution telle que $Y(x)\rightarrow Y(\xi);g$

$(Yf)(x)=Y(x)*f(x)(x)$

Posons $Yf=\varphi(x)$ , alors l’expression plus haut s’\’ecrit:

(2.6) $(\Lambda_{2^{P}}a(x)-a(x)\Lambda_{2^{P}})\varphi(x)=\int\Lambda_{2^{P}}(x-y)[a(y)-a(x)]\varphi(y)dy$ ,

o\‘u l’int\’egrale est \‘a prendre au sens de distribution. D\’eveloppons $a(y)-a(x)|$

autour du point $x$ :

$a(y)-a(x)=\sum_{<|\nu|_{\Rightarrow}q-1}\frac{D^{\nu}a(x)}{\nu!}(y-x)^{\nu}+\sum_{|\nu|=q}\frac{a_{\nu}(x,y)}{\nu!}(y-x)^{\nu}$ ,

o\‘u $q$ est un entier que nous allons d\’eterminer (pour ce d\’eveloppement, voir
[7, pp. 224-225]). On a

$\sup_{x,y}|D_{x^{a}}D_{v^{\beta}}a_{\nu}(x, y)|\leqq C_{q+|at+|\theta_{\{\gamma;1\gamma I}^{1}}\sum_{\Leftarrow q+\downarrow\alpha|+1\beta I}\sup_{\}}|D^{\gamma}a(x)|$ .
(2.6) s’\’ecrit alors

$\sum_{|\nu 1\leqq q-1}\frac{D^{\nu}a(x)}{\nu!}\int(y-x)^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x-y)\varphi(y)dy+\sum_{|\nu|=q}\frac{1}{\nu!}\int a_{\nu}(x,y)(y-x)^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x-y)\varphi(y)dy$ .

Envisageons d’abord la premi\‘ere partie.
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$x^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x)\overline{S^{7}}(-\frac{1}{2\pi i})^{1\nu 1}(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}([1-\alpha(\xi)]|\xi|^{P})=\hat{\psi}_{\nu}(\xi)|\xi|^{p-1}$ ,

d’o\‘u la premi\‘ere partie s’\’ecrit:

$\sum_{|\nu|\leqq q-1}(-1)^{1\nu I}\frac{D^{\nu}a(x)}{\nu!}\psi_{\nu}\Lambda^{p-1}\varphi$ .

Passons \‘a la deuxi\‘eme:

$\varphi_{\nu}(x)=\int a_{\nu}(x,y)(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x-y)\varphi(y)dy$ .

Envisageons la fonction $x^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x),$ $|\nu|=q$. On voit que
i) elle est une fonction continuement d\’erivable, si Pon prend $|\nu|\Rightarrow q=$

$p+[n/2]+2$ ;
ii) elle est ind\’efiniment diff\’erentiable en dehors de l’origine et de plus

elle d\’ecroit rapidement par rapport aux polyn\^omes avec toutes ses d\’eriv\’ees
(et cela est vrai quel que soit $\nu$ ).

En effet, $x^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x)\rightarrow g(\frac{i}{2\pi})^{1\nu!}(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}\Lambda_{2^{p}}^{\wedge}(\xi)\in \mathscr{D}^{[n/2]+2}(R_{\xi^{n}})$ , ce qui montre i)

en vertu du th\’eor\‘eme de Sobolev. Ensuite $x^{\nu}\Lambda_{2^{p}}(x)=\frac{1}{|x|^{\Delta k}}(|x|^{2k}x^{\nu}\Lambda_{2^{p}}(x))$ , et

$\sup_{x}||x|^{2k}x^{\nu}\Lambda_{2^{p}}(x)|\leqq c\int|\Delta_{\xi}^{k}D_{\xi}^{\nu}\hat{\Lambda}_{2}^{p}(\xi)|d\xi$ montre ii). D’o\‘u

$\frac{\partial}{\partial x_{i}}\varphi_{\nu}(x)=\int(\frac{\partial}{\partial x_{j}})[(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x-y)]a_{\nu}(x, y)\varphi(y)dy$

$+\int(x-y)^{\nu}\Lambda_{2^{\mathcal{D}}}(x-y)\frac{\partial}{\partial x_{i}}a_{\nu}(x, y)\varphi(y)dy$ .

Or, le premier terme s’\’ecrit $\int(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x-y)(\frac{\partial}{\partial y_{i}})[a_{\nu}(x,y)\varphi(y)]dy$, d’o\‘u

$\frac{\partial}{\partial x_{i}}\varphi_{\nu}(x)=\int(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x-y)[\frac{\partial}{\partial x_{i}}+-\partial^{\partial_{y_{i}}}-][(a_{\nu}(x,y)\varphi(y)]dy$ ,

et de proche en proche

$D_{x^{\mathcal{O}}}\varphi_{\nu}(x)=\int(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x-y)(\frac{\partial}{\partial x}+\frac{\partial}{\partial y})^{a}[a_{\nu}(x, y)\varphi(y)]dy$ .
D’o\‘u on a

$\Vert D_{x}^{\alpha}\varphi_{\nu}(x)\Vert\leqq d(q+|\alpha|)(\sum_{\Leftarrow q+}\sup|D^{\beta}a(x)|)\Vert\varphi\Vert_{\mathscr{D}^{|\alpha|}}\beta\cdot I\beta|<|\alpha|$

ou bien

$\Vert\varphi_{\nu}\Vert_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\leqq d(q+s)(\int|x^{\nu}\Lambda_{2}^{p}(x)|dx)(\sum_{1\beta I\leqq q+s}\sup|D^{\beta}a(x)|)\cdot\Vert\varphi\Vert_{\Phi}$ .
Ceci fait, revenons \‘a l’ope’rateur $H$ Chaque op\’erateur

$(D^{\nu}a_{0}(x)+\sum_{n\underline{=}1}D^{\nu}a_{nm}(x)Y_{nm})\psi_{\nu},$
$|\nu|\leqq q-1$
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d\’efinit une application continue de $\mathscr{D}^{s}$ dans lui-m\^eme ( $s$ \’etant un entier quel–
conque, positif, $0$, ou n\’egatif). $H_{1}$ , qui est par d\’efinition la somme des termes
plus haut, est donc une application continue de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ dans lui-m\^eme. L’op\’era-
teur $H_{0}$, qui est par d\’efinition la somme de $(\Lambda_{1^{p}}H-H\Lambda_{1^{p}})$ et des termes
correspondant \‘a $\varphi_{\nu}(x)$ est aussi une application continue de $\mathscr{D}^{s}$ dans lui-m\^eme.

$c$ . $q.f.d$ .

3. Probl\‘eme de Cauchy.

Revenons \‘a l’\’equation d’evolution:

(1.9) $\frac{d}{dt}u(t)=i\ovalbox{\tt\small REJECT}(t)\Lambda u(t)+\mathscr{D}(t)u(t)+f(t)=A(t)u(t)+f(t)$ .
Il est facile de voir qu’on peut trouver une matrice $\sigma(\Re)$ jouissant des pro-
pri\’et\’es suivantes6) (except\’e le cas o\‘u, dans le cas $n=2,.\ovalbox{\tt\small REJECT}$ d\’erive d’un sys-
t\‘eme: $i\geqq 2$):

(3.1)
i) $o(\Re(t))\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT}(t))=\sigma(9(t))\sigma(\Re(t))$ ;

ii) Soit $\sigma(\Re(t))=(F_{ij}(x, t, \xi))$ , alors $F_{ij}(x, t, \xi)\in C_{\theta^{\infty}},$ $\beta=+\infty$ ,
o\‘u $t$ intervient comme param\‘etre. Les $F_{ij}(x, t, \xi)$ sont \‘a valeurs r\’eelles. De
plus

d\’eterminant de $(F_{ij}(x, t, \xi))|\geqq\delta^{\prime}>0$ pour tout $\xi,$ $x\in R^{n},$ $-h\leqq t\leqq h$ ;

iii) $L$‘application: $t\rightarrow F_{ij}(x, t, \xi)\in C_{\theta^{\infty}},$ $\beta=+\infty,$ $(i,j=1,\cdots, N)$ , est une fois
continuement diff\’erentiable;

iv)

$\sigma(9(t))=\left(\begin{array}{lll}\lambda_{1}(x,t,\xi) & & \\\lambda_{2}(x,t,\xi) & & \\. & & \\ & . & \lambda_{N}(x,t,\xi)\end{array}\right)$

o\‘u $\lambda_{1}(x, t, \xi),\cdots,$ $\lambda_{N}(x, t, \xi)$ sont les racines de l’\’equation caract\’eristique.

1 Tn\’egalit\’e d’\’energie. Nous allons \’etablir l’in\’ega[it\’e d’\’energie pour des
solutions de (1.9) dans 1‘espace $9^{m}$ .

Nous \’ecrirons d\’esormais simplement $9^{m}$ au lieu de $\Pi gm$ $f(t)$ est une
fonction continue en $t$ \‘a valeurs dans $\mathscr{L}D^{m}$ ; soit $u(t)$ une fonction continue-
ment diff\’erentiable \‘a valeurs dans $\mathscr{D}^{m+1}$ v\’erifiant l’\’equation (1.9).

D’apr\‘es le corollaire du lemme 2.2,

(3.2) $B_{m}(t)=\Lambda^{m}\mathfrak{N}^{*}(t)\Re(t)\Lambda^{m}+\beta_{m^{2}}I$

d\’efinit dans $9^{m}$ une norme \’equivalente $pour-h\leqq t\leqq h$ , si $\beta_{m}$ est assez grand.

6) Comme $1’ existence$ de telle matrice a(SU) est un point essentiel, nous mon-
trerons dans Pappendice notre raisonnement.
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En effet, pour chaque $t=t_{0}$ , on a
$(B_{m}(t_{0})u, u)=\Vert\Re(t_{0})\Lambda^{m}u\Vert^{2}+\beta_{m^{2}}\Vert u\Vert^{2}$ .

D’apr\‘es la condition ii) de (3.1) et le corollaire du lemme 2.2, on a
$\delta^{\prime 2}$

$(B_{m}(t_{0})u, u)\geqq\overline{8}\Vert\Lambda^{m}u\Vert^{2}-\gamma_{m}(t_{0})\Vert u\Vert^{2}+\beta_{m^{2}}\Vert u\Vert^{2}$ .
D’autre part, d’apr\‘es la condition iii) de (3.1) (continuit\’e en $t$), il existe un
$\eta>0$ tel que $\Vert[\Re(t)-\Re(t_{0})]u\Vert<\frac{\delta^{\prime 2}}{16}\Vert u\Vert^{2}$, si $|t-t_{0}|<\eta,$ $\eta$ \’etant ind\’ependant

de $t_{0}$ . Comme $h$ est fini, nous aurons pour tout $t\in[-h, h]$ ,

$(B_{zn}(t)u, u)\geqq\frac{\delta^{;2}}{16}\Vert\Lambda^{m}u\Vert^{2}-\gamma_{m}\Vert u\Vert^{2}+\beta_{m^{2}}\Vert u\Vert^{2}$ . c. q.f.d-

Nous allons donc mesurer la variation de l’\’energie dans $9^{m}$ par $B_{m}(t)$ .
(3.3) $\frac{d}{dt}(B_{m}(t)u(t), u(t))=(B_{m}u_{t}^{\prime}, u)+(B_{m}u, u_{t}^{\prime})+(B_{m}^{\prime}(t)u, u)$

$=((B_{m}A+A^{*}B_{m})u, u)+(B_{m}f, u)+(B_{m}u,f)+(B_{n}^{\prime},u, u)_{\triangleright}$

Evidemment,
$|(B_{m}f, u)|\leqq\Vert$ B. $ f\Vert\Vert B_{m}u\Vert$ , o\‘u $\Vert B_{m}f\Vert^{2}=(B_{m}f,f)$ ,

$|(B_{m}^{\prime}u, u)|\leqq C\Vert B_{m}u\Vert^{2}$ .
Ce qui est essentiel, est l’\’evaluation du premier terme.

(3.4) $B_{m}A+A^{*}B_{m}=(\Lambda^{m}X^{*}\Re\Lambda^{m}+\beta_{m^{2}}I)(i\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda+\mathscr{D})$

$+(-i\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}+\mathscr{D}^{*})(\Lambda^{m}\Re^{*}\Re\Lambda+\beta_{m^{2}}I)$ .
On d\’eveloppe cette parenth\‘ese, et n\’eglige des applications continues de $\Phi$

dans $9^{s=2m}$. On d\’esigne cette classe d’applications par $(\Lambda^{2m})$ . Compte tenu
de ce que $\Re,$ $\Re*\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}*g\mathscr{Q}*sont$ des applications continues de $9^{s}$ dans lui-
m\^eme, et que $\Lambda$ est une application continue de $9^{s}$ dans $9^{s-1}$ , on a

$B_{m}A+A^{*}B_{m}\equiv i(\Lambda^{m}x*yt\Lambda^{m}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda-\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}\Lambda^{m}\Re^{*}\Re\Lambda^{m})$ . $mod (\Lambda^{2m})$ .
Or, $\Lambda^{m}\ovalbox{\tt\small REJECT}=\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda^{m}+\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}\Lambda^{m-1}+\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0^{7)}}$ , d’apr\‘es le lemme 2.4. D’o\‘u

$\Lambda^{m}\Re^{*}\Re\Lambda^{m}\mathscr{X}\Lambda=\Lambda^{m}\Re^{*}\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda\Lambda^{m}+\Lambda^{m}\Re*y\int(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}\Lambda^{m-1}+\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0})\Lambda$

$\equiv\Lambda^{m}(X^{*}\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda)\Lambda^{m}$ $mod (\Lambda^{2m})$ .
Comme $yl\circ\ovalbox{\tt\small REJECT}=9\circ\Re$, on a

$\Re\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda=(\Re\circ\ovalbox{\tt\small REJECT})\Lambda-(\Re\circ\ovalbox{\tt\small REJECT}-\Re\ovalbox{\tt\small REJECT})\Lambda\equiv(\Re\circ\ovalbox{\tt\small REJECT})\Lambda^{0}mod (\Lambda^{0})$ , d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3
de [2],

$=9\Re\Lambda-(9X-9\circ\Re)\Lambda\equiv \mathscr{D}X\Lambda mod (\Lambda^{0}),$ $=9\Lambda X-9(\Lambda X-\Re\Lambda)\equiv g)\Lambda^{y}l$

$mod(\Lambda^{0})$ . $D’ 0\grave{u}$

7) Comme on voit facilement dans la demonstration du lemme 2.4, $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}$ sont des
fonctions continues en $t$ \‘a valeurs dans $\approx C(\mathscr{D}^{s}, 9^{s})$ .
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\langle 3.5) $\Lambda^{m}\Re^{*}\Re\Lambda^{m}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda-\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}\Lambda^{m}\Re^{*}\Re\Lambda^{m}\equiv\Lambda^{m}(X\#9\Lambda\Re-\Re^{*}\Lambda\Phi\Re)\Lambda^{m}$ $mod (\Lambda^{2m})$

Or, $\Re^{*}(9\Lambda-\Lambda \mathscr{D}^{*})X$ est born\’e (de $\mathscr{D}^{s}$ dans lui-m\^eme, du fait que $9\Lambda-\Lambda \mathscr{D}^{*}=$

$(9\Lambda-\Lambda 9)+\Lambda(\mathscr{D}\#-9^{*}))$ (voir, la fin de 1‘Introduction).
Compte tenu de ce que $B_{m}(t)$ d\’efinit dans $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{m}$ une norme \’equivalente, on a

(3.6) $-\gamma B_{m}(t)\leqq B_{m}(t)A(t)+A^{*}(t)B_{m}(t)\leqq\gamma B_{m}(t)$ .
D’o\‘u

$|\frac{d}{dt}(B_{m}u, u)|\leqq\gamma(B_{m}u, u)+C\Vert B_{m}u\Vert^{2}+2\Vert B_{m}u\Vert\Vert B_{m}f\Vert$

$\leqq r^{\prime}$ I $B_{m}u\Vert^{2}+\Vert B_{m}f\Vert^{2}$ .
On arrive donc \‘a l’in\’egalit\’e cherch\’ee:

(3.7) $\Vert B_{m}u\Vert_{t}^{2}\leqq\Vert B_{m}u\Vert_{t=0}^{2}\cdot\exp(\gamma^{\prime}|t|)+\int_{0^{|t|}}\exp(\gamma^{\prime}|t-\tau|)\Vert B_{m}f\Vert_{\tau}^{2}d\tau$ .
$R_{EMARQUE}$ . L’in\’egalit\’e d’\’energie de la forme (3.7) subsiste m\^eme dans

l’espace $9^{-m}$ ($m=0$ , ou positif). En effet,

(3.8) $B_{-m}(t)=(\Lambda+1)^{-m}\Re^{*}(t)\Re(t)(\Lambda+1)^{-m}+\beta^{2}I(\Lambda+1)^{-2(+1)}m$

d\’efinit dans $g-m$ une norme \’equivalente, si $\beta$ est assez grand. En effet,
$(B_{-m}u, u)=\Vert\Re(\Lambda+1)^{=m}u\Vert^{2}+\beta^{2}\Vert(\Lambda+1)^{-(m+1)}u\Vert^{2}$ . Or,

$\Re(\Lambda+1)^{-m}u=\Re(\Lambda+1)(\Lambda+1)^{-m-1}u=\Re\Lambda(\Lambda+1)^{-m-1}u-\Re(\Lambda+1)^{-m-1}u$ ,

d’o\‘u, en appliquant le lemme 2.2 \‘a $u=(\Lambda+1)^{=m-1}u$ ,

$\Vert\Re(\Lambda+1)^{-m}u\Vert^{2}\geqq\frac{\delta^{2}}{16}\Vert\Lambda(\Lambda+1)^{-m-1}u\Vert^{2}-C\Vert(\Lambda+1)^{-m-1}u\Vert^{2}$ , d’o\‘u

$(B_{-m}u, u)\geqq\frac{\delta^{2}}{16}\Vert\Lambda(\Lambda+1)^{-m-1}u\Vert^{2}+(\beta^{2}-C)\Vert(\Lambda+1)^{-m-1}u\Vert^{2}\geqq\sigma\Vert(\Lambda+1)^{-m}u\Vert^{2},$ $\sigma>0$ .
Il ne reste qu’\‘a constater

(3.9) $-\gamma_{-m^{\prime}}B_{-m}\leqq B_{-m}A+A^{*}B_{-m}\leqq\gamma_{-m^{\prime}}B_{-m}$ .
$B_{-m}A+A^{*}B_{=m}\equiv(\Lambda+1)^{-m}\Re^{*}\Re(\Lambda+1)^{-m}\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda-(\cdots\cdots)^{*}mod (\Lambda=2^{m})$ . Or, $(\Lambda+1)^{-m}\ovalbox{\tt\small REJECT}=$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Lambda+1)^{-m}+\mathscr{D}^{\prime}(\Lambda+1)^{-m}$, o\‘u $\mathscr{D}^{\prime}$ est une application continue de $\mathscr{D}^{s}$ dans $9^{s+1}$ .
En effet, $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\Lambda+1)^{m}=(\Lambda+1)^{m}(\ovalbox{\tt\small REJECT}+\mathscr{D}^{\prime})$ , entraine, d’apr\‘es le lemme 2.4,

$\mathscr{D}^{\prime}=(\Lambda+1)^{-m}(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{m-1}\Lambda^{m-1}+\cdots+\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0})$ ,

o\‘u $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1},\cdots,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{m-1}$ sont des applications continues de $9^{s}$ dans lui-m\^eme.

On aura donc $\Re*\Re(\ovalbox{\tt\small REJECT}+\mathscr{D}^{\prime})\Lambda\equiv \mathfrak{N}^{*}yt\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda mod (\Lambda^{O})$ , comme nous avons montr\’e,
$\equiv\Re^{*}9\Lambda\Re mod (\Lambda^{o})$ , d’o\‘u l’in\’egalit\’e (3.9).

2’ Existence des solutions dans le cas o\‘u $A$ est ind\’ependant de $t$. Soit $t_{0}$

un point quelconque dans $[-h, h]$ . On pose $A=A(t_{0})$ . D\’esormais, on consid\‘ere
l’espace $9^{m}(m\geqq 1)$ .

1) Si l’on prend comme le domaine de d\’efinition $9_{A}$ ; $u\in E)^{m},$ $Au\in \mathscr{D}^{n}$ ,
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alors $A$ est ferm\’e.8) Remarquons que $\mathscr{Q})^{m}+1\subset 9_{A}$ , par suite, $9_{A}$ est dense dans
$9^{m}$.

2) $(I-\lambda A)$ d\’efinit un isomorphisme de $g)_{A}$ dans $\mathscr{D}^{m}$, o\‘u $\lambda$ est param\‘etre
reel voisin de z\’ero.

En effet, comme $B_{m}(=B_{m}(t_{0}))$ d\’efinit une norme \’equivalente dans $9^{m}$ , on
munit $\mathscr{D}^{m}$ de cette norme.

$(B_{m}(I-\lambda A)u, (I-\lambda A)u)=(B_{m}u, u)+\lambda^{2}(B_{m}Au, Au)-\lambda((B_{m}A+A^{*}B_{m})u, u)$ ,

d’apr\‘es (3.6) on a, $\geqq(B_{m}u, u)-|\lambda|\gamma_{m}(B_{7n}u, u)=(1-|\lambda|\gamma_{m})(B_{m}u, u)$ . Autrement
dit,

(3.10) $\Vert B_{m}(I-\lambda A)u\Vert^{2}\geqq(1-|\lambda|\gamma_{m})\Vert B_{m}u\Vert^{2}$ .
3) L’image $(I-\lambda A)^{g_{A}}$ est ferm\’ee dans $\mathscr{D}^{m}$ .
En effet, $(I-\lambda A)u_{n}\rightarrow v_{0}$ , implique, comme l’application est isomorphisme,

que $\{u_{n}\}$ forment une suite de Cauchy: $u_{n}\rightarrow u_{0}\in E)^{m}$ d’o\‘u $-\lambda Au_{n}\rightarrow v_{0}-u_{0}$

Comme $A$ est ferm\’e, $u_{0}\in 9_{A}$ et $(I-\lambda A)u_{0}=v_{0}$ .
4) L’image $(I-\lambda A)9_{A}$ est dense dans $\mathscr{X}$ .
$D_{EMONSTRATION}$ . On va le montrer par absurde. Si l’\’enonc\’e n’\’etait pas

vrai, comme l’image est ferm\’ee d’apr\‘es 3), il existerait un \’el\’ement $\psi\in 9^{m}$

non nul tel que $((I-\lambda A)u, \psi)_{9^{m}}=0$ pour tout $u\in \mathscr{Q})^{m+1}$ c’est-\‘a-dire

$(u, (I-\lambda A^{*})(\Lambda+1)^{2m}\psi)=0$ , d’o\‘u

$(I-\lambda A^{*})(\Lambda+1)^{2m}\psi=0,$ $\psi\in E)^{m}$ .
Comme $A^{*}=-i\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}+B^{*}$, le premier membre s’\’ecrit $(\Lambda+1)^{2m}(I-\lambda(A^{*}+K))\psi=0$,
o\‘u $K$ est un op\’erateur born\’e de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ( $s$ entier quelconque) dans lui-m\^eme,
d’apr\‘es le lemme 2.4. En d’autre terme,

(3.11) $[I-\lambda(-i\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}+B_{1})]\psi=0$ ,

o\‘u $\mathscr{D}_{1}=\mathscr{D}^{*}+K$ est une application continue de $9^{s}$ dans lui-m\^eme.

On consid\‘ere la matrice .Si d’op\’erateurs d’int\’egrale singuli\‘ere d\’efinie
par
(3.12) $\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT})=\sigma(\Re)^{-1}$ .
La relation $\sigma(X)\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT})=\sigma(9)\sigma\langle\Re$) implique $\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT})\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT})=\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT})\sigma(9)$ Cela equivaut
\‘a dire que

(3.13) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\circ.\ovalbox{\tt\small REJECT}=\ovalbox{\tt\small REJECT}\circ 9$ .
Consid\’erons
(3.14) $C_{1}=\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}\Lambda+\gamma I$ .

8) En effet, soient $u_{n}\rightarrow u_{0},$ $Au_{n}\rightarrow v_{0}$ dans $9^{m}$ . Comme $A$ est un op\’erateur continu
de $9^{m}$ dans $\mathscr{D}^{m-1}$ , on a Au $0=v_{0}$ dans $\mathscr{Q}$)$m-1$ et comme linjection de $9^{m}$ dans $9^{m-1}$

est biunivoque, $Au_{0}=v_{0}$ dans $9^{m}$ .
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$C_{1}$ d\’efinit dans $9^{1}$ une norme \’equivalente, si $\gamma$ est assez grand. En effet,
$\Vert\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{1}{2}\Vert\ovalbox{\tt\small REJECT}\#\Lambda u\Vert^{2}-\Vert(c\dagger l^{*}-\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mu})\Lambda u\Vert^{2}$ , o\‘u $\ovalbox{\tt\small REJECT}\#$ est d\’efini comme suit: Soit

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=(j\psi_{ij})$ , alors $\mathscr{R}\#=(M_{ji}\#)$ . Comme $\ovalbox{\tt\small REJECT}\#(=^{t}\ovalbox{\tt\small REJECT})$ v\’erifie la condition du lemme
2.2, on voit la propri\’et\’e.

Ceci fait, en posant

(3.15) $A_{1}=-i\Lambda^{\ovalbox{\tt\small REJECT}*}+\mathscr{D}_{1}$ ,
on consid\‘ere
(3.16) $(C_{1}(I-\lambda A_{1})\psi, (I-\lambda A_{1})\psi)$ ,

qui est \’egal \‘a $0$ , mais d’autre part ce nombre est \’egal \‘a

$(C_{1}\psi, \psi)+\lambda^{2}(C_{1}A_{1}\psi, A_{1}\psi)-\lambda((C_{1}A_{1}+A_{1}^{*}C_{1})\psi, \psi)$ .
Consid\’erons le dernier terme:

$C_{1}A_{1}+A_{1^{*}}C_{1}=(\Lambda \mathscr{R}\mathscr{R}^{*}\Lambda+\gamma I)(-i\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}+\mathscr{D}_{1})+(i\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda+\mathscr{D}_{1^{*}})(\cdots)$

$\equiv-i\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{R}^{*}\Lambda(\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*})+i(\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda)\Lambda \mathscr{R}\mathscr{R}^{*}\Lambda$ $mod (\Lambda^{2})$ .
Or,

$(\ovalbox{\tt\small REJECT}\Lambda)\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}\Lambda\equiv\Lambda(\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT})\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}\Lambda$ $mod (\Lambda^{2})$ ,

$\equiv\Lambda(\Lambda \mathscr{R}9\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*})\Lambda$ $mod (\Lambda^{2}),$ $\equiv\Lambda(\mathscr{R}\Lambda 9\mathscr{R}^{*})\Lambda$ $mod(\Lambda^{2})_{-}$

Comme $A9-9^{*}A$ est born\’e, on aura
(3.17) $-\gamma_{\iota^{\prime}}C_{1}\leqq C_{1}A_{1}+A_{1}^{*}C_{1}\leqq\gamma_{1}^{\prime}C_{1}$ ,

Ceci entrainerait que le nombre (3.16) ne serait pas nul, si $\psi\neq 0$, (en sup-
posant, bien entendu, $\lambda$ petit), contrairement \‘a l’hypoth\‘ese. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

5) D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede, $(I-\lambda A)$ d\’efinit un isomorphisme de $9_{A}$ sur
$\mathscr{Q})^{m}$ \‘a savoir $(I-\lambda A)^{-1}$ d\’efinit un isomorphisme de $9^{m}$ sur $9_{A}$ . On aura alors,
d’apr\‘es (3.10),

(3.18) $\Vert(I-\lambda A)^{-1}\Vert\leqq(1+\gamma_{m}|\lambda|)$ ,

o\‘u $\Vert\Vert$ exprime la norme canonique des applications continues de $9^{m}$ dans
lui-m\^eme, et $9^{7n}$ \’etant muni de la norme $\Vert B_{m}u\Vert^{9)}$ .

Avant de traiter le cas o\‘u $A$ d\’epend de $t$, nous d\’eduirons des faits
obtenus quelques cons\’equences imm\’ediates.

Soit $A=A(t_{0});I_{\lambda}=(I-\lambda A)^{-1}$ ; D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de Yosida-Hille, $1$ ) ir
existe un groupe $X_{m}(t)=\exp(tA),$ $-\infty<t<+\infty,$ $\in\Leftrightarrow C(E)^{m}E)^{m})(m\geqq 1)$ ayant
$A(=A(t_{0}))$ comme g\’en\’erateur infinit\’esimal, v\’erifiant
a) pour tout $u\in 9^{m},$ $X_{m}(t)u$ est une fonction continue en $t$ \‘a valeurs dans $g^{m}$ ;

b) $\Vert X_{m}(t)\Vert\leqq\exp(\gamma_{m}|t|)$ ,

9) On d\’esigne cette norme par $\Vert u\Vert_{B_{m}}$ .
10) Voir, [13].
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o\‘u $\Vert\Vert$ signifie la norme canonique des applications de $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{n}$ dans lui-m\^eme, $9^{m}$

\’etant muni de la norme induite par $B_{m}(t_{0})$ . Ou encore
$\Vert X_{m}(t)\Vert_{\Leftrightarrow C(\mathscr{X},E)})m\leqq C_{m}\exp(\gamma_{m}|t|)$ .

Remarquons ici que les constantes $C_{m}$ et $\gamma_{m}$ peuvent \^etre prises ind\’ependam-
ment de $t_{0}$ .

On va supprimer 1‘indice $m$ de $X_{m}(t)$ , en remarquant que ta restriction de
$X_{m}(t)$ \‘a $9^{m+1}$ est identique \‘a $X_{m+1}(t)$ . En effet, $X_{m}(t)u$ est par d\’efinition
$\lim_{\lambda\rightarrow 0}\exp(tA(I_{\lambda})_{9^{m}})u$, la convergence est \‘a prendre pour la topologie de $9^{m}$.
D’autre part, on voit que la restriction de $(I_{\lambda})_{E)^{m}}$ \‘a $E)^{m}+1$ est identique \‘a

$(I_{\lambda})_{9^{m+1}}$ . En effet, l’image $(I_{\lambda})_{9^{m}}u$ , pour $u\in \mathscr{D}^{m+1}$ est une solution de l’\’equa-

tion $(I-\lambda A)v=u$ dans la condition $v\in \mathscr{Q})^{m}Av\in \mathscr{J}D^{m}$, et on sait que $u$ est unique.
D’autre part, on sait qu’il existe une solution $v$ telle que $v\in E)^{m+1}Av\in E)^{m+1_{I}}$

application surjective de $(I-\lambda A)$ de $9_{A}$ (consid\’er\’e dans $9^{m+1}$ ) sur $9^{m+1}$ . D’o\‘u
on voit que par la d\’efinition m\^eme (passage \‘a la limite), restriction de $X_{m}(t)$,

\‘a $9_{m+1}$ est $X_{m+1}(t)$ . Il $n’ y$ aura donc aucune ambiguit\’e de noter $X_{m}(t),$ $ m=1,2,\cdots$ ,
simplement par $X(t)$ . Nous \’enongons encore une fois nos r\’esultats:

i) Pour tout $u\in 9^{m},$ $X(t)u$ est une fonction continue en $t$ \‘a valeurs dans
$9^{m}$. De plus

(3.19) $\Vert X(t)u\Vert_{B_{m^{(t_{0})}}}\leqq\exp(\gamma_{m}|t|)$ I $u\Vert_{B_{m^{(t_{0})}}}$ ou encore
$\Vert X(t)u\Vert_{9^{m}}\leqq C_{m}\exp(\gamma_{m}|t|)\Vert u\Vert_{g)^{m}}$ .

ii) Pour tout $u\in E)^{m+1}X(t)u$ est une fonction une fois continuement
diff\’erentiable en $t$ \‘a valeurs dans $9^{m}$, et on a

$\frac{d}{dt}(X(t)u)=A\cdot X(t)u=X(t)Au$ ,

o\‘u la diff\’erentiation en $t$ est \‘a prendre pour la topologie de $9^{m}$ .
3’ Existence des solutions. On va consid\’erer le cas o\‘u $A$ d\’epend de $t$.

Il faut remarquer d’abord que dans notre cas le domaine de d\’efinition $Jc_{A(t.\rangle}$

n’est pas toujours invariant avec $t_{0}$ (il arrivera que $A(t^{\prime})(I-\lambda A(t))^{-1}$ n’est pas
born\’e). Notre cas n’appartient pas donc au cas de M. T. Kato ([4]). Pour
obtenir des r\’esultats pr\’ecis purement au point de vue de la th\’eorie des
semi-groupes, il faudrait une analyse minutieuse. Nous ne la faisons pas
ici, car nous avons d\’ej\‘a obtenu l’in\’egalit\’e d’\’energie (3.7), qui est valable
pour tous les espaces $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ( $s$ entier, positif, $0$ , ou n\’egatif quelconque), et gr\^ace
\‘a cette in\’egalit\’e une analyse grossi\‘ere nous suffit.

On va construire un op\’erateur $X(t, s),$ $t$ et $s$ \’etant donn\’es dans $[-h, h]$ .
Pour simplifier, on prend $s=0,$ $t\geqq 0$ , et on consid\‘ere une subdivision $\Delta$ :
$0=t_{0}\leqq t_{l}\leqq\cdots\leqq t_{n}=h$ ; on consid\‘ere l’op\’erateur $X_{\Delta}(t),$ $t\geqq 0$ d\’efini par
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$X_{\Delta}(t)=X_{j}(t)X_{j-1}X_{j-2}\cdots X_{0}$ , pour $t_{j}\leqq t<t_{j+1}$ , o\‘u

(3.20) $X_{i}=\exp[(t_{i+1}-t_{i})A(t_{i})]$ $(i=0,1,\cdots, n-1)$ ,

$X_{j}(t)=\exp[(t-t_{j})A(t_{j})]$ .
On va montrer que, pour tout $u\in E)^{m+1}$ fix\’e, des $X_{\Delta}(t)u$ convergent vers $X(t)u$

bien d\’etermin\’e pour la topologie de $E)^{m}$ et uniform\’ement en $t$, lorsque des
subdivisions $\Delta$ deviennent ind\’efiniment petites. De plus, on a i) $X(t)u$ est une
fonction continue en $t$ \‘a valeurs dans $\mathscr{D}^{m}$ , ii) $\Vert X(t)u\Vert_{\mathscr{D}^{m}}\leqq C_{1}\Vert u\Vert_{g^{m+1}}$ pour

tout $t\in[0, h]$ .
Pour le montrer, il suffit de montrer le fait suivant: Soit $\Delta:0=t_{0}\leqq t_{1}$

$\leqq t_{2}\leqq\cdots\leqq t_{n}=h$ une subdivision; soient $0\leqq\tau_{0}\leqq\tau_{1}\leqq\cdots\leqq\tau_{n}\leqq h,$ $ 0\leqq\tau_{0}^{\prime}\leqq\tau_{1}^{\prime}\leqq$

$...\leqq\tau_{n}^{\prime}\leqq h$ deux suites de $\tau$ v\’erifiant la condition:

$\Vert A(\tau_{i})-A(\tau_{i^{\prime}})\Vert_{\Leftrightarrow C(\mathscr{D}^{n+1},9^{m})}\leqq\epsilon,$
$i=1,2,\cdots,$ $n$ ;

soient $X_{i}=\exp(t_{i}-t_{i-1})A(\tau_{i});X_{i}^{\prime}=\exp(t_{i}-t_{i-1})A(\tau_{i}^{\prime})$ , on a alors
LEMME 3.1.

$\Vert(X_{n}X_{n-1}\cdots X_{1}-X_{n^{\prime}}X_{n-1}^{\prime}\cdots X_{1}^{\prime})u\Vert_{g^{m}}\leqq\epsilon\cdot C\Vert u\Vert_{9^{m+1}’}$

o\‘u la constante $C$ ne d\’epend que de $B_{m}(t)$ et de $B_{m-1}(t)$ , \‘a savoir, elle ne d\’epend
ni de la subdivision $\Delta$ , ni des suites $\{\tau_{i}\},$ $\{\tau_{i^{\prime}}\}$ .

Pour d\’emontrer ce lemme, on pr\’epare encore deux lemmes, l’un d’eux
est

LEMME 3.2. Soient $X_{i}=\exp[(t_{i+1}-t_{i})A(\tau_{i})],$ $X_{i}^{\prime}=\exp[(t_{i+1}-t_{i})A(\tau_{i^{\prime}})]$ , on a
alors, pour $u\in \mathscr{D}^{m+1}$

$\Vert(X_{i}-X_{i}^{\prime})u\Vert_{9^{m}}$

$\leqq C_{m}C_{m+1}\exp(\gamma|t_{i+1}-t_{i}|)|t_{i+1}-t_{i}|\Vert A(\tau_{i})-A(\tau_{i}^{\prime})\Vert_{X(\mathscr{D}^{m+1},E)m})\Vert u\Vert_{\mathscr{D}^{m+1}}$ ,

ou $C_{m}$ et $C_{m+1}$ sont donn\’ees d\’ans (3.19), et $\gamma=\max(\gamma_{m}, \gamma_{m+1})$ .
D\’EMONSTRATION. On suppose $t_{i+1}\geqq t_{i}$ (dans le cas contraire, la d\’emon-

stration est m\^eme).

$(X_{i}^{\prime}-X_{i})u=\int_{t_{i}^{i+1}}^{t}\frac{d}{ds}\{\exp[(t_{i+1}-s)A(\tau_{i})]\exp[(s-t_{i})A(\tau_{i^{\prime}})]u\}ds$

$=\int_{t^{t+1}}^{t_{i}}\exp[(t_{i+1}-s)A(\tau_{i})][A(\tau_{i^{\prime}})-A(\tau_{i})]\exp[(s-t_{i})A(\tau_{i^{\prime}})]uds$

d’o\‘u

$\Vert(X_{i}^{\prime}-X_{i})u\Vert_{9^{m}}\leqq\int_{t_{i}^{i+1}}^{t}\Vert\exp(t_{i+1}-s)A(\tau_{i})\Vert_{\rightarrow C(\mathscr{Y},\mathscr{D}^{n})}\Vert A(\tau_{i^{\prime}})-A(\tau_{i})\Vert_{\rightarrow C(9^{m+1},9^{m})}$

$\times\Vert\exp(s-t_{i})A(\tau_{i^{\prime}})\Vert_{\Leftrightarrow C(\mathscr{U}^{+1},9^{m+1})}\Vert u\Vert_{9^{m+1}}ds$ ,
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$d’ 0\grave{u}$ le lemme, compte tenu de (3.19). $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
On sait que $B_{m}(t),$ $B_{m+1}(t)$ d\’efinissent des normes \’equivalentes dans $g)^{m}$ et

$9^{m+1}$ respectivement. Soit $S_{m}(t)=(\Lambda+1)^{-m}B_{m}(t)(\Lambda+1)^{-m}$ , il est un op\’erateur
hermitien strictement positif: $S_{m}(t)\geqq s_{m}$ $I$ pour $t\in[-h, h],$ $s_{m}$ constante posi-
tive; il est continuement diff\’erentiable en $t$ \‘a valeurs dans $\rightarrow C(L^{2}, L^{2})$ , on a
alors pour tout $u\in \mathscr{D}^{n}$ ,

LEMME 3.3.

D\’EMONSTRATION. Considerons le rapport $\Vert B_{m}(\tau)\Vert^{2}/\Vert B_{m}(\tau^{\prime})u\Vert^{2}$ , qui est
\’egal \‘a

$\frac{(S_{m}(\tau)(\Lambda+1)^{m}u,(\Lambda+1)^{m}u)}{(S_{m}(\tau)(\Lambda+1)^{m}u,(\Lambda+1)^{m}u)}$ d’o\‘u

$|\frac{||B_{m}(\tau)u||^{2}}{\Vert B_{m}(\tau)u||^{2}}1|\leqq\frac{1}{s_{m}}\cdot\frac{\Vert S_{m}(\tau)-S_{m}(\tau^{\prime})\Vert\Vert u\Vert_{g^{m}}^{2}}{\Vert u\Vert_{g^{m}}^{2}}=\frac{1}{s_{m}}\Vert S_{m}(\tau)-S_{m}(\tau^{\prime})\Vert$ .

$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

D\’EMONSTRATION $DU$ LEMME 3.1. Par les lemmes pr\’eparatoires, on verra
notre ligne de la d\’emonstration. Nous nous limitons donc \‘a montrer des
points essentiels. On part de l’expression:

$X_{n}X_{n-1}\cdots X_{1}-X_{n^{\prime}}X_{n-1}^{\prime}\cdots X_{1}^{\prime}=\sum_{i=1}^{n}X_{n}^{\prime}X_{n-1}^{\prime}\cdots X_{i+1}^{\prime}(X_{i}-X_{i}^{\prime})X_{i-1}\cdots X_{1}$ .

On va \’evaluer $\Vert(X_{n^{\prime}}\cdots X_{i+1}^{\prime}(X_{i^{\prime}}-X_{i})X_{i-1}\cdots X_{1})u\Vert_{9^{m}}$ . On le pose $=\Vert X_{n^{\prime}}v_{n}\Vert_{9^{m}}$

ici on change de normes, on a visiblement $\leqq\frac{1}{s_{m}}\Vert X_{n^{\prime}}v_{n}\Vert_{B_{m^{(\tau_{n^{\prime}})}}}$ , d’apr\‘es (3.19)

$\leqq\frac{1}{s_{m}}\exp(\gamma_{m}(t_{n}-t_{n-1}))\Vert v_{n}\Vert_{B_{n^{(\tau_{n^{\prime}})}}}$ .

On pose ensuite $v_{n}=X_{n-1}^{\prime}v_{n-I}$ , on aura d’apr\‘es le lemme 3.3,

$\Vert v_{n}\Vert_{Bm^{(\tau_{n^{\prime}})}}\leqq(1+\frac{1}{s_{m}}\Vert S_{m}(\tau_{n}^{\prime})-S_{m}(\tau_{n-1}^{\prime})\Vert)^{1/2}\Vert v_{n}\Vert_{B_{m^{(\tau_{n-1})}}}^{\prime}$ .
Or,

$\Vert v_{n}\Vert_{B_{m^{(\tau_{n-1})}}}^{\prime}=\Vert X_{n-1}^{\prime}v_{n-l}\Vert_{Bm^{(\tau_{n-1})}}^{\prime}\leqq\exp(\gamma_{m}(t_{n-1}-t_{n-2}))\Vert v_{n-1}\Vert_{B_{m^{(\tau}n-1}}^{\prime})$ .

On continue cette \’evaluation, et applique le lemme 3.2 au terme ( $ X_{i}^{i}-X_{i}\rangle$ }$|$

et fait l’\’evaluation par $B_{m+1}(\tau_{j})$ au terme $X_{j}(j\leqq i-1)$ . On n’a $qu’\grave{a}$ remarquer-
ceci:

$\prod_{i=1}^{n}(1+\frac{1}{s_{m}}\Vert S_{m}(\tau_{i}^{\prime})-S_{m}(\tau_{i-1}^{\prime})\Vert)^{1/2}\leqq(1+\frac{1}{ns_{m}}\Sigma\Vert S_{m}(\tau_{i^{\prime}})-S_{m}(\tau_{i-1}^{\prime})\Vert)^{n/2}$ ,
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$(1+\frac{variationtotaledeS_{m}(t)}{ns_{m}})^{n/2}\leqq\exp(\frac{V_{m}}{2s_{m}})$

o\‘u $V_{m}$ est la variation totale de $S_{m}$ : $ V_{m}=\sup_{\{\tau\}}\Sigma\Vert S_{m}(\tau_{i})-S_{m}(\tau_{i-1})\Vert$ . c. q. f. d.

On voit facilement que $X(t, s),$ $t,$ $s,$ $s_{1}\in[-h, h]$ , a les propri\’et\’es:
$\}(3.21)$

i) $X(t,s_{1})X(s_{1}, s)=X(t, s)$ ,
ii) pour tout $u\in gm+1X(t, s)u$ est une fonction continue en $(t, s)$ \‘a valeurs

dans $\mathscr{D}^{m}$,
iii) $X(t, t)=I$.
Revenons \‘a $X_{\Delta}(t)$ d\’efini par (3.20). Il v\’erifie l’\’equation $\frac{d}{dt}(X_{\Delta}(t)u)=$

$A^{\prime}(t)X_{\Delta}(t)u$ , pour tout $u\in \mathscr{D}^{m+1}$ , sauf $t=t_{0},$ $t_{1},\cdots,$ $t_{n}$ , o\‘u $A^{\prime}(t)=A(t_{i-1})$ pour $ t_{i-1}\leqq$

$t<t_{i}$ . D’o\‘u

$X_{\Delta}(t)u-u=\int_{0}^{t}A^{\prime}(s)X_{\Delta}(s)uds$ .
Par passage \‘a la limite, la topologie \’etant $\mathscr{D}^{m-1}$ ,

$X(t)u-u=\int_{0}^{t}A(s)X(s)uds$

ko\‘u l’int\’egration est \‘a prendre pour la topologie de $E)^{m-1}$ . D’o\‘u

$\frac{d}{dt}(X(t)u)=A(t)X(t)u$

o\‘u la diff\’erentiation est \‘a prendre pour la topologie de $\mathscr{Q})^{m-1}$ . En g\’en\’eral,

$((3.22) -d\overline{t}d(X(t, s)u)=A(t)X(t, s)u$ .

En r\’esum\’e, pour tout $u\in 9^{m+1},$ $X(t, s)u$ est une fonction conlinuement diff\’erentiable
$\chi$ en $t$ \‘a valeurs dans $E)^{m-1}$ , et v\’erifie (3.22), $(m\geqq 2)$ .

Consid\’erons ensuite, pour $f(t)$ , fonction continue en $t$ \‘a valeurs dans $E)^{m+2}$

$ u(t;s)=\int_{s}^{t}X(t, \sigma)f(\sigma)d\sigma$ .

On montre facilement, d’apr\‘es (3.21) et (3.22), qu’elle est une fonction continue
en $(t, s)$ \‘a valeurs dans $9^{m+1}$ , de plus elle v\’erifie

(3.23) $\overline{d}^{d_{\overline{t}}}u(t;s)=A(t)u(t;s)+f(t)$ ,

o\‘u la diff\’erentiation est \‘a prendre pour la topologie de $E)^{m-1}$ .
R\’esumons notre r\’esultat sous la forme:
PROPOSITION 3.1. Etant donn\’es $s\in[-h, h],$ $u^{0}\in 9^{\infty 11)}$ et $f(t)$ , fonction con-

11) $ g\infty$ est l’espace $9_{L^{2}}$ dans [11]: $ g\infty$ est Pespace des fonctions ind\’efiniment
\diff\’erentiables, dont toutes les d\’eriv\’ees appartenant \‘a $L^{2}$ .
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tinue en $t$ \‘a valeurs dans $ g\infty$ il existe alors une et une seule solution $u(t)$ de
I’\’equation (1.9), continuement diff\’erentiable en $t$ \‘a valeurs dans $ g\infty$ v\’erifiant
$u(s)=u^{0}$ .

REMARQUE. L’uncit\’e d\’ecoule de l’in\’egalit\’e d’\’energie (3.7).

On va obtenir des r\’esultats plus pr\’ecis. On sait que l’in\’egalit\’e d’\’energie
(3.7) subsiste dans n’importe quel espace $\mathscr{J}D^{m}(m$ positif, $0$ , ou n\’egatif, quelcon-
que). Etant donnees la valeur initiale $u^{0}\in 9^{m+1}$ , et $f(t)\in E)^{m+1}$ , fonction continue
en $t$, on peut alors trouver deux suites: $u_{j^{0}}\rightarrow u^{0}$ dans $\mathscr{D}^{n+1}$ , et $f_{j}(t)$ , fonctions
continues en $t,$ $\rightarrow f(t)$ dans $9^{m+1}$ , uniform\’ement en $t;u_{j^{0}},f_{j}(t)\in \mathscr{D}^{\infty 12)}$ D’apr\‘es
la proposition 3.1, il existe une et une seule solution $u_{j}(t)\in 9^{\infty}$ , v\’erifiant

$ u_{j}(t)-u_{j^{0}}=\int_{s}^{t}A(\sigma)u_{j}(0)d\sigma+\int_{s}^{t}f_{j}(0)d\sigma$ .

Comme $A(t)$ est une application continue de $9^{m+1}$ dans $\mathscr{D}^{m}$ , et d’apr\‘es l’in\’ega-
lit\’e d’\’energie, par passage \‘a la limite pour la topologie de $9^{m}$,

$ u_{\infty}(t)-u^{0}=\int_{s}^{t}A(\sigma)u_{\infty}(\sigma)d\sigma+\int_{s}^{t}f(\sigma)d\sigma$ ,

d’o\‘u
TH\’EOR\‘EME 3.1. Etant donn\’es $s\in[-h, h],$ $u^{0}\in E)^{m+1}$ , et $f(t)$ , fonction continue

en $t$ a valeurs dans $E)^{m+1}$ il existe alors une et une seule solution $u(t)$ de l’\’equa-
tion (1.9), continuement diff\’erentiable en $t$ \‘a valeurs dans $\mathscr{D}^{m}$ v\’erifiant $u(s)=u^{0}$ .

Continuit\’e par rapport \‘a la valeur initiale $u^{0}$ et au second membre $f(t)$ :
L’application $(u^{0},f(t))\rightarrow u(t)$ est continue de $\mathscr{D}^{m}\times E)^{m}[-h, h]^{13)}$ dans $E)^{m}[-h, h]$ ,
et cette continuit\’e est uniforme par rapport \‘a $s$ (d’apr\‘es (3.7)).

Revenons finalement \‘a l’\’equation initiale (1.1).
$T_{HEOR\text{\‘{E}} ME}^{\prime}3.2$ . Etant donn\’es $s\in[-h, h]$ , et la donn\’ee initiale

$(u_{j^{0}}, u_{j^{1}},\cdots, u_{j^{n_{j}-1}})\in(\mathscr{D}^{m+n_{j}-1},\cdots, 9^{m+1})$ $(j=1,\cdots, N)$ ,

et le second membre $f_{i}(t)\in \mathscr{X}^{+1}[-h, h],$ $m$ \’etant un entier quelconque positif, $0$ ,

ou n\’egati, il existe une et une seule solution de l’\’equation (1.1), $u_{i}(t)(i=1,\cdots, N)$ ,
$u_{j}(t)$ \’etant une fonction $n_{j}$-fois continuement diff\’erentiable en $t$ \‘a valeurs dans
$9^{m}$, telle que

$(\frac{d}{dt})^{i}u_{j}(s)=u_{j^{i}}$ $(i=0,1,\cdots, n_{j}-1;j=1,\cdots, N)$ .
REMARQUE. On a exclu le cas $n=2,$ $i\geqq 2$ , c’est-\‘a-dire les syst\‘emes d\’efinis

dans l’espace $(x_{1}, x_{2}, t)$ . (Voir le d\’ebut de ce num\’ero ou bien l’Introduction).

12) Par exemple, la convolution avec $(2\pi\delta)^{-n/2}\exp(-\frac{|x|^{2}}{2\delta})$ , o\‘u $\delta$ est un param\‘etre

tendant vers $0$ . Voir, par exemple [8].
13) $\mathscr{Q}\rangle m[a, b]$ est l’espace des fonctions continues en $t$ \‘a valeurs dans $gm$ muni de

la topologie de convergence uniforme en $t$ dans $[a, b]$ .
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Appendice

D\’emonstration $du$ Lemme 2.1.
On utilise une partition de l’unit\’e: $\alpha_{i}(x)\geqq 0(i=0,1,\cdots)$ ind\’efiniment

derivables; $\sum_{i}\alpha_{i}(x)^{2}\equiv 1$ ; nous adoptons ici, pour simplifier le raisonnement,

une partition v\’erifiant en outre les conditions (voir [5, p. 126]): Soit
$\{x^{()}i\}_{i=0,1,2},\cdots$ la suite des points dont les coordonn\’ees soient des multiples de

$\frac{\eta}{\sqrt{n}}$ , $\eta$ \’etant un nombre petit d\’etermin\’e par $P;\alpha_{i}(x)=\alpha_{0}(x-x^{()}i)(i=0,1,\cdots)$ ,

$x^{(0)}=(0)$ . Le support de $\alpha_{0}(x)$ est contenu dans la boule du centre $0$ avec
rayon $\eta$ ; on d\’esigne

(3)
$\alpha(p)=\sum_{1\nu I\leqq p}\sup_{x}|D^{\nu}\alpha_{0}(x)|$ .

Ceci fait, on a

(4) $\Vert\alpha_{i}(x)P\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{1}{2}\Vert P\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}-\Vert(P\alpha_{i}-\alpha_{i}P)\Lambda u\Vert^{2}$

$\geqq\frac{1}{2}\Vert P\alpha_{\dot{t}}\Lambda u\Vert^{2}-2\Vert P(\Lambda\alpha_{i}-\alpha_{i}\Lambda)u\Vert^{2}-2\Vert[(P\Lambda)\alpha_{i}-\alpha_{i}(P\Lambda)]u\Vert^{2}$ .

On va montrer trois in\’egalit\’es:

i) $\sum_{i}\Vert P\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{\delta^{2}}{4}\Vert\Lambda u\Vert^{2}-C_{1}\Vert u\Vert^{2}$ ,

ii) $\sum_{i}$ I $(\Lambda\alpha_{i}-\alpha_{i}\Lambda)u\Vert^{2}\leqq C_{2}\Vert u\Vert^{2}$ ,

iii) $\sum_{i}\Vert(P\Lambda)\alpha_{i}-\alpha_{i}(P\Lambda)u\Vert^{2}\leqq C_{3}\Vert u\Vert^{2}$ .
L’in\’egalit\’e ii) est un cas particulier de iii), o\‘u $P=1$ . Mais, nous en donnons
la d\’emonstration d\’etaill\’ee, pour \’eclaircir le principe. Apr\‘es ceci, nous
d\’emontrerons iii) bri\‘evement. Comme on verra dans la suite, la propri\’ete
iii) est valable pour tous les operateurs d’int\’egrale singuli\‘ere; pour cela la
condition (2.1) n’est pas n\’ecessaire.

V\’erification de 1).

On sait que, $H$ \’etant un op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere, $\Vert Hu\Vert\leqq A1\psi\Vert u\Vert$ ,
o\‘u $A$ est une constante ne d\’ependant que de $n$ (dimension de l’espace);

$j\psi=\sum_{1\nu 1\leqq 2n}\sup_{x\in R^{n},\xi\geqq 1}|(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}\sigma(H)(x, \xi)|$ , (voir [1], formule (39)).

On voit alors ceci:
Il existe un nombre $\eta>0$ tel que, pour tout point $x_{0}\in R^{n}$, et pour tout

$u\in L^{2}$ ,
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$\delta^{2}$

$\Vert(P-P(x_{0}))u\Vert_{B_{2\eta^{(x_{0})}}}^{2}\leqq-4-\Vert u\Vert^{214)}$

o\‘u $P(x_{0})$ d\’esigne l’op\’erateur de convolution tel que $\sigma(P(x_{0}))=\sigma P(x_{0}, \xi)$ (c’est-

\‘a-dire l’op\’erateur tangentiel au point $x=x_{0}$). $B_{2\eta}(x_{0})$ est la boule du centre
$x_{0}$ avec le rayon $ 2\eta$ . Il serait inutile de remarquer que $\eta$ peut \^etre choisi
ind\’ependamment de la position de $x_{0}$ .

Occupons-nous de l’op\’erateur $ P\alpha_{i}\Lambda=P(x^{()}i)\alpha_{i}\Lambda+[P-P(x^{()}i)]\alpha_{i}\Lambda$ . On a
alors

(5) $\Vert P\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{1}{2}\Vert P(x^{()}i)\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}-\Vert[P-P(x^{()}i)]\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}$ .
D’apr\‘es la condition (2.1) du lemme 2.1, on a

Premier terme $\geqq\frac{\delta^{2}}{2}\Vert\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}$ .
Partageons le second terme en deux parties:

$\Vert[P-P(x^{()}i)]\alpha_{i}\Lambda u\Vert_{0_{i}}^{2}+\Vert\cdots\Vert^{2}$ ,
$C\Omega_{t}$

o\‘u $\Omega_{i}$ est la boule de centre $X^{()}i$ avec le rayon $ 2\eta$ . D’apr\‘es ce qui pr\’ec\‘ede,

Premier terme $\leqq\frac{\delta^{2}}{4}\Vert\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}$ , d’o\‘u

(6) $\Vert P\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{\delta^{2}}{4}\Vert\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}-\Vert[P-P(x^{()}t)]\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}$

$C^{\rho_{i}}$

On va \’evaluer le second terme en posant $\alpha_{i}u=v_{i}$ .
Compte tenu de

$\Vert[P-P(x^{()}i)]\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}$ $\leqq 2\Vert[P-P(x^{()}i)]\Lambda\alpha_{i}u\Vert^{2}$

$C^{0\iota}$ $C\Omega_{l}$

$+2\Vert[P-P(x^{()}i)](\alpha_{i}\Lambda-\Lambda\alpha_{i})u\Vert^{2}$ ,

et de ce que $\Vert P\Vert,$ $\Vert P(x^{()}i)\Vert\leqq C$, en supposant ii) vrai, il suffit d’envisager
$\Vert[P-P(x^{()}i)]\Lambda\alpha_{i}u\Vert C^{0_{i}}$ .

Prenons $\beta(\xi),$ $0\leqq\beta(\xi)\leqq 1$ , ind\’efiniment d\’erivable, qui vaut 1 au voisinage
de l’origine et $\beta(\xi)\equiv 0$ pour $|\xi|\geqq 1$ . On d\’ecompose $\Lambda$ en deux parties $\Lambda=$

$\Lambda_{1}+\Lambda_{2}$ : $\hat{\Lambda}(\xi)=\beta(\xi)|\xi|+[1-\beta(\xi)]|\xi|\equiv\hat{\Lambda}_{1}(\xi)+\hat{\Lambda}_{2}(\xi)$ . Comme l’op\’erateur $\Lambda_{1}$ est
born\’e, on a

$\Vert[P-P(x^{()}i)]\Lambda_{1}v_{i}\Vert\leqq 2C\Vert\Lambda_{1}\Vert\cdot\Vert v_{i}\Vert$ , $v_{i}$ \’etant $\alpha_{i}u$ , $\leqq 2C\Vert v_{i}\Vert$ .
Il suffit donc d’envisager, $[P-P(x^{()}i)]\Lambda_{2}v_{i}$ . Revenons \‘a l’expression:

14) On modifie $\sigma(P)$ , s’il est n\’ecessaire, en dehors de $B_{2\eta}(x_{0})$ de telle mani\‘ere

$q_{L1}’ on$ ait I $(\tilde{P}-P(x_{0}))u\Vert^{2}\leqq\frac{\delta^{2}}{4}\Vert u\Vert^{2}$ pour tout $u\in L^{2}$ , et ensuite restricte $(P-P(x_{0}))u$

\‘a $B_{2\eta}(x_{0})$ .
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Soit $\sigma(P)=a_{0}(x)+\Sigma a_{nm}(x)Y_{nm}(\xi)$ , on a alors

$[P-P(x^{()}i)]\Lambda_{2}=[a_{0}(x)-a_{0}(x^{()}i)]\Lambda_{2}+\sum_{n\geqq 1}[a_{nm}(x)-a_{nm}(x^{()}i)]Y_{nm}\Lambda_{2}$ .

On d\’esigne $Y_{nm^{\prime}}=Y_{nm}\Lambda_{2}$ . On a alors, pour $X\in C^{\Omega_{i}}$ , en d\’esignant le support

de $\alpha_{i}(x)$ par $\omega_{i}$ ,

$(Y_{nm}^{\prime}v_{i})(x)=\int_{\omega_{i}}Y_{nm^{\prime}}(x-y)v_{i}(y)dy$ .

Evaluons $Y_{nm^{\prime}}(x)=\frac{1}{|x|^{2p}}(|x|^{2\mathcal{D}}Y_{nm^{\prime}}(x))$ . Or la transformation de Fourier

$|x|^{2p}Y_{nm^{\prime}}(x)\rightarrow g(\frac{-1}{2\pi i})^{2p}(\Delta_{\xi^{p}}([1-\beta(\xi)]Y_{nm}(\xi)|\xi|)$ , d’o\‘u

(7) $|Y_{nm^{\prime}}(x)|\leqq\frac{1}{|x|^{2p}}\left(\begin{array}{l}1\\- 2\overline{\pi}\end{array}\right)\int|\Delta_{\xi^{p}}\{[1-\beta(\xi)]Y_{nm}(\xi)|\xi|\}|d\xi\equiv\frac{1}{|x|^{2p}}C_{nm}(p)$ ,

d’o\‘u
$\Vert[P-P(x^{()}i)]\Lambda_{2}v_{i}\Vert C^{0_{i}}$

$\leqq\{\sum_{n\geqq 0}(\sup_{x}|a_{nm}(x)-a_{nm}(x^{()}i)|C_{nm}(p)\}vol(\omega_{i})^{1/2}(\int_{|xl\geqq 2\eta}\frac{dx}{(|x|-\eta)^{4p}})\Vert v_{i}\Vert$ .

Evidemment, si $p$ est assez grand, les $C_{nm}(p)$ sont finis, et de plus, le nombre
entre $\{\}$ est fini et cette somme est uniform\’ement born\’ee par rapport \‘a $i$.
En r\’esum\’e, il existe une constante $C$, qui ne d\’epend pas de $i$ , telle que

(8) $\Vert[P-P(x^{()}i)]\Lambda_{2}v_{i}\Vert C^{0_{i}}\leqq C\Vert v_{i}\Vert$ .

En combinant (6) et (8) et 1‘in\’egalite pour $[P-P(x^{()}i)]\Lambda_{1}v_{i}$, on a

$\Vert P\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{\delta^{2}}{4}\Vert\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}-C_{1}\Vert\alpha_{i}u\Vert^{2}$ ,

d’o\‘u

(9) $\Sigma\Vert P\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}\geqq\frac{\delta^{2}}{4}\Vert\Lambda u\Vert^{2}-C_{1}\Vert u\Vert^{2}$ . c. q. f. d.

V\’erification de ii).

On d\’ecompose $\Lambda=\Lambda_{1}+\Lambda_{2}$ . Evidemment,

$\Vert\Lambda_{1}\alpha_{i}u\Vert\leqq\Vert\alpha_{i}u\Vert$ ,

$\Vert\alpha_{i}\Lambda_{1}u\Vert\leqq\sup_{x}|\alpha_{i}(x)|\Vert\Lambda_{1}u\Vert_{\omega_{i}}\leqq\alpha(0)\Vert\Lambda_{1}u\Vert_{\omega_{i}}$ ,

d’o\‘u
$\sum_{i}\{\Vert\Lambda_{1}\alpha_{i}u\Vert^{2}+\Vert\alpha_{i}\Lambda_{1}u\Vert^{2}\}\leqq\Vert u\Vert^{2}+\alpha(0)^{2}\sum_{i}\Vert\Lambda_{1}u\Vert_{\omega_{i}}^{2}$ ,

comme chaque point de $R^{n}$ est recouvert par les $\omega_{i}$ au plus $k$ fois, on a
$\sum_{i}\Vert\Lambda_{1}u\Vert_{\omega_{i}}^{2}\leqq k\Vert\Lambda_{1}u\Vert^{2}\leqq k\Vert u\Vert^{2}$ , car $\Vert\Lambda_{1}u\Vert\leqq\Vert u\Vert$ .
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Envisageons maintenant
(10) $\varphi_{i}(x)=(\Lambda_{2}\alpha_{\dot{t}}-\alpha_{i}\Lambda_{2})u(x)$ . Evaluons d’abord $\Vert\varphi_{i}(x)\Vert_{\Omega_{i}}$ .
Dans l’expression

$\varphi(x)=\int\Lambda_{2}(x-y)[\alpha_{i}(y)-\alpha_{i}(x)]u(y)dy$ ,

on d\’eveloppe

$\alpha_{i}(y)-\alpha_{i}(x)=\sum_{I\nu\downarrow\leqq m-I}\frac{D^{\nu}\alpha_{i}(x)}{\nu!}(y-x)^{\nu}+\sum_{\dagger\nu|=m}\frac{\alpha_{i.\nu}(x,y)}{\nu!}(y-x)^{\nu 15)}$ d’o\‘u

\langle 11)
$\varphi_{i}(x)=\sum_{|\nu|\leqq m-1}\frac{(-1)^{|\nu|}}{\nu!}D^{\nu}\alpha_{t}(x)(x^{\nu}\Lambda_{2})u$

$+\sum_{|\nu|=m}\frac{(-1)^{|\nu_{1}}}{\nu!}\int\alpha_{i}(x,y)(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}(x-y)u(y)dy$ .

On prend $m$ de mani\‘ere que $x^{\nu}\Lambda_{2}(x)(|\nu|=m)$ sont des fonctions born\’ees
c’est-\‘a-dire $\leqq M_{m}$ . Ceci est toujours possible, car

$|x^{\nu}\Lambda_{2}(x)|\leqq(\frac{1}{2\pi})^{m}\int|(\frac{\partial}{\partial\xi})^{\nu}\{[1-\beta(\xi)]|\xi|\}|d\xi$ .
D’autre part, remarquons qu’on a toujours

$’(12)$ $|x^{\nu}\Lambda_{2}(x)|\leqq\frac{1}{|x|^{2p}}j\psi_{m}(p)$ ,

voir (7) en posant l\‘a-dedans $Y_{nm}(\xi)\equiv 1$ .
On decompose maintenant la derni\‘ere integrale dans (11) en deux int\’e-

grales: Premi\‘erement,

$\psi_{i,\nu}^{(1)}(x)=\int_{3_{\iota}Q_{i}}\alpha_{i,\nu}(x,y)(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}(x-y)u(y)dy$ ,

o\‘u $3\Omega_{i}$ est l’homoth\’etie triple de $\Omega_{i}$ , c’est-\‘a-dire la boule du centre $x^{()}i$ avec
$\iota ayon6\eta$ . D’o\‘u

$|\psi_{i,\nu}^{(1)}(x)|\leqq\sup|\alpha_{i,\nu}(x,y)|\cdot j\psi_{m}\int_{3\Omega_{i}}|u(y)|dy$

$\leqq\alpha(m)M_{m}vol(3J2_{i})^{1/2}\Vert u\Vert_{ao_{i}}$ ,
d’o\‘u
(13) $\Vert\psi_{i.\nu}^{(1)}(x)\Vert_{\Omega}\iota\leqq\alpha(m)M_{m}vol(3\Omega_{0})^{1/2}vol(\Omega_{0})^{1/2}\Vert u\Vert_{3^{Q}i}$ .
Deuxi\‘emement,

$\psi_{i,\nu}^{(2)}(x)=\int_{C6\Omega_{i}}\alpha_{i,\nu}(x,y)(x-y)^{\nu}\Lambda_{2}(x-y)u(y)dy$ .

15) Voir, \‘a propos de ce d\’eveloppement, la d\’emonstration du lemme 2.4.
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En vertu de (12), on a

$|\psi_{i.\nu}^{(2)}(x)|\leqq\alpha(m)\int_{C^{sg_{i}}}\frac{M_{m}(p)}{|x-y|^{2p}}|u(y)|dy$

$\leqq\alpha(m)M_{m}(p)\sum_{j}\int_{\omega_{j}}\frac{1}{|x-y|^{2p}}|u(y)|dy$ ,

o\‘u figurent sous les signes de l’int\’egrale tous les $\omega_{j}$ verifiant la condition:
$dis(\omega_{i}, \omega_{j})\geqq 3\eta$ .

D’o\‘u

$|\psi_{i.\nu}^{(2)}(x)|\leqq\alpha(m)M_{m}(p)(\sum_{j}\frac{1}{dis(\Omega_{i},\omega_{j})^{2\mathcal{D}}}\Vert u\Vert_{\omega_{j}}vol(\omega_{j})^{1/2})$ ,

compte tenu de $dis(\Omega_{i}, \omega_{j})\geqq\frac{1}{2}dis(\omega_{i}, \omega_{j})$ ,

$\leqq\alpha(m)M_{m}(p)vol(\omega_{0})^{1/2}(\sum_{j}\frac{2^{2p}}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}}|_{1}^{1}u\Vert_{\omega_{j}})$ ,

d’o\‘u

$\Vert\psi_{i.\nu}^{(2)}(x)\Vert_{\Omega_{i}}\leqq 2^{2p}\alpha(m)M_{m}(p)vol(\omega_{0})^{1/2}vol(\Omega_{0})^{1/2}(\sum_{j}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{j}})$ .
Par Schwarz

$\sum_{j}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{j}}\leqq(\sum_{j}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2P}})^{\iota/2}(\sum_{j}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{j}}^{2})^{1/2}$ ,

et

$(\sum_{j}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}})<K_{p}$ ,

pour $p$ assez grand, on a finalement

(14)
$\Vert\psi_{i^{\nu}}^{(2)}(x)\Vert_{\Omega_{i}}^{2}\leqq 2^{4P}\alpha(m)^{2}M_{m}(p)^{2}vol(\omega_{0})vol(\Omega_{0})K_{p}(\sum_{j}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{f}}^{2})$ .

Finalement, on a l’in\’egalit\’e de la forme:

(15) $\Vert\varphi_{i}(x)\Vert_{\Omega_{i}}^{2}\leqq C(m,p)\{\Vert u\Vert_{3^{g_{i}}}^{2}+(\sum_{f}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{j}}^{2})\}$ .
Or,

$\sum_{i,j}\frac{1}{dis(\omega_{i},\omega_{j})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{j}}^{2}=\sum_{j}\Vert u\Vert_{\omega_{j}}^{2}(\sum_{i}\frac{1}{dis(\omega_{i},’\omega_{j})^{2p}})\leqq K_{p}\sum_{j}\Vert u\Vert_{\omega_{j}}^{2}\leqq K_{p}k\Vert u\Vert^{2}$
,

d’o\‘u
(16) $\sum_{i}\Vert\varphi_{i}(x)\Vert_{t^{2_{?_{i}}}}\leqq C\Vert u\Vert^{2}$ .
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Il reste \‘a envisager
$\Vert\varphi_{i}(x)\Vert^{2}C\Omega_{i}$

Pour $x\in CJ2_{\iota}$ , on a l’expression

$\varphi_{i}(x)=\int_{\omega_{i}}\Lambda_{2}(x-y)\alpha_{\dot{t}}(y)u(y)dy$ .
L’in\’egalit\’e (12) entraine

$|\varphi(x)|\leqq M_{m}(p)\int_{\omega_{i}}\frac{|u(y)|}{|x-y|^{Ap}}d_{\mathcal{Y}}\leqq M_{m}(p)\frac{1}{dis(x,\omega_{i})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{i}}vol(\omega_{i})^{1/2}$ ,

d’o\‘u

(17)
$\Vert\varphi_{i}(x)\Vert^{2}C^{0_{i}}\leqq M_{m}(p)^{2}vol(\omega_{0})\Vert u\Vert_{\omega_{i}}^{2}(\int_{x\in C\Omega_{i}}\frac{dx}{dis(x,\omega_{i})^{4p}})$

$\leqq M_{m}(p)^{2}vol(\omega_{0})\Vert u\Vert_{\omega_{i}}^{2}(\int_{|x|\geqq 2\eta}\frac{dx}{(|x|-\eta)^{4p}})$ .
Nous avons donc

\langle 18) $\sum_{i}\Vert\varphi_{i}(x)\Vert^{2}$ $\leqq C^{\prime}(m,p)\sum_{i}\Vert u\Vert_{\omega_{i}}^{2}\leqq C^{\prime}(m,p)k\Vert u\Vert^{2}$ . $c$ . $q.f.d$ .
$C^{0_{i}}$

V\’erification de iii):

$\sum_{\iota}\Vert(P\Lambda\alpha_{i}-\alpha {}_{i}P\Lambda)u\Vert^{2}\leqq C_{3}\Vert u\Vert^{2}$ .
On d\’ecompose $\Lambda:\Lambda=\Lambda_{1}+\Lambda_{2}$ . En remarquant $\Vert\Lambda_{1}\Vert\leqq 1$ , on a

$\Vert P\Lambda_{1}\alpha_{i}u\Vert\leqq\Vert P\Vert\cdot\sup_{x}|\alpha_{i}(x)|\Vert u\Vert_{\omega_{i}}$ ; $\Vert\alpha {}_{i}P\Lambda_{1}u\Vert\leqq\sup_{x}|\alpha_{i}(x)|\Vert P\Lambda_{1}u\Vert_{\omega_{i}}$ ,

d’o\‘u
$\sum_{i}\Vert P\Lambda_{1}\alpha_{i}u\Vert^{2}\leqq\alpha(0)^{2}\Vert P\Vert^{2}\sum_{i}\Vert u\Vert_{\omega_{i}}^{2}$ ,

(19)
$\sum_{i}\Vert\alpha_{i}P\Lambda_{1}u\Vert^{2}\leqq a(0)^{2}\sum_{i}\Vert P\Lambda_{1}u\Vert_{\omega_{i}}^{2}\leqq\alpha(0)^{2}k\Vert P\Lambda_{1}u\Vert^{2}\leqq\alpha(0)^{2}k\Vert P\Vert^{2}\Vert u\Vert^{2}$ .

Il suffit donc d’envisager
$\Vert(P\Lambda_{2})\alpha_{i}-\alpha_{i}(P\Lambda_{2})u\Vert$ .

Posons
$\varphi_{i}(x)=[(P\Lambda_{2})\alpha_{i}-\alpha_{i}(P\Lambda_{2})]u(x)$ ;

d\’esignons comme auparavant

\langle 20) $Y_{nm}\Lambda_{2}=Y_{nm^{\prime}}$ ;

consid\’erons d’abord $\Vert\varphi_{\iota}(x)\Vert_{0_{i}}$ . On revient \‘a 1‘expression, $Y^{\prime}$ \’etant l’un des
$Y_{nm^{\prime}}$ ,

$(Y^{\prime}\alpha_{i}-\alpha_{i}Y^{\prime})u=\sum_{|\nu|\leqq q-1}\frac{(-1)^{|\nu_{1}}D^{\nu}\alpha_{i}(x)}{\nu!}(x^{\nu}Y^{\prime})u$

$+(\nu\angle_{1=q}\nabla_{\lrcorner}\frac{(-1)^{|\nu_{I}}}{\nu!}\int\alpha_{i,\nu}(x,y)(x-y)^{\nu}Y^{\prime}(x-y)u(y)dy$
,



228 S. MIZOHATA

$q$ \’etant un entier \‘a d\’eterminer. D’o\‘u, en d\’ecomposant $\varphi_{i}(x)$ en deux parties,
1‘une $\varphi_{\iota^{(1)}}(x)$ , qui correspond aux termes $\sum_{|\nu|\leqq q-1}$

, 1‘autre, $\varphi_{i}^{(2)}(x)$ , qui corre-
spond aux termes exprim\’es par des int\’egrales, on a d’abord

$\varphi_{i}^{(1)}(x)=\sum_{1\nu I\leqq q-1}\frac{(-1)^{J^{\mathcal{V}1}}D^{\nu}\alpha_{i}(x)}{\nu!}(\sum_{n\geqq 0}a_{nm}(x)(x^{\nu}Y_{nm^{\prime}}))u$ ,

Or,
(21) $H_{\nu}=\sum_{n\geqq 0}a_{nm}(x)(x^{\nu}Y_{nm^{\prime}})$ , $1\leqq|\nu|\leqq q-1$ ,

sont visiblement des op\’erateurs continus de $L^{2}$ dans lui-m\^eme.16) D’o\‘u

$\varphi_{i}^{(I)}(x)=\sum_{1\nu \mathfrak{l}\leqq q-1}.\frac{(-1)^{|\nu_{1}}D^{\nu}\alpha_{i}(x)}{\nu!}H_{\nu}u;\Vert\varphi_{i}^{(1)}(x)\Vert_{I)}\sim\iota\leqq\alpha(q-1)\sum_{1\nu I\leqq q-1}\Vert H_{\nu}u\Vert_{\Omega_{i}}$ .

Ou encore
(22) $\Vert\varphi_{i}^{(1)}(x)\Vert_{\rho_{i}}^{2}\leqq\alpha(q-1)^{2}C(q)\sum_{1\nu|\leqq q-1}\Vert H_{\nu}u\Vert_{\Omega_{\dot{t}}}^{2}$ .

Passons \‘a $\varphi_{i}^{(2)}(x)$ . D’abord

$\int|(x-y)^{\nu}Y^{\prime}(x-y)||u(y)|dy=\int_{3\Omega_{i}}|(x-y)^{\nu}Y^{\prime}(x-y)||u(y)|dy+\int_{C3\Omega_{t}}\cdot\cdot dy$ .

Premi\‘ere int\’egrale se majore par

$(\sup_{x}|x^{\nu}Y^{\prime}(x)|)\Vert u\Vert_{3\Omega_{i}}vol(3\Omega_{0})^{1/2}$ .
Deuxi\‘eme int\’egrale se majore par, (comme dans la d\’emonstration de ii))

$(\sup_{x}||x|^{2p}x^{\nu}Y^{\prime}(x)|)2^{2p}vol(\omega_{0})^{1/2}(\sum_{j}\frac{1}{dis(\omega_{\dot{t}},\omega_{j})^{2p}}\Vert u\Vert_{\omega_{j}})$ ,

o\‘u $\omega_{j}$ , qui se figurent dans $\sum_{j}$ sont \‘a prendre \‘a tous les $\omega_{j}$ v\’erifiant $dis(\omega_{i},$ $\omega_{j}\rangle$

$\geqq 3\eta$ . Il est facile de voir que16)

(23) $ K(\nu)=\sum_{n\geqq 0}\sup_{x}|a_{nm}(x)|\cdot(\sup_{x}|x^{\nu}Y_{nm^{\prime}}(x)|)<+\infty$ ,

si $q(|\nu|=q)$ est assez grand;

(24) $ K(\nu,p)=\sum_{n\underline{=}0}\sup_{x}|a_{nm}(x)|\cdot(\sup_{x}||x|^{2p}x^{\nu}Y_{nm^{\prime}}(x)|)<+\infty$ ,

si $p$ est assez grand.
Il suffira de montrer que

$\sum_{\iota}\Vert\varphi_{i}^{(2\rangle}(x)\Vert_{9}^{2_{i}}\leqq C\Vert u||^{2}$ .

16) Compte tenu de 1‘\’evaluation (4) de [1], et de ce que $\sup_{x}|a_{nm}(x)|$ est une suite

de d\’ecroissance rapide, \‘a savoir que, quel que soit $\sigma$ entier positif, on a
$\sum_{n\geqq 0}n^{\sigma}\sup_{x}|a_{nm}(x)|<+\infty$ .
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Passons finalement \‘a
$\Vert\varphi_{i}(x)\Vert C\Omega_{i}$ , D’abord, consid\’erons

$\psi(x)=\int_{a_{f}^{\backslash }}Y^{\prime}(x-y)\alpha(y)u(y)dy$ ,

o\‘u $Y^{\prime}(x)$ est l’un des $Y_{nm^{\prime}}(x)$ . On a

$|\psi(x)|\leqq(\sup_{x}||x|^{2p}x^{\nu}Y^{\prime}(x)|)\int_{\omega_{i}}\frac{|u(y)|}{|x-y|^{2p}}dy$ ,

o\‘u l’int\’egrale se majore par

$\frac{1}{dis(x,\omega_{i})^{2P}}\Vert u\Vert_{\omega_{i}}vol(\omega_{0})^{I/2}$ ,

d’o\‘u

$\Vert\psi(x)\Vert C^{\rho_{i}}\leqq(\sup||x|^{2p}x^{\nu}Y^{\prime}(x)|)vol(\omega_{0})^{1/2}\Vert u\Vert_{\omega_{i}}(\int_{\rceil x1\geqq 2\eta}\frac{dx}{(|x|-\eta)^{4p}})$ .
Comme $K(\nu,p)$ est fini, on en d\’eduit que

$\sum_{i}\Vert\varphi_{i}(x)\Vert^{2}\leqq C^{\prime}\Vert u\Vert^{2}C\Omega_{i}$
c. q. f. d.

Nous enongons encore un lemme, qui est une cons\’equence imm\’ediate du
lemme 2.1.

LEMME. Soit $H$ un op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere de classe $C_{\beta^{\infty}},$ $\beta>0$ :
$\sigma(H)(x, \xi)\in C_{\beta^{\infty}}$, v\’erifiant la condition:

Partie reelle $\sigma(H)(x, \xi)\leqq-\delta,$ $\delta>0$ , pour tout $\xi\in R_{\xi^{n}}$, et tout $x\in R^{n}$. On a
alors l’in\’egalit\’e de la forme suivante

$((H+H^{*})\Lambda u, \Lambda u)\leqq-\delta^{\prime}\Vert\Lambda u\Vert^{2}+\gamma\Vert u\Vert^{2}$ ,

o\‘u $\gamma$ est une constante, o\‘u $\delta^{\prime}(<\delta)$ peut \^etre pris aussi voisin de $\delta$ qu’on le veut.
$D\text{\’{E}}_{MONSTRATION}$ . Comme $H^{*}A=H\# A+(H^{*}-H\#)A$ , il suffit de montrer que,

en posant
(25) $ P=H+H\#$ ,

($P\Lambda u$, Au) satisfait \‘a l’in\’egalit\’e dans le lemme. Remarquons que $P$ est un
op\’erateur d’int\’egrale singuli\‘ere \‘a symbole r\’eel dont les valeurs $\leqq-\delta$ . Utili-
sons une partition de l’unit\’e qu’on vient de faire. On prend ici $\eta$ de mani\‘ere
que: $\epsilon$ \’etant donn\’e, on a
(26) $\Vert(P-P(x_{0}))u\Vert_{B_{\eta^{(x_{0}}}})\leqq\epsilon\Vert u\Vert$ ,

pour toute $u\in L^{2}$ , et pour tout $x_{0}\in R^{n}$ . Envisageons alors

(27) $(P\Lambda u, Au)=\sum_{l}(\alpha {}_{i}P\Lambda u, \alpha_{i}\Lambda u)=\sum_{i}(P\alpha_{i}\Lambda u, \alpha_{i}\Lambda u)-\sum_{i}((P\alpha_{i}-\alpha {}_{i}P)\Lambda u, \alpha_{i}\Lambda u)$ .
Envisageons le second terme:

$|$ $((P\alpha_{i}--\alpha {}_{i}P)\Lambda u, \alpha_{i}\Lambda u)|\leqq\Vert(P\alpha_{i}-\alpha {}_{i}P)\Lambda u\Vert\Vert\alpha_{i}\Lambda u\Vert$

$\leqq\epsilon^{\prime}\Vert\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}+-\Vert(P\alpha_{i}-\alpha_{i}P)\Lambda u\Vert^{2}\overline{\epsilon}1$ .
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En vertu des propri\’et\’es ii) et iii), on a
$\sum_{i}\Vert(P\alpha_{i}-\alpha {}_{i}P)\Lambda u\Vert^{2}\leqq C^{\prime}\Vert u\Vert^{2}$, car

$\Vert(P\alpha_{i}-\alpha {}_{i}P)\Lambda u\Vert^{2}\leqq 2\Vert P(\alpha_{i}\Lambda-\Lambda\alpha_{i})u\Vert^{2}+2\Vert(P\Lambda\alpha_{i}-\alpha_{\iota}P\Lambda)u\Vert^{2}$ .
Envisageons le premier terme du second membre de (27). D’abord, comme
on vient de faire dans la v\’erification de i), on d\’ecompose

$P=P(x^{()}i)+[P-P(x^{()}i)]$ .
En posant $\alpha_{i}\Lambda u=v_{i}$ , on a

$(P(x^{()}i)v_{i}, v_{i})\leqq-\delta\Vert v_{i}\Vert^{2}$ .
En suite,

$|([P-P(x^{()}i)]v_{i}, v_{i})|\leqq\Vert[P-P(x^{()}i)]v_{i}\Vert\cdot\Vert v_{i}\Vert\leqq\epsilon\Vert v_{i}\Vert^{2}$ ,

d’apr\‘es (26). D’o\‘u

$\sum_{l}(Pv_{i}, v_{i})=\sum_{i}(P(x^{()}i)v_{i}, v_{i})+\Sigma([P-P(x^{()}i)]v_{i}, v_{i})$ ,

ici le premier terme du second membre $\geqq\Sigma-\delta\Vert v_{i}\Vert^{2}=\Sigma-\delta\Vert\alpha_{i}\Lambda u\Vert^{2}$

$=-\delta\Vert\Lambda u\Vert^{2}$ ; le second terme se majore en valeur absolue par
$\sum\epsilon\Vert v_{i}\Vert^{2}=\epsilon\Vert\Lambda u\Vert^{2}$, d’o\‘u le lemme. $c$ . $q$. $f$ . $d$ .

Construction de la matrice $\sigma(\Re)$ .
Nous allons reproduire ici le proc\’ed\’e de M. Petrowsky expos\’e dans [9,

p. 821], car il est d\’elicat. Nous nous limitons au cas o\‘u la matrice $(C)$ (dans

le note en bas 2)) consiste en une seule carr\’ee. Le cas g\’en\’eral est trait\’e de
la m\^eme mani\‘ere. On sait que, l’\’equation caract\’eristique de $(C)$ et celle de
la matrice $\lambda I-o(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ sont identiques (\‘a des multiples de $ 2\pi$ pr\‘es) (voir, [10,

p. 27]). On va montrer que
1) $t\rightarrow\lambda_{i}(x, t)\in C_{\beta^{\infty}},$ $\beta=\infty$ , sont des fonctions continuement diff\’erentiables

en $t(i=1,\cdots, N)$ .
a) Comme des racines sont toujours distinctes et r\’eelles, $\lambda_{i}(x, t, \xi)$ sont

des fonctions uniformes sur la sph\‘ere: $|\xi|=1,$ $x$ et $t$ \’etant fix\’es. En effet,
dans le cas $n>2$ , le principe de monodromie affirme cette propri\’et\’e. Dans
le cas $n=2$ , cela est vrai en vertu de l’hyperbolicit\’e.

b) $\lambda_{i}(x, t, \xi)\in C_{\beta^{\infty}},$ $\beta=\infty$ .
On sait d’abord que $\lambda_{j}(j=1,\cdots, N)$ sont toujours distinctes. De l\‘a par

le th\’eor\‘eme des fonctions implicites, on a par exemple, en d\’esignant par
$P(\lambda;x, t, \xi)=0$ l’\’equation caract\’eristique,

$-\partial\frac{\lambda_{i}}{x_{j}}\partial=-(\frac{\partial P}{\partial x_{f}}/\frac{\partial P}{\partial\lambda})_{\lambda=\lambda_{i}}$

et $|(\frac{\partial P}{\partial\lambda})_{\lambda\rightarrow\lambda_{i}}|\geqq d^{N-1}$ , o\‘u $d$ est la borne inf\’erieure des distances entre des
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racines, pour tout $x$ , et tout $t\in[-h, h]$ .
2’) Construction de $o(\Re)$ . Nous suivons la construction de M. Petrowsky

\langle [ $9$ , p. 821, note 2)]). On suppose $n\geqq 3$ . Trouver $\sigma(\Re)$ telle que $\sigma(\Re)\sigma(\ovalbox{\tt\small REJECT})=$

$o(9)o(\Re)$ signifie que, en d\’esignant $o(\Re)=(n_{ij}),$ $o(\ovalbox{\tt\small REJECT})=(a_{ij})$ ,

$\lambda_{i}n_{ij}=\sum_{s=1}^{N}n_{is}a_{sj}$ .

Nous fixons maintenant $i$. Alors $(n_{i1}, n_{i2},\cdots, n_{iN})$ est une solution de l’\’equation,
dont la matrice des coefficients est

$[a_{11}.\cdot.\cdot..-\lambda a_{1N}a^{12}$

$ a_{22}-\lambda a_{21}\cdot\cdot.\cdot$

. $..a_{N1})$ .

Autrement dit, en d\’esignant $A=(a_{ji}),$ $(n_{i1},\cdots, n_{iN})$ est un eigen-vecteur de $A$

correspondant \‘a la valeur caract\’eristique $\lambda=\text{{\it \‘{A}}}_{i}$ . Prenons le cas $\lambda_{i}=\lambda_{1}$ . On
dit que l’espace des eigen-vecteurs au point $(x, t, \xi)$ est donn\’e par des ex-
pressions explicites (notons que l’espace est \‘a une dimension), et que ce
champ est continu en $(x, t, \xi)$ , (notons $|\xi|=1$ ), et ind\’efiniment diff\’erentiable
en $(x, \xi)$, et une fois continuement diff\’erentiable en $t$. En effet, en d\’esignant
par $M_{ij}$ le ( $i$ , j)-cofacteur de la matrice $\lambda_{1}I-A,$ $(M_{1j}, M_{2j},\cdots, M_{Nj})(j=1,\cdots, N)$

forment des expressions de l’espace des eigenvecteurs. Vu que le rang de
la matrice $\text{{\it \‘{A}}}_{1}I-A$ est $(N-1)$ partout (l’hyperbolicite), l’un d’eux n’est pas
trivial. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

On va d\’eterminer, $x$ et $t$ \’etant fix\’es, sur la sph\‘ere tout enti\‘ere un champ
d’eigen-vecteurs de longeur unit\’e: fixons un point $\xi_{0}$ sur la sph\‘ere, et d\’eter-
minons l’orientation, et prolongeons ce vecteur suivant des chemins issus du
point $\xi_{0}$ , ainsi nous obtenons un champ voulu sur la sph\‘ere tout enti\‘ere, en
vertu du principe de monodromie (dans le cas $n=2$ , ce proc\’ed\’e ne marche
pas, comme nous montrons dans un exemple; dans le cas d’une seule \’equa-

tion, la construction de $\sigma(\mathfrak{R})$ explicite est possible, voir [2, p. 29]). Corre-
spondant aux valeurs $\lambda_{i}$ , on construit de m\^eme des champs d’eigen-vecteurs
\langle de longeur unit\’e) $e_{i}(\xi)(i=1,\cdots, N)$ . Il est manifeste que, gr\^ace \‘a notre
hypoth\‘ese (r\’eguli\‘erement hyperbolique), le d\’eterminant form\’e par $e_{1}(\xi),$ $e_{2}(\xi)$ ,

$e_{N}(\xi)$ est minore en valeur absolu par une constante positive lorsque $\xi$

parcourt la sph\‘ere, et cela reste vrai lorsque $x$ parcourt $R^{n}$, et $t\in[-h, h]$ .
Ceci remarqu\’e, en fixant d’abord $\xi_{0}$ , on construit un champ de vecteurs
continu $(e_{1}(x, t, \xi),\cdots, e_{N}(x, t, \xi))pourtoutx\in R^{n},$ $ett\in[-h, h]$ . Ceci est toujours
possible en vertu du principe de monodromie, et puis par ce qui pr\’ec\‘ede,
sur la sph\‘ere tout enti\‘ere en partant de $(e_{1}(x, t, \xi_{0}),\cdots, e_{N}(x, t, \xi_{0}))$ . Dans le cas
$n=1$ , on voit facilement que la construction de o(SU) est possible.
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3’) On donne ici un exemple de syst\‘eme hyperbolique qui n’a pas de
$\sigma(\Re)$ telle que son symbole $\sigma(\Re)(\xi)$ soit continu sur la circonf\’erence: $|\xi|^{2}+$

$|\eta|^{2}=1$ . On prend

$\frac{\partial}{\partial t}[u_{2}^{1}u)=[\frac{1}{2}\frac{\partial}{\partial y}\frac{\partial}{\partial x}\frac{1}{2}$

.
$0\frac{\partial}{\partial y})[_{u_{2}^{1}}u]$ .

Alors la matrice caract\’eristique est

$\left(\begin{array}{ll}\xi-\lambda & \frac{1}{2}\eta\\\frac{1}{2}\eta & -\lambda\end{array}\right)$ .

Les racines de l’\’equation caract\’eristique sont

$\lambda=\frac{1}{2}(\xi\pm\sqrt{\xi^{2\perp_{I}}\eta^{2}})$ , compte tenu de $|\xi|^{2}\dashv\cdot\cdot\cdot|\eta|=1$ , sur $C$,

$=\frac{1}{2}(\xi\pm 1)$

Prenons $\lambda_{1}=_{2^{-}}^{1}-(\xi+1)$ , alors Pespace des eigen-vecteurs correspondant \‘a la

valeur $\lambda_{1}$ au point $(\xi, \eta)$ sur $C$ est donn\’e par

$\frac{\eta}{2}$ : $\lambda_{1}=\eta$ : $(\xi+1)$ , ou bien $(\xi-\lambda_{1}):-\frac{1}{2}\eta=(\xi-1):-\eta$ .

Comme on constate facilement, ce champ d’espaces d’eigen-vecteurs ne d\’efinit
jamais un champ continu d’eigen-vecteurs sur la circonf\’erence tout enti\‘ere.

Plus g\’en\’eralement dans le cas $n=2$ , pour tous les syst\‘emes hyperboliques
du premier ordre, \‘a coefficients r\’eels, \‘a deux inconnus, la situation est m\^eme

que la pr\’ec\’edente. Voici la raison: On exprime les points sur $C$ par $\theta$ :
$0\leqq\theta\leqq 2\pi,$ $compt\acute{e}de(1,0)$ . On voit visiblement que $\lambda_{1}(\pi)=-\lambda_{2}(0),$ $\lambda_{2}(\pi)=-\lambda_{1}(0)$ .
Plus g\’en\’eralement, $\lambda_{1}(\pi+\theta)=-\lambda_{2}(\theta),$ $\lambda_{2}(\pi+\theta)=-\lambda_{1}(\theta),$ $ 0\leqq\theta\leqq\pi$, par suite deux
espaces d’eigen-vecteurs correspondant respectivement \‘a $\lambda_{1}$ et \‘a $\lambda_{2}$ au point
$\pi+\theta$ se permutent avec ceux de $(\theta)$ . Or, quand on prolonge $(e_{1}(0), e_{2}(0))$

continument suivant la demi-circonf\’erence: $ 0\leqq\theta\leqq\pi$ , il n’arrive que deux
cas suivants au point $(\pi)$ :

$e_{1}(0)\rightarrow-e_{2}(0)$ $ e_{1}(0)\rightarrow$ $e_{2}(0)$

i) ii)
$e_{2}(0)\rightarrow^{‘\backslash }$ $e_{1}(0)$ , $e_{2}(0)\rightarrow-e_{1}(0)$ .

En tout cas, quand on continue le prolongement suivant la demi-circonf\’erence
inf\’erieure, on a $e_{i}(2\pi)=-e_{i}(0)(i=1,2)$ . $c$ . $q$. $f$ . $d$ .

Universit\’e de Kyoto.
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