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Sur les int\’egrales attach\’ees aux formes automorphes.

Par Goro SHIMURA

( ${\rm Re}\sigma u$ Ie 24 avril, 1959)

Dans un travail r\’ecent [1] M. EichIer a donn\’e une th\’eorie des int\’egrales
attach\’ees aux formes automorphes d’une variable, et en l‘appliquant aux
correspondances modulaires, il a obtenu la formule de la trace. Si le degr\’e
des formes est 2, les formes paraboliques ne sont autres que les formes
diff\’erentielles de premi\‘ere esp\‘ece; et 1‘on peut d\’efinir la vari\’et\’e jacobienne
au moyen des p\’eriodes des int\’egrales. Il est \‘a souhaiter d’obtenir 1‘analogue
pour l’int\’egrale d’Eichler de degr\’e $>2$ . L’objet du pr\’esent m\’emoire est de
d\’emontrer que, dans le \langle \langle cas $arithm\acute{e}tique\rangle\rangle$ on peut construire, pour chaque
entier pair positif $n$ , une vari\’et\’e ab\’elienne \‘a partir des formes paraboliques
de degr\’e $n$.

Nous consid\’ererons $1’ int\acute{e}grale$ d’une certaine forme diff\’erentielle vecto-
rielle atkach\’ee \‘a une forme parabolique, qu’Eichler a d\’ej\‘a signal\’ee dans [1];

les p\’eriodes d’une telle int\’egrale d\’efinissent un cocycle par rapport \‘a une
repr\’esentation tensorielle $1\psi$ du groupe fuchsien. Si la repr\’esentation $1\psi$ est
\‘a coefficients entiers, on peut distinguer les formes paraboliques dont les
p\’eriodes ont des parties r\’eelles enti\‘eres; celle-ci forment un lattice $D$ dans
l’espace $S$ des formes paraboliques. Nous verrons que la partie imaginaire
de la m\’etrique de Petersson prend des valeurs rationnelles sur $D$ , ce qui
d\’emontre que le tore complexe $S/D$ a une structure de vari\’et\’e ab\’elienne.
Les op\’erateurs de Hecke peuvent alors \^etre regard\’es comme des endomor-
phismes de la vari\’et\’e ab\’elienne. On devra observer que si les coefficients
de $ j\psi$ ne sont pas entiers, il n’y a aucune m\’ethode canonique pour d\’efinir un
tel lattice $D$ pour lequel $S/D$ devienne une vari\’et\’e ab\’elienne, tandis que la
formule de la trace pour les op\’erateurs de Hecke est obtenue dans le cas
g\’eneral. Du moins, cette vari\’et\’e ab\’elienne $S/D$ est sans doute une des choses
dont on aura besoin lorsqu’on cherchera \‘a approfondir la th\’eorie arithm\’etique

des formes automorphes.
Le lecteur s’apercevra de la connexion de notre \’etude avec les th\’eories

de A. Weil [6] et de E. Hecke [3]; on pourrait les regarder comme des cas
particuliers des int\’egrales des formes diff\’erentielles \‘a valeurs dans un espace
fibr\’e vectoriel auquel est fix\’e,$e$ une forme hermitienne invariante par le groupe
de fibre, dont on rencontre des exemples aussi dans le cas des formes auto-
morphes de plusieurs variables; mais on ne s’en occupera pas dans ce m\’emoire.



292 G. SHIMURA

$NoTATIONS$ . On d\’esignera par $Z,$ $Q,$ $R$ et $C$ respectivement l’anneau des
entiers rationnels, les corps des nombres rationnels, r\’eels et complexes; $R^{n},$ $C^{n}$

d\’esignent alors les espaces vectoriels de dimension $n$ sur $R,$ $C$, respectivement,
dont on consid\‘ere les \’elements comme des matrices \‘a $n$ lignes et une colonne;
$GL(2, R)$ d\’esigne le groupe form\’e des matrices inversibles de degr\’e 2 \‘a

coefficients r\’eels, $GL_{+}(2, R)$ le groupe des \’el\’ements de $GL(2, R)$ \‘a determinant
positif, $SL(2, R)$ le groupe des \’el\’ements de $GL(2, R)$ \‘a determinant 1, et $SL(2, Z)$

le groupe des \’el\’ements de $SL(2, R)$ \‘a coefficients entiers. On d\’esignera par
${}^{t}X$ la transpos\’ee d’une matrice $X$, et par $I_{n}$ la matrice unit\’e de degr\’e $n$ . Si
$z$ est un nombre complexe ou une fonction \‘a valeurs complexes ou une forme
diff\’erentielle \‘a valeurs complexes, etc., on indiquera par $Z,$ ${\rm Re}(z)$ et ${\rm Im}(z)$ le
conjugu\’e complexe, la partie r\’eelle et la partie imaginaire de $z$ ; l’unit\’e
imaginaire $\sqrt{-1}$ sera not\’ee par $i$.

\S 1. Les repr\’esentations tensorielles de $GL(2, R)$ .

Soit $\left(\begin{array}{l}u\\v\end{array}\right)$ un vecteur de $R^{2}$ ; on d\’esignera par $\left(\begin{array}{l}u\\v\end{array}\right)$, pour chaque entier
positif $n$ , le vecteur de $R^{n+1}$ dont les composantes sont $u^{n},$ $u^{n-1}v,\cdots,$ $uv^{n-1},$ $v^{n}$ .
Nous conviendrons d’entendre par $\left(\begin{array}{l}u\\v\end{array}\right)$ le nombre 1. Soit $\sigma$ un \’el\’ement de

$GL(2, R)$ ; posons

$\left(\begin{array}{l}u_{1}\\v_{l}\end{array}\right)=\sigma\left(\begin{array}{l}u\\v\end{array}\right)$ .
On d\’efinit, pour chaque entier non-n\’egatif $n$ , une matrice r\’eelle $1\psi_{n}(\sigma)$ de
degr\’e $n+1$ par

$\left(\begin{array}{l}u_{1}\\v_{1}\end{array}\right)=1\psi_{n}(\sigma)\left(\begin{array}{l}u\\v\end{array}\right)$.

On voit que $M_{n}$ donne une repr\’esentation de $GL(2, R)$ , pour chaque $n$ . $\left(\begin{array}{l}w\\z\end{array}\right)$

\’etant un autre vecteur de $R^{2}$ , posons

$\left(\begin{array}{l}w_{1}\\z_{1}\end{array}\right)=\sigma\left(\begin{array}{l}w\\z\end{array}\right)$ .
On a evidemment

$(u_{1}z_{1}-v_{1}w_{1})^{n}=(\det\sigma)^{n}(uz-vw)^{n}$,

D\’efinissons une matrice $P_{n}$ de degr\’e $n+1$ par

$(uz-vw)^{n}=^{t}\left(\begin{array}{l}u\\v\end{array}\right)P_{n}\left(\begin{array}{l}w\\z\end{array}\right)$ .
On a alors, pour tout $n$ et pour tout $\sigma\in GL(2, R)$ :
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(1) ${}^{t}M_{n}(\sigma)P_{n}1\psi_{n}(\sigma)=(\det\sigma)^{n}P_{n}$ ,

(2) ${}^{t}P_{n}=(-1)^{n}P_{n}$

et
$M_{n}(-I_{2})=(-1)^{n}I_{n+1}$ .

Par suite, si $n$ est pair, $M_{n}$ donne une repr\’esentation du groupe quotient
$GL(2, R)/\{\pm I_{2}\}$ .

\S 2. La m\’etrique de Petersson.

On d\’esigne par $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ le demi-plan complexe ${\rm Im}(z)>0$, o\‘u $z$ est une variable

complexe. Pour chaque \’el\’ement $\sigma=\left(\begin{array}{ll}a & b\\c & d\end{array}\right)$ de $GL_{+}(2, R)$ , on d\’eiinit une
transformation $z\rightarrow\sigma(z)$ de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ par

$\sigma(z)=\frac{az+b}{cz+d}*$

Alors, le groupe des transformations analytiques de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ est isomorphe au
groupe $SL(2, R)/\{\pm I_{2}\}$ . On posera

$J(\sigma, z)=(cz+d)^{-1}$ .
On voit facilement qu’on a

$J(\sigma\tau, z)=J(\sigma, \tau(z))J(\tau, z)$

pour tout $\sigma,$ $\tau\in GL_{+}(2, R)$ . Avec les notations du \S 1, on a

(3) $\left(\begin{array}{l}\sigma(z)\\1\end{array}\right)=J(\sigma, z)^{n}M_{n}(\sigma)\left(\begin{array}{l}z\\1\end{array}\right)$ .

Soit $G$ un sous-groupe de $SL(2, R)$. On supposera dans ce qui suit, que
$G$, comme groupe de transformations de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$, est un groupe fuchsien, c’est \‘a

dire que $G$ est un sous-groupe discret de $SL(2, R)$ pour lequel $\ovalbox{\tt\small REJECT}/G$ ait une
mesure finie. Soit $m$ un entier positif. On entendra par une forme parabolique
de degr\’e $m$ par rapport \‘a $G$ , comme d’ordinaire, une fonction $f$ sur $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ jouissant
des propri\’et\’es (P1-3) suivantes:

(P1) $f$ est holomorphe sur Ytr;
(P2) $f(\sigma(z))J(\sigma, z)^{m}=f(z)$ pour tout $\sigma\in G$.

Pour exprimer la condition (P3), consid\’erons un point parabolique $s$ de $G;s$

est un nombre r\’eel ou le point \‘a l’infini $\infty$. Posons

$\rho=\left(\begin{array}{ll}-s & 1\\-1 & 0\end{array}\right)$ ou $\rho=I_{2}$

selon que $s$ est un nombre r\’eel ou $\infty$. Alors chaque transformation de $G$

ayant $s$ comme point fixe est une puissance $\tau^{k}d$‘un \’el\’ement
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$\tau=\rho\left(\begin{array}{ll}1 & h\\0 & 1\end{array}\right)\rho^{-I}$

de $G$ , o\‘u $h$ est un nombre positif. Posons
$q=\exp(2\pi ih^{-1}z)$ .

Alors, la condition (P3) s’\’enonce:
(P3) Pour tout point parabolique $s$ de $G$ , la fonction $f(\rho(z))J(\rho, z)^{m}$ est

holomorphe comme fonction de $q$ et nulle en $q=0$ .
On d\’esignera par $S_{m}(G)$ l’espace lin\’eaire des formes paraboliques de degr\’e

$m$ par rapport au groupe $G$ . Dans ce m\’emoire, nous ne nous occuperons que
des formes paraboliques de degr\’e pair.

D’apr\‘es Petersson [4], on peut introduire comme suit une m\’etrique dans
l’espace $S_{m}(G)$ . Posons d’abord

$dv=\frac{i}{2y^{2}}dzd\overline{z}=y^{1_{2}}dxdy$ ,

o\‘u $z=x+iy;dv$ est alors une forme diff\’erentielle invariante par toute trans-
formation de $SL(2, R)$ . On d\’efinit le produit scalaire $(f,g)$ de deux \’el\’ements
$f,$ $g$ de $S.(G)$ par

$(f, g)=\int_{g}f(z)\overline{g(z)}y^{m}dv$

o\‘u $q$ est un domaine fondamental quelconque de $G$ ; on sait que cette int\’egrale
converge pour tout $f,g\in S_{m}(G)$ et $(f, g)$ est une forme hermitienne positive
non-d\’egen\’er\’ee.

Consid\’erons maintenant la forme diff\’erentielle vectorielle $d_{3_{n}}$ sur $\mathscr{X}$ d\’efinie
par

$ d_{\partial_{n}}=\left(\begin{array}{l}z\\1\end{array}\right)dz=[z^{z^{n}dz}z^{-}\dot{d}^{1}zn_{dz^{dz}}\}\cdot$

On a alors, en vertu de (3), pour tout $\sigma\in GL_{+}(2, R)$ ,

(4) $d_{\partial_{n}}\circ\sigma=(\det\sigma)J(\sigma, z)^{n+2}M_{n}(\sigma)d_{\partial_{n}}$ ,

$\omega\circ$ a d\’esignant la transform\’ee de la forme diff\’erentielle $\omega$ par la transfor-
mation $\sigma$ . Si $f(z)$ est un \’el\’ement de $S_{n+2}(G)$ , on a

(5) $(fd\mathfrak{z}_{n})\circ\sigma=M_{n}(\sigma)fd_{6^{1}n}$

pour chaque $\sigma\in G$ . Soit $g$ un autre \’el\’ement de $S_{n+2}(G)$ . On voit, compte

tenu de la relation (1), que la forme diff\’erentielle
${}^{t}(fd_{\partial_{n}})P_{n}(\overline{gd_{\delta_{n}})}$
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est invariante par le groupe $G$ . On v\’erifie ais\’ement

${}^{t}(fd\mathfrak{z}_{n})P_{n}(\overline{gd\mathfrak{z}_{n})}=-(2i)^{n+1}f\cdot\overline{g}\cdot y^{n+2}dv$ ;

il en r\’esulte qu’on a

(6) $-(2j)^{n+1}(f, g)=\int_{g^{t}}(fd\mathfrak{z}_{n})P_{n}(\overline{gd\mathfrak{z}_{n}})$ .

Posons, pour deux \’el\’ements $f,$ $g$ de $S_{n+2}(G)$ ,

$\Lambda(f, g)=2^{n-1}i[(f,g)-(g,f)]$ .
On v\’erifie facilement que $\Lambda(f, g)$ est une forme R-bilin\’eaire altern\’ee et $\Lambda(f, ig)$

est une forme sym\’etrique positive non-d\’eg\’en\’er\’ee.
Nous aurons \‘a nous servir par la suite de la partie r\’eelle ${\rm Re}(fd_{3_{n}})$ de la

forme diff\’erentielle $fd_{i_{n}}$ . Comme $M_{n}(\sigma)$ est une matrice r\’eelle, on a
(7) ${\rm Re}(fd_{\partial_{n}})\circ\sigma=M_{n}(\sigma){\rm Re}(fd\mathfrak{z}_{n})$

pour tout $\sigma\in G$ ; par suite, la forme ${}^{t}Re(fdt_{n})P_{n}{\rm Re}(gd\partial_{n})$ est invariante par $G$ .
Supposons que $n$ soit un entier pair non-n\’egatif; la matrice $P_{n}$ est alors
sym\’etrique; on obtient donc

4 ${}^{t}Re(fd\mathfrak{z}_{n})P_{n}{\rm Re}(gd\mathfrak{z}_{n})={}^{t}(fd\mathfrak{z}_{n})P_{n}(\overline{gd\mathfrak{z}_{n}})-\iota(gd\mathfrak{z}_{n})P_{n}(\overline{fd\mathfrak{z}_{n})}$ .
$D’ apr\grave{e}s$ la formule (6), $\Lambda(f, g)$ s’exprime sous la forme

(8) $\Lambda(f, g)=(-1)^{\frac{n}{2}+1}\int_{g^{t}}{\rm Re}(fd_{3_{n}})P_{n}{\rm Re}(gd_{3_{n}})$ .

\S 3. Groupes de cohomologie.

$G$ \’etant comme ci-dessus, d\’esignons par $Y1$‘ensemble de toutes les trans-
formations paraboliques de $G$ . Soit $M$ une repr\’esentation de $G$ par des
matrices de degr\’e $h$ \‘a coefficients r\’eels. On va d\’efinir un certain groupe de
cohomologie attach\’e \‘a $M$. Soit $\mathfrak{x}$ une application de $G$ dans $R^{k}$ ; on appelle

$\mathfrak{x}$ un cocycle pambolique par rapport \‘a $M$ s’il satisfait aux conditions suivantes:
(C1) $\mathfrak{x}(\sigma\tau)=\mathfrak{x}(\sigma)+M(\sigma)\mathfrak{x}(\tau)$ pour lout $\sigma,$

$\tau\in G$ ;
(C2) pour chaque $\tau\in Y$, il existe un vecteur $\mathfrak{a}\in R^{k}$ tel que l’on ait $\mathfrak{x}(\tau)=$

($r-M(\tau)\mathfrak{a}$ ; le vecteur a peut d\’ependre de $\tau$ .
On d\’esignera par $Z(M, R)$ l’espace lin\’eaire des cocycles paraboliques par

rapport \‘a $G$ . On voit facilement que si $\mathfrak{x}$ satisfait \‘a la condition (C1), on a
$X(1)=0$ ,

(9) $\mathfrak{x}(\sigma^{-1})=-M(\sigma)^{-1}\mathfrak{x}(\sigma)$ .
Soit $\mathfrak{a}$ un vecteur de $R^{k}$ ; posons

$\downarrow)(\sigma)=\mathfrak{a}-M(\sigma)\mathfrak{a}$
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pour tout $\sigma\in G$ . Il est facile de voir que r) satisfait aux conditions (C1-2).
Un tel cocycle $\mathfrak{y}$ s’appellera un cobord par rapport \‘a $M$. On d\’esigne par
$B(M, R)$ l’espace lin\’eaire des cobords par rapport \‘a $M$ ; et l’on pose

$H(M, R)=Z(M, R)/B(M, R)$ .
On appelle ce groupe quotient le groupe de cohomologie de $G$ par rapport \‘a $M$.

Supposons maintenant que les coefficients de Il$(\sigma)$ soient entiers pour tout
$\sigma\in G$ . Un cocycle parabolique $\mathfrak{x}$ par rapport \‘a $M$ sera dit entier \’{s}i les com-
posantes du vecteur $\mathfrak{x}(\sigma)$ sont enti\‘eres pour tout $\sigma\in G$ . On d\’esigne par $Z(M, Z)$

(resp. $B(M,$ $Z)$) le module des cocycles paraboliques (resp. cobords) entiers par
rapport \‘a $M$ ; et on pose

$H(M, Z)=Z(M, Z)/B(M, Z)$ .
On voit que $H(M, Z)$ est canoniquement isomorphe \‘a un sous-module de
$H(M, R)$ ; on consid\‘ere donc d\’esormais $H(M, Z)$ comme un sous-module de
$H(M, R)$ .

PROPOSITION 1. Toute base de $H(M, Z)$ sur $Z$ donne une base de $H(M, R)$

sur $R$ .
On sait que $G$ a un syst\‘eme de g\’en\’erateurs en nombre fini $\{\sigma_{1},\cdots, \sigma_{d}\}$ . Si

$\mathfrak{x}$ est un cocycle parabolique, on voit, en vertu de la condition (C1), que les
vecteurs $\mathfrak{x}(\sigma)$ pour $\sigma\in G$ sont d\’etermin\’es par les $d$ vecteurs $\mathfrak{x}(\sigma_{\nu})$ . On peut
donc consid\’erer X comme un \’el\’ement de $R^{ak}=R^{k}\times\cdots\times R^{k}$ en identifiant $\mathfrak{x}$

avec le vecteur $(\mathfrak{x}(\sigma_{1}), \cdots, \mathfrak{x}(\sigma_{a}))\in R^{k}\times\cdots\times R^{k}$ ; $\mathfrak{x}$ appartient \‘a $Z(M, Z)$ pourvu
que les composantes du vecteur $(\mathfrak{x}(\sigma_{1}), \cdots, \mathfrak{x}(\sigma_{a}))$ soient enti\‘eres. On voit facile-
ment que les conditions (C1-2) s’expriment sous la forme

$\sum_{\nu=1}^{d}L_{\mu\nu}\mathfrak{x}(\sigma_{\nu})=0$ $(\mu=1,2, \cdots)$

o\‘u les $L_{\mu\nu}$ sont des matrices de degr\’e $k$ \‘a coefficients entiers. Par cons\’equent,
$Z(M, R)$ correspond \‘a un sous-espace $V$ lin\’eaire de $R^{tlk}$ d\’efini sur le corps $Q$

des nombres rationnels; et les \’el\’ements de $Z(M, Z)$ correspondent aux vecteurs
de $V$ dont les composantes sont enti\‘eres; il en est de m\^eme pour $B(M, R)$ et
$B(M, Z)$ . On peut en d\’eduire l’assertion de la proposition.

Supposons que $Y$ ne soit pas vide et fixons un \’el\’ement $\tau_{0}$ de $Y$. On
d\’esigne par $Z(M, R, \tau_{0})$ (resp. $B(M,$ $R,$ $\tau_{0}),$ $Z(M,$ $Z,$ $\tau_{0}),$ $B(M,$ $Z,$ $\tau_{0})$) $1$‘ensemble des
\’el\’ements $\mathfrak{x}$ de $Z(M, R)$ (resp. $B(M,$ $R),$ $Z(M,$ $Z),$ $B(M,$ $Z)$) tels que $\mathfrak{x}(\tau_{0})=0$ ; et
l’on pose

$H(M, R, \tau_{0})=Z(M, R, \tau_{0})/B(M, R, \tau_{0})$ ,

$H(M, Z, \tau_{0})=Z(M, Z, \tau_{0})/B(M, Z, \tau_{0})$ .
$H(M, Z, \tau_{0})$ s’identifie canoniquement avec un sous-module de $H(M, R, \tau_{0})$ . On
peut alors d\’emontrer, de m\^eme que plus haut, que toute base de $H(M, Z, \tau_{0})$
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sur $Z$ forme une base de $H(M, R, \tau_{0})$ sur $R$ . Soit X un \’el\’ement de $Z(M, R)$ .
D’apr\‘es la condition (C2), il existe un vecteur $a\in R^{k}$ tel que

$\mathfrak{x}(\tau_{0})=\mathfrak{a}-M(\tau_{0})\mathfrak{a}$ .
Posons $\mathfrak{y}(\sigma)=\mathfrak{a}-M(\sigma)\mathfrak{a}$ pour tout $\sigma\in G$ ; on voit alors que $\mathfrak{x}-\mathfrak{y}$ est contenu
dans $Z(M, R, \tau_{0})$ ; on en conclut

$Z(M, R)=B(M, R)+Z(M, R, \tau_{0})$ .
Il s’ensuit de l\‘a que $H(M, R, \tau_{0})$ est canoniquement isomorphe \‘a $H(M, R)$ . On
constate de m\^eme que $H(M, Z, \tau_{0})$ est canoniquement isomorphe \‘a un sous-
module $H^{\prime}$ de $H(M, Z)$ d’indice fini.

\S 4. P\’eriodes des int\’egrales.

$G$ et $M$ \’etant comme dans le \S 3, supposons qu’il existe une matrice r\’eelle
$P$ de degr\’e $k$ telle que l’on ait
(10) ${}^{t}M(\sigma)PM(\sigma)=P$

pour tout $\sigma\in G$ . D\’esignons par $F(M)$ l’espace lin\’eaire des formes diff\’erentiel-
les vectorielles

$\omega=\left(\begin{array}{l}\omega_{1}\\\vdots\\\omega_{k}\end{array}\right)$

sur Ylf jouissant des propri\’et\’es (D1-3) suivantes:
(D1) Chaque composante $\omega_{\nu}$ de $\omega$ est une forme diff\’erentielle ferm\’ee de

degr\’e 1, analytique par rapport \‘a $x,$ $y$, et \‘a valeurs reelles.
(D2) On a $\omega\circ\sigma=M(\sigma)\omega$ pour tout $\sigma\in G$ .

La condition (D1) entraine que l’int\’egrale

$\int_{7}^{z^{\prime}}\omega$

ne d\’epend que de $z,$
$z^{\prime}$ et non du choix du chemin d’int\’egration.

(D3) Pour chaque point parabolique $s$ de $G$ , la valeur limite

$\lim_{z\rightarrow s}\int_{z_{0}}^{z}\omega$

lorsque $z$ tend vers $s$ , en restant dans un domaine fondamental de $G$, est d\’eter-
min\’ee et finie, $z_{0}$ \’etant un point $quej_{Conque}$ de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Soit $\omega$ un \’el\’ement de $F(M)$ ; fixons un point $z_{0}$ de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ et posons

(11) $f(z)=\int_{z_{0}}^{z}\omega+\mathfrak{a}$ ,

o\‘u $a$ est une \langle \langle constante d’int\’egration\rangle \rangle qui est un vecteur quelconque de $R^{k}$.
Alors $f(z)$ est une fonction sur $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ \‘a valeurs dans $R^{k}$ . En vertu de la propri\’et\’e
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(D2), on obtient, pour chaque $\sigma\in G$ ,

(12) $f(\sigma(z))=M(\sigma)f(z)+\mathfrak{x}(\sigma)$ ,

o\‘u $\mathfrak{x}(\sigma)$ est le vecteur de $R^{k}$ donn\’e par

(13) $\mathfrak{x}(\sigma)=\int_{z_{0}}^{\sigma(z_{0}}\omega^{)}+\mathfrak{a}-M(\sigma)\mathfrak{a}$ .

On v\’erifie facilement que $\mathfrak{x}$ satisfait \‘a la condition (C1) de \S 3. Soit $\tau$ une
transformation parabolique de $G$ , et soit $s$ le point fixe de $\tau$. D’apr\‘es la
propri\’et\’e (D3), $\lim_{z\rightarrow s}f(z)$ est d\’etermin\’e et fini; nous poserons

$f(s)=\lim_{z\rightarrow s}f(z)$ .

On a alors $f(s)=f(\tau(s))=M(\tau)t(s)+\mathfrak{x}(\tau)$ , de sorte qu’on a
(14) $\mathfrak{x}(\tau)=[1-M(\tau)]f(s)$ .
Il en r\’esulte que $\mathfrak{x}$ est un \’el\’ement de $Z(M, R)$ . Le cocycle parabolique X
s’appellera la p\’eriode de l’int\’egrale (11). On voit facilement que la classe de
cohomologie de $\mathfrak{x}$ ne d\’epend que de $\omega$ et non du choix de $z_{0}$ et $\mathfrak{a}$ .

Soit $\eta$ un autre \’el\’ement de $F(M);b$ \’etant une constante d’int\’egration,
posons

(15) $\mathfrak{g}(z)=\int_{z_{0}}^{z}\eta+b$ .
On obtient alors
(16) $\mathfrak{g}(\sigma(z))=M(\sigma)\mathfrak{g}(z)+\mathfrak{y}(\sigma)$ ,

o\‘u $\mathfrak{y}$ est un cocycle parabolique donn\’e par une formule analogue \‘a (13).

Consid\’erons maintenant la forme diff\’erentielle $\iota_{\omega P\eta;}$ on voit que ${}^{t}\omega P\eta$ est
invariant par $G$ . Posons

$(\omega, \eta)=\int_{g^{t}}\omega P\eta$ ,

o\‘u $q$ est un domaine fondamental quelconque de $G$ . On va maintenant ex-
primer la valeur $(\omega, \eta)$ par les p\’eriodes $\mathfrak{x}(\sigma),$ $\mathfrak{h}(\sigma)$ , On voit d’abord qu’on a
$\iota_{\omega P\eta}=d(t\mathfrak{s}Pd\mathfrak{g})$ , de sorte qu’on a

$(\omega, \eta)=\int_{\partial q^{t}}fPd\mathfrak{g}$ ,

o\‘u $\partial^{ff}$ d\’esigne le bord de $q$. On peut supposer que $q$ est un polygone dont
les c\^ot\’es se correspondent deux \‘a deux, en sens inverse, par des \’el\’ements de
$G$ ; pour ainsi dire, on a

$\partial \mathcal{G}=\sum_{\mu}[E_{\mu}-\sigma_{\mu}(E_{\mu})]$
,

o\‘u les $E_{\mu}$ sont des c\^ot\’es qui forment la moiti\’e du contour de $g$ et les $\sigma_{\mu}$
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sont des \’el\’ements de $G$ . On a alors

$(\omega, \eta)=\sum_{\mu}(\int_{E_{\mu^{t}}}fPd\mathfrak{g}-\int_{\sigma_{\mu}(E_{\mu})^{t}}fPd\mathfrak{g})$
.

Au moyen de (10), (12), (16), on obtient

$\int_{\sigma_{\mu}(E_{\mu})^{t}}fPd\mathfrak{g}=\int_{E_{\mu^{t}}}(f\circ\sigma_{\mu})Pd(\mathfrak{g}\circ\sigma_{\mu})$

$=\int_{E_{\mu^{t}}}tPd\mathfrak{g}+\int_{E_{\mu^{t}}}\mathfrak{x}(\sigma_{1})PM(\sigma_{l^{I}})d\mathfrak{g}$ .

En vertu des relations (9) et (10), on a enfin

(17)
$(\omega, \eta)=\sum_{\mu}t\mathfrak{x}(\sigma_{\mu}^{-1})P\int_{E_{1}}d\mathfrak{g}$

.

Pour calculer plus explicitement, on adopte un domaine fondamental obtenu
\‘a partir d’une \langle \langle dissection canonique \rangle \rangle de la surface de Riemann comme suit.
Soit Yl la surface de Riemann du corps des fonctions automorphes par rapport
\‘a $G$, et soit $g$ le genre de $\Re$ . Soient $p_{1},\cdots,p_{j}$ les points de Sl correspondant
aux points elliptiques de $G$ ; et soient $q_{1},\cdots,$ $q_{h}$ les points de $\Re$ correspondant
aux points paraboliques de $G$ . On prend un point $r_{0}$ de Yl autre que $p_{\mu},$ $q_{\nu}$ ;
on coupe $gt$ par $2g$ courbes ferm\’ees passant $r_{0}$ qui forment un syst\‘eme de
g\’en\’erateurs canoniques du groupe fondamental de $\Re$ , o\‘u l’on suppose que
ces courbes ne traversent aucun des points $p_{\mu},$ $q_{\nu}$ . On obtient alors un poly-
gone \‘a $4g$ c\^ot\’es contenant les $p_{/1},$ $q_{\nu}$ dans son int\’erieur. On coupe en outre
ce polygone le long de $j+h$ segments joignant un sommet au $p_{\mu},$ $q_{\nu}$ ; on
obtient ainsi un polygone $\mathcal{G}$ \‘a $4g+2j+2h$ c\^ot\’es. Prenons pour domaine fonda-
mental de $G$ un polygone $gj$ dans YC correspondant au polygone $\mathcal{G}$, et d\’esignons
par $t_{\mu},$ $s_{\nu}$ les sommets de $9^{7}$ correspondant aux $p_{/1},$ $q_{\nu}$ . D’apr\‘es notre construc-
tion, le bord $\partial \mathcal{G}$ de $g$ est la somme de $4g+2j+2h$ c\^ot\’es

$A_{1},$ $B_{1},$ $-\alpha_{1}(A_{1}),$ $-\beta_{1}^{-1}(B_{I}),\cdots,$ $A_{g},$ $B_{g},$ $-\alpha_{g}(A_{g}),$ $-\beta_{g}^{-1}(B_{g})$ ,

$C_{1},$ $-\gamma_{1}(C_{1}),\cdots,$ $C_{j},$ $-\gamma_{f}(C_{j})$ ,

$D_{1},$ $-\delta_{1}(D_{1}),\cdots,$ $D_{h},$ $-\delta_{h}(D_{h})$ ,

o\‘u les $\alpha_{\lambda},$
$\beta_{\lambda},$

$\gamma_{\mu},$
$\delta_{\nu}$ sont des \’el\’ements de $G$ tels que

$\delta_{h}\cdots\delta_{1}\gamma_{j}\cdots\gamma_{1}\beta_{g^{-1}}\alpha_{g}^{-1}\beta_{g}\alpha_{g}\cdots\beta_{1}^{-l}\alpha_{1}^{-1}\beta_{1}\alpha_{1}=1$ ,

$\gamma_{\mu}^{e\mu}=1$ $(\mu=1,\cdots,j)$ ;

$\gamma_{\mu}$ est une transformation elliptique qui laisse fixe $t_{\mu}$ ; $e_{\mu}$ est l’ordre de rami-
fication en $t_{\mu}$ ; et $\delta_{\mu}$ est une transformation parabolique qui laisse fixe le point
parabolique $s_{\mu}$ . Posons

$\sigma_{\lambda}=\beta_{\lambda^{-1}}\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}$ , $\tau_{\lambda}=\sigma_{\lambda}\cdots\sigma_{1}$ $(\lambda=1,\cdots,g)$ .
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Soit $u_{0}$ le point de d\’epart de $A_{1}$ ; et posons

$u_{\lambda}=\tau_{\lambda}(u_{0})$ , $(\lambda=1,\cdots, g)$ ,

$v_{0}=\gamma_{j}\cdots\gamma_{1}(u_{g})$ .
Alors, $A_{\lambda},$ $B_{\lambda},$ $C_{\mu},$ $D_{\nu}$ joignent respectivement $u_{\lambda-1}$ \‘a $\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}(u_{\lambda-1}),$ $\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}(u_{\lambda-1})$

\‘a $\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}(u_{\lambda-1}),$ $\gamma_{\mu-1}\cdots\gamma_{1}(u_{g})$ \‘a $t_{\mu},$ $\delta_{\nu-1}\cdots\delta_{1}(v_{0})$ \‘a $s_{\nu}$ . On a donc, au moyen de (17),

$(\omega, \eta)=L_{1}^{g_{\tau t}}\mathfrak{x}(\alpha_{\lambda^{-1}})P[\mathfrak{g}(\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}(u_{\lambda-1}))-\mathfrak{g}(u_{\lambda-1})]\lambda=$

$+\sum_{\lambda=1}^{g}\iota \mathfrak{x}(\beta_{\lambda})P[\mathfrak{g}(\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}(u_{\lambda-1}))-\mathfrak{g}(\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}(u_{\lambda-1}))]$

$+\sum_{\mu=1}^{j}t\mathfrak{x}(\gamma_{\mu}^{-1})P[\mathfrak{g}(t_{\mu})-\mathfrak{g}(\gamma_{\mu-1}\cdots\gamma_{1}(u_{g}))]$

$+\sum_{\nu=1}^{h}\iota \mathfrak{x}(\delta_{\nu^{-1}})P[\mathfrak{g}(s_{\nu})-\mathfrak{g}(\delta_{\nu-1}\cdots\delta_{1}(v_{0}))]$ .

Comme $\gamma_{\mu}$ laisse fixe le point $t_{\mu}$ , on a

$\mathfrak{g}(t_{\mu})=\mathfrak{g}(\gamma_{\mu^{m}}(t_{\mu}))=M(\gamma_{\mu}^{m})\mathfrak{g}(t_{l})+\mathfrak{h}(\gamma_{\mu^{m}})$

pour $m=0,1$,–, $e_{\mu}-1$ ; on en d\’eduit

$e_{\mu}\mathfrak{g}(t_{\mu})=\sum_{m=1}^{e_{\mu}-1}1M(\gamma_{u^{m}})\mathfrak{g}(t_{\mu})+\sum_{m=1}^{e_{\beta}-1}\mathfrak{y}(\gamma_{\mu^{m}})$ .
D’autre part, on a

$C=\mathfrak{x}(1)=\mathfrak{x}(\gamma_{\mu}^{-e_{/J}})=\sum_{m=1}^{e_{\mu^{-1}}}M(\gamma_{\mu^{-m}})\mathfrak{x}(\gamma_{\mu}^{-1})$ ;

de l\‘a et de (9), on obtient

(18) $t\mathfrak{x}(r_{\mu^{-1}})P\mathfrak{g}(t_{\mu})=^{\iota}\mathfrak{x}(r_{\mu}^{-1})P[e_{\mu}^{-1}\sum_{m=1}^{e_{\mu}-1}\mathfrak{y}(\gamma_{\alpha}^{m})]$ .

Posons $\mathfrak{g}(u_{0})=\iota\cdot$ ; on a alors $\mathfrak{g}(\rho(u_{0}))=M(\rho)\mathfrak{r}+\mathfrak{y}(\rho)$ pour tout $\rho\in G$ . Au moyen
de cette relation et (18), on a

(19) $(\omega, \eta)=\sum_{\lambda=1}^{g}\iota \mathfrak{x}(\alpha_{\lambda^{-1}})P[\mathfrak{y}(\alpha_{\lambda^{=1}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}\tau_{\lambda-1})-\mathfrak{y}(\tau_{\lambda-1})]$

$+\sum_{\lambda=1}^{g_{\urcorner t}}\lrcorner \mathfrak{x}(\beta_{\lambda})P[\mathfrak{y}(\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}\tau_{\lambda-1})-\mathfrak{y}(\alpha_{\lambda^{=1}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}\tau_{\lambda-1})]$

$+\sum_{\mu=1}^{j}\iota \mathfrak{x}(\gamma_{\mu^{-1}})P[e_{\mu}^{-1}\sum_{m=1}^{e_{\mu}-1}\mathfrak{y}(r_{\mu}^{m})-\mathfrak{y}(\gamma_{\mu-1}\cdots\gamma_{1}\tau_{g})]$

$-\sum_{\nu=1}^{h}t\mathfrak{x}(\delta_{\nu}^{-1})P\mathfrak{y}(\delta_{\nu-1}\cdots\delta_{1}\gamma_{j}\cdots\gamma_{1}\tau_{g})+\sum_{\nu=1}^{h}t\mathfrak{x}(\delta_{\nu}^{-1})P\mathfrak{g}(s_{\nu})+\psi(\mathfrak{r})$ ,
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o\‘u $\psi(\mathfrak{r})$ est le nombre donn\’e par

$\psi(r)=\sum_{\lambda=1}^{g}\iota \mathfrak{x}(\alpha_{\lambda^{-1}})P[M(\alpha_{\lambda^{-I}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}\tau_{\lambda-I})-M(\tau_{\lambda=1})]\mathfrak{r}$

$+\sum_{\lambda=1}^{g}t\mathfrak{x}(\beta_{\lambda})P[M(\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}\tau_{\lambda-1})-M(\alpha_{\lambda^{-I}}\beta_{\lambda}\alpha_{\lambda}\tau_{\lambda-1})]\mathfrak{r}$

$-\sum_{\mu=1}^{j}c\mathfrak{x}(\gamma_{\mu}^{-1})PM(\gamma_{/t-1}\cdots\gamma_{1}\tau_{g})\mathfrak{r}$

$-\sum_{\nu=1}^{h}\iota \mathfrak{x}(\delta_{\nu}^{-1})PM(\delta_{\nu-1}\cdots\delta_{1}\gamma_{j}\cdots\gamma_{1}r_{g})\mathfrak{r}$ .

On va maintenant d\’emontrer $\psi(\mathfrak{r})=0$ . D’apr\‘es la relation (10), on a

$\psi(\mathfrak{r})={}^{t}\psi(\mathfrak{r})=^{t}\mathfrak{r}^{t}P(\sum_{\lambda=1}^{g}c_{\lambda}-\sum_{\mu=1}^{j}\mathfrak{d}_{\mu}-\sum_{\nu=1}^{h}\mathfrak{e}_{\nu})$ ,

o\‘u $c_{\lambda},$
$\mathfrak{d}_{\mu},$

$e_{\nu}$ sont les vecteurs donn\’es par

$c_{\lambda}=M(\tau_{\lambda-1^{-1}})[M(\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda^{=1}}\alpha_{\lambda})\mathfrak{x}(\alpha_{\lambda^{-1}})-\mathfrak{x}(\alpha_{\lambda^{-1}})$

$+M(\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda^{-1}})\mathfrak{x}(\beta_{\lambda})-M(\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda^{-1}}\alpha_{\lambda})\mathfrak{x}(\beta_{\lambda})]$ ,

$\mathfrak{d}_{\mu}=M(\tau_{g}^{-l}\gamma_{1}^{-1}\cdots\gamma_{\rho\ell-1^{-1}})\mathfrak{x}(\gamma_{\mu}^{-1})$ ,

$\mathfrak{e}_{\nu}=M(\tau_{g^{=I}}\gamma_{1}^{-1}\cdots\gamma_{j^{-I}}\delta_{1}^{-1}\cdots\delta_{\nu-1^{-1}})\mathfrak{x}(\delta_{\nu}^{=1})$ .
On voit facilement

$c_{\lambda}=-M(\tau_{\lambda-1^{-1}})\mathfrak{x}(\alpha_{\lambda^{-1}}\beta_{\lambda^{-1}}\alpha_{\lambda}\beta_{\lambda})=\mathfrak{x}(\tau_{\lambda-1^{-1}})-\mathfrak{x}(\tau_{\lambda^{=1}})$ ,

$-\mathfrak{d}_{\mu}=\mathfrak{x}(\tau_{g}^{-1}\gamma_{1}^{-1}\cdots\gamma_{\mu-1^{-1}})-\mathfrak{x}(\tau_{g}^{-1}\gamma_{1}^{-1}\cdots\gamma_{\mu}^{-1})$ ,

$-\mathfrak{e}_{\nu}=\mathfrak{x}(\tau_{g^{-1}}\gamma_{1}^{-1}\cdots\gamma_{j^{-1}}\delta_{1}^{-1}\cdots\delta_{\nu-1^{-1}})-\mathfrak{x}(\tau_{g}^{-1}\gamma_{1}^{-1}\cdots\gamma_{j^{=1}}\delta_{1}^{-1}\cdots\delta_{\nu^{-1}})$ .
D’apr\‘es la relation $\tau_{g}^{-1}\gamma_{1}^{-1}\cdots\gamma_{j^{-1}}\delta_{1}^{-I}\cdots\delta_{h^{-}}$ $=1$ , on obtient

$\psi(\mathfrak{r})=0$ .

\S 5. L’isomorphisme de $S_{m}(G)$ sur le groupe de cohomologie.

Soit $n$ un entier pair non-n\’egatif; soit $U$ une matrice inversible de degr\’e
$n+1$ \‘a coefficients r\’eels; posons

$P={}^{t}U^{-1}P_{n}U^{-1}$ , $M(\sigma)=UM_{n}(\sigma)U^{-1}$

pour $\sigma\in GL(2, R),$ $M_{n}$ \’etant la repr\’esentation d\’efinie au \S 1; $M$ est une repr\’e-
sentation r\’eelle de $GL(2, R)$ , et on a

${}^{t}M(\sigma)PM(\sigma)=P$

pour tout $\sigma\in SL(2, R)$ . Soit $f$ un \’el\’ement de $S_{n+2}(G)$ ; consid\’erons la forme
diff\’erentielle vectorielle ${\rm Re}(Ufd\mathfrak{z}_{n})$ sur $\ovalbox{\tt\small REJECT}$, o\‘u $d_{3_{n}}$ est la forme d\‘efinie au \S 2.
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Comme $fd_{\partial_{n}}$ est holomorphe sur $\mathscr{X}$, on a $d({\rm Re}(Ufd\delta_{n}))=0$ ; en vertu de (5), on a
${\rm Re}(Ufd_{\partial_{n}})\circ\sigma=M(\sigma){\rm Re}(Ufd_{8_{n}})$

pour tout $\sigma\in G$ ; la propri\’et\’e (P3) de la forme parabolique $f$ entraine la condi-
tion (D3) pour ${\rm Re}(Ufd_{\partial_{n}})$ . Il en r\’esulte que ${\rm Re}(Ufd_{\partial_{n}})$ est un \’el\’ement de $F(M)$.
On a vu au \S 4 que la p\’eriode de l’int\’egrale d’un e’le’ment de $F(M)$ d\’efinit un
\’el\’ement de $H(M, R)$ . D\’esignons par $\varphi(f)$ l’\’el\’ement de $H(M, R)$ correspondant
\‘a la forme ${\rm Re}(Ufd\partial_{n});\varphi$ est alors une application R-lin\’eaire de $S_{n+2}(G)$ dans
$H(M, R)$ .

$T_{H\text{\’{E}} OR\text{\‘{E}} ME}1$ . Les notations \’etant comme ci-dessus, $\varphi$ est un isomorphisme
de $S_{n+2}(G)$ sur $H(M, R)$ .

D’apr\‘es un r\’esultat d’Eichler [1], les espaces $S_{n+2}(G)$ et $H(M, R)$ sont de
la m\^eme dimension sur $R$ . Il nous faut donc seulement d\’emontrer que le
noyau de $\varphi$ est $\{0\}$ . Soient $f,$ $g$ deux \’el\’ements de $S_{n+2}(G)$ ; posons $\omega={\rm Re}(Ufd_{\partial_{n}})$ ,
$\eta={\rm Re}(Ugd_{\partial_{n}})$ . On a alors, d’apr\‘es la formule (8) de \S 2,

(20) $\Lambda(f,g)=(-1)^{\frac{n}{2}+1}(\omega, \eta)$ .
La valeur $\Lambda(f,g)$ est donc donn\’ee par (19). Supposons qu’on ait $\varphi(f)=0$ .
Alors on peut choisir la constante $\mathfrak{a}$ de l’int\’egrale (11) de telle mani\‘ere que
le cocycle parabolique $\mathfrak{x}$ d\’etermin\’e par (13) soit $0$ . D’apr\‘es (19) et (20), on a
$\Lambda(f, g)=0$ pour tout $g\in S_{n+2}(G)$ ; en particulier, on a $\Lambda(f, if)=0$, de sorte
qu’on a $f=0$ ; ce qui compl\‘ete la d\’emonstration.

\S 6. Les vari\’et\’es ab\’eliennes attach\’ees aux formes paraboliques.

Consid\’erons maintenant le cas o\‘u la repr\’esentation $M_{n}$ de $G$ satisfait \‘a

la condition suivante.
(A) Il existe une matrice inversible $U$ de degr\’e $n+1$ \‘a coeffcients r\’eels telle

que ${}^{t}U^{-1}P_{n}U^{-}$ et $UM_{n}(\sigma)U^{-1}$ pour tout $\sigma\in G$ soient des matrices \‘a coefficients
entiers.

Posons
$P={}^{t}U^{-1}P_{n}U^{-1}$ , $M(\sigma)=UM_{n}(\sigma)U^{-1}$

pour tout $\sigma\in GL(2, R)$ . Soit $\varphi$ l‘isomorphisme de $S_{n+2}(G)$ sur $H(M, R)$ du
th\’eor\‘eme 1; posons

$D_{n+2}(G)=\varphi^{-1}[H(M, Z)]$ .
On voit alors, d’apr\‘es la proposition 1, que $D_{n+2}(G)$ est un lattice dans l’espace
vectoriel $S_{n+2}(G)$ , de sorte que l’espace quotient $S_{n+2}(G)/D_{n+2}(G)$ est un tore
complexe. Nous allons maintenant d\’emontrer notre th\’eor\‘eme principal.

$T_{HEOR\text{\‘{E}} ME}^{\prime}2$ . Les notations et les hypoth\‘eses \’etant comme ci-dessus, il existe
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un entier positif $c$ tel que la forme $c(f, g)$ donne une forme de Riemann sur
$S_{n+2}(G)/D_{n+2}(G)$ .

Il en r\’esulte que $S_{n+2}(G)/D_{n+2}(G)$ a une structure de vari\’et\’e ab\’elienne.
On entend ici par une forme de Riemann sur le tore complexe $S_{m}(G)/D_{m}(G)$

une forme hermitienne positive sur $S_{m}(G)$ dont la partie imaginaire est \‘a

valeurs enti\‘eres sur $D_{m}(G)\times D_{m}(G)$ ; on s’en r\’ef\‘ere \‘a Weil [7].

Le th\’eor\‘eme sera d\’emontr\’e si nous faisons voir que la valeur $\Lambda(f, g)$ est
rationnelle pour tout $f,g\in D_{n+2}(G)$ . Pour cela, on se sert de la formule (19).

Soient $f,g$ deux \’el\’ements de $D_{n+2}(G)$ . Posons $\omega={\rm Re}(Ufd_{\partial_{n}}),$ $\eta={\rm Re}(Ugd_{\partial_{n}})$ , et
d\’efinissons pour $\omega,$ $\eta$ les fonctions $f,$

$\mathfrak{g}$ et $\cdot$ les cocycles paraboliques $\mathfrak{x},$ $\mathfrak{y}$ comme
dans le \S 4. D’apr\‘es la d\’efinition de $D_{n+2}(G)$ , on peut prendre les vecteurs
$a,$

$t$) dans (11), (15) de telle $fa_{\xi^{;on}}$ que $\mathfrak{x}(\sigma),$ $\mathfrak{y}(\sigma)$ soient des vecteurs \‘a composantes
enti\‘eres pour tout $\sigma\in G$ . $\mathfrak{x},$ $\mathfrak{y}$ \’etant d\’efinis ainsi, la valeur $\Lambda(f, g)$ est donn\’ee
par (19) et (20). Il est clair que les quatre premi\‘eres sommes de (19) sont
des nombres rationnelles. Comme les $\delta_{\nu}$ sont des transformations paraboliques,
il cxiste, pour chaque $\nu$ , un vecteur $\mathfrak{v}_{\nu}$ tel que l’on ait

$\mathfrak{x}(\delta_{\nu^{-1}})=[1-M(\delta_{\nu^{-1}})]\mathfrak{v}_{\nu}$ .
Comme les composantes du vecteur $\mathfrak{x}(\delta_{\nu}^{-\iota})$ sont enti\‘eres, on peut supposer
que les composantes de $\mathfrak{v}_{\nu}$ sont des nombres rationnels. On voit alors que la
cinqui\‘eme somme de (19) est \’egale \‘a

$\sum_{\nu=1}^{h}\mathfrak{v}_{\nu}(1-M(\delta_{\nu^{-1}}))P\mathfrak{g}(s_{\nu})=\sum_{\nu=1}^{h}c\mathfrak{v}{}_{\nu}P(1-M(\delta_{\nu}))\mathfrak{g}(s_{\nu})$

$=\lambda_{=1}\mathfrak{v}_{\nu}P\mathfrak{y}(\delta_{\nu});\nu^{h_{\backslash t}}$

ce nombre est \’evidemment rationnel. Quant au dernier terme $\psi(\mathfrak{r})$ de (19),

on a d\’ej\‘a vu qu’il est \’egal \‘a $0$ . Il en r\’esulte que la valeur $\Lambda(f,g)$ est ration-
nelle pour $f,$ $g\in D_{n+2}(G)$ ; ceci ach\‘eve la d\’emonstration.

On voit que, si $n=0$ , la vari\’et\’e ab\’elienne $S_{2}(G)/D_{2}(G)$ n’est autre que la
vari\’et\’e jacobienne du corps des fonctions automorpheS par rapport \‘a $G$ .

Soit $G^{\prime}$ un sous-groupe de $G$ d’indice fini; on observe que $S_{m}(G)$ est
contenu dans $S_{m}(G$

‘
$)$ et $D_{m}(G)$ est contenu dans $D_{m}(G^{\prime})$ . Par suite il existe

une isog\’enie de la vari\’et\’e ab\’elienne $S_{m}(G)/D_{m}(G)$ sur une sous-vari\’et\’e ab\’elienne
de $S_{m}(G^{\prime})/D_{m}(G^{\prime})$ .

\S 7. L’alg\‘ebre des transformations.

Soit $\mathfrak{G}$ un groupe quelconque; deux sous-groupes $G,$ $G^{\prime}$ de $\mathfrak{G}$ sont dits
commensurables si l’intersection $G\cap G^{\prime}$ est d’indice fini dans $G$ et dans $G$ ‘.
Fixons un sous-groupe $G$ de $\mathfrak{G}$ ; soit $\tilde{G}$ l’ensemble de tous les \’el\’ements $\rho$ de
$\mathfrak{G}$ tels que $\rho^{-l}G\rho$ soit commensurable avec $G$ . Il est facile de voir que $\tilde{G}$
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est un sous-groupe de $\mathfrak{G}$ contenant $G$ . Nous nous proposons maintenant de
construire, d’apr\‘es une id\’ee de A. Weil, une alg\‘ebre $\mathfrak{A}$ \‘a partir des \’el\’ements

de $\tilde{G}$ . Soit $\mathfrak{M}1$‘ensemble des classes doubles $G\rho Gpour^{\backslash }\rho\in\tilde{G}$ , et soit $\mathfrak{A}$ le
Z-module libre engendr\’e par les \’el\’ements de M. On va d\’efinir une loi de
multiplication sur al. On observe d’abord que, pour tout $\rho\in G,$ le nombre
des classes \‘a droite $ G\alpha$ contenues dans $G\rho G$ est fini et \’egal \‘a l’indice
$[G:G\cap\rho^{-1}G\rho]$ ; en effet, comme $\rho^{-1}G\rho$ est commensurable avec $G$ , il existe
un nombre fini d’\’el\’ements $\{\gamma_{\nu}\}$ tel que

$G=\bigcup_{\nu}(G_{\cap}\rho^{-1}G\rho)\gamma_{\nu}$ .
On a alors

$G\rho G=\bigcup_{\nu}G\rho\gamma_{\nu}$ .
Il est facile de voir que les $G\rho\gamma_{\nu}$ sont distincts si les $(G_{\cap}\rho^{-1}G\rho)\gamma_{\nu}$ sont
distincts.

LEMME 1. Soient $A,$ $B=G\psi G,$ $C$ trois \’el\’ements de $\mathfrak{M}$ et $ G\omega$ une classe \‘a

droite suivant $G$ contenue dans C. Soit $\{\psi_{1}G,\cdots, \psi_{s}G\}$ le syst\‘eme complet des
classes \‘a gauche suivant $G$ contenues dans $G\psi^{-l}G$ . Alors, le nombre de $\nu$ tel
que l’on ait $G\omega\psi_{\nu}G=A$ ne d\’epend que de $A,$ $B,$ $C$ et non $du$ choix de $\omega,$

$\{\psi_{\nu}\}$ .
Il est clair que le nombre en question ne d\’epend pas du choix de $\{\psi_{\nu}\}$ .

Consid\’erons donc une autre classe \‘a droite $G\omega^{\prime}$ contenue dans $C$. Alors,
il existe un \’el\’ement $\gamma\in G$ tel que $ G\omega=G\omega^{\prime}\gamma$ . On voit que l’ensemble
$\{\gamma\psi_{1}G,\cdots, \gamma\psi_{s}G\}$ coincide, pris dans sa totalit\’e, avec $\{\psi_{1}G,\cdots, \psi_{s}G\}$ , et on a
$(G\omega^{\prime})(\gamma\psi_{\nu}G)=G\omega\psi_{\nu}G$ , d’o\‘u r\’esulte l’assertion du lemme.

On d\’esignera par $(A\cdot B, C)$ le nombre du lemme 1.
LEMME 2. Soient $A=G\rho G,$ $B=G\psi G$ deux \’el\’ements de $\mathfrak{M}$ ; soient $\{G\rho_{1},\cdots$ ,

$G\rho_{r}\}$ et $\{G\psi_{1},\cdots, G\psi_{s}\}$ respectivement les syst\‘emes complets des classes \‘a droite
suivant $G$ contenues dans $A$ et B. Alors, le nombre de $(\rho\ell, \nu)$ tel que $ G\rho_{\mu}\psi_{\nu}=G\rho\psi$

est \’egal \‘a $(A\cdot B, G\rho\psi G)$ .
Supposons qu’on ait $ G\rho_{\mu}\psi_{\nu}=G\rho\psi$ ; on a alors $G\rho\psi\psi_{\nu}^{-1}=G\rho_{\alpha}$ et donc

$G\rho\psi\psi_{\nu^{-1}}G=G\rho_{/4}G=G\rho G$ . R\’eciproquement, si l’on a $G\rho\psi\psi_{\nu}^{-1}G=G\rho G$ , la
classe \‘a droite $G\rho\psi\psi_{\nu^{-1}}$ coincide avec $G\rho_{\mu}$ pour un et un seul $/\nu$ , de sorte
qu’alors on a $G\rho\psi=G\rho_{\mu}\psi_{\nu}$ . Par suite, le nombre de $(\mu, \nu)$ tel que $G\rho_{\mu}\psi_{\nu}$

$=G\rho\psi$ est \’egal au nombre de $\nu$ tel que

$(G\rho\psi)\psi_{\nu^{-1}}G=G\rho G$ ,

c’est \‘a dire $(A\cdot B, G\rho\psi G)$ , compte tenu du fait que $\{\psi_{1}^{-1}G,\cdots, \psi_{s^{-1}}G\}$ donne
le syst\‘eme complet des classes \‘a gauche suivant $G$ contenues dans $G\psi^{-1}G$ .

Les notations \’etant comme dans le lemme 2, on a

$G\rho G\psi G=\bigcup_{\mu.\nu}G\rho_{\mu}\psi_{\nu}$ .
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D’apr\‘es le lemme 2, la classe $G\rho_{\alpha}\psi_{\beta}$ figure justement (A. $B,$ $G\rho_{\alpha}\psi_{\theta}G$) fois parmi
$\{G\rho_{\mu}\psi_{\nu}\}$ . Or on d\’efinit le produit $A\cdot B$ par

$A\cdot B=\Sigma(A\cdot B, C)C$ ,

o\‘u la somme est \’etendue \‘a toutes les classes $C=G\tau G$ contenues dans $G\rho G\psi G$ .
En prolongeant par lin\’earit\’e cette op\’eration sur $\mathfrak{A}\times \mathfrak{A}$, on obtient une struc-
ture d’anneau sur $\mathfrak{A}$ . Pour d\’emontrer l’associativite, consid\’erons un espace
$\mathfrak{E}$ sur lequel $\tilde{G}$ op\‘ere \‘a gauche. D\’esignons par $\mathfrak{D}=\mathfrak{D}(\mathfrak{E}/G)$ le Z-module libre
engendr\’e par les \’el\’ements de $\mathfrak{E}/G$ . Chaque \’el\’ement $A=G\rho G$ de $\mathfrak{M}$ donne
alors un endomorphisme de $\mathfrak{D}$ comme suit. Notons $\pi$ l’application canonique
de $\mathfrak{E}$ sur $\mathfrak{E}/G$ . Soit $p$ un point de $\mathfrak{E}/G$ et soit $\xi$ un point de ig tel que
$\pi(\xi)=p$. $\{\rho_{\mu}\}$ \’etant comme plus haut, posons

$A(p)=\sum_{\mu}\pi(\rho_{\mu}\xi)$ .

On voit ais\’ement que cette d\’efinition ne d\’epend pas du choix de $\{\rho_{\mu}\}$ . On
prolonge, par lin\’earit\’e, l’op\’eration sur $\mathfrak{A}\times \mathfrak{D}$ . D’apr\‘es notre d\’efinition et
d’apr\‘es le lemme 2, on a $A\cdot B(p)=A(B(p))$ pour tout $A,$ $B\in \mathfrak{M}$ et $toutp\in \mathfrak{E}/G$ .
On obtient ainsi une repr\’esentation de l’anneau $\mathfrak{A}$ par des endomorphismes
du module $\mathfrak{D}$ . Pren\‘ons en particulier $\tilde{G}$ pour $\mathfrak{E}$ . On v\’erifie alors facilement
que la representation est fid\‘ele, ce qui d\’emontre l’associativit\’e de 1‘anneau $\mathfrak{A}$.
On appeHe $\mathfrak{A}$ l’anneau des transformations de $G$ par rapport \‘a $\mathfrak{G}$ .

Consid\’erons le cas o\‘u $G$ est un groupe fuchsien sur $\mathscr{X}$ et $(!$ } $=SL(2, R)/$

$\{\pm I_{2}\}$ . Soit $\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ la r\’eunion de $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ et de l’ensemble des points paraboliques
pour $G$ . On observe alors que $\tilde{G}$ op\‘ere sur $\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ Soit $\mathfrak{E}$ une courbe alg\’ebrique
dont le corps des fonctions est le corps des fonctions automorphes par rapport
\‘a $G$ . Alors, l’espace quotient $\ovalbox{\tt\small REJECT}*/G$ s’identifie avec $\mathfrak{E}$ et le module $\mathfrak{D}(\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}/G)$

avec le module des diviseurs de la courbe $\mathfrak{E}$ . Soit $\pi$ l’application canonique
de $\ovalbox{\tt\small REJECT}*$ sur $\mathfrak{E}$ . $\mathfrak{M},$ $\mathfrak{A}$ \’etant d\’efinis pour $G$ comme plus haut, soit $A=G\rho G$ un
\’el\’ement de $\mathfrak{M}$. On v\’erifie facilement que l‘ensemble des points de $\mathfrak{E}\times \mathfrak{C}$

de la forme $\pi(z)\times\pi(\rho(z))$ pour $z\in\ovalbox{\tt\small REJECT}^{*}$ est une sous-vari\’et\’e $X$ de $\mathfrak{C}\times \mathfrak{C}$ , de
dimension 1; $X$ ne d\’epend que de $A$ et non du choix de $\rho$ . On peut d\’e-
montrer sans peine que 1‘application $A\rightarrow X$ donne un isomorphisme de 1‘anneau
$\mathfrak{A}$ dans 1‘anneau des correspondances alg\’ebriques de la courbe $\mathfrak{C}$ . L’op\’eration
de $A$ sur $\mathfrak{D}(\ovalbox{\tt\small REJECT}*/G)$ donn\’ee plus haut coincide avec l’op\’eration de $X$ d\’efinie
dans Weil [8]. On voit de plus que la transpos\’ee $X^{\prime}$ de $X$ correspond \‘a la
classe $G\rho^{=J}G$ .

\S 8. Les op\’erateurs de Hecke.

Soit $G$ un sous-groupe discret de $SL(2, R)$ tel que $\ovalbox{\tt\small REJECT}/G$ ait une mesure
finie. Nous allons maintenant d\’efinir des repr\’esentations de l’anneau des



306 G. SHIMURA

transformations de $G$ dans $S_{m}(G)$ .
Soit $\rho$ un \’el\’ement de $GL_{+}(2, R)$ tel que $\rho^{-1}G\rho$ soit commensurable avec

$G$ . Comme on a vu au \S 7, il existe un syst\‘eme $\{\rho_{\mu}\}$ des \’el\’ements en nombre
fini tel que l’on ait

$G\rho G=\bigcup_{\beta}G\rho_{\mu}$

et que les $G\rho_{\mu}$ soient distincts. Soit $f$ un \’el\’ement de $S_{m}(G)$ ; on d\’efinit $g=f\cdot \mathfrak{T}$

par
$g(z)=(\det\rho)^{m-1}\sum_{\mu}f(\rho_{\mu}(z))J(\rho_{\mu}, z)^{m}$ .

On constate que $g$ est un \’el\’ement de $S_{m}(G)$ et que $\mathfrak{T}$ ne d\’epend que de la
classe $G\rho G$ . On posera $\mathfrak{T}=\mathfrak{T}(\rho)=\mathfrak{T}(G\rho G)$ . On a, pour tout $\rho\in GL_{+}(2, R)$ et
pour tout nombre positif $a$ ,

$\mathfrak{T}(a\rho)=a^{m-2}\mathfrak{T}(\rho)$ .
Soit $\mathfrak{A}1$ ‘anneau des transformations de $G$ par rapport \‘a $SL(2, R)$ . Alors,

on d\’eduit de notre d\’efinition de $\mathfrak{A}$ et de $\mathfrak{T}$ , que l’application $G\rho G\rightarrow \mathfrak{T}(G\rho G)$

donne une repr\’esentation de $\mathfrak{A}$ dans $S_{m}(G)$ .
PROPOSITION 2. Soit $\rho$ un \’el\’ement de $GL_{+}(2, R)$ ; posons

$\rho^{*}=(\det\rho)\rho^{-1}$ .
Alors, on $a$ , pour tout $f,$ $g\in S_{m}(G)$ ,

$(f\cdot \mathfrak{T}(\rho), g)=(f, g\cdot \mathfrak{T}(\rho^{*}))$ .
Posons $m=n+2,$ $\mathfrak{T}=\mathfrak{T}(\rho)$ , %*=T(\rho *) et $ q=\det\rho$. On a alors

(21) $(f\cdot \mathfrak{T})d_{\partial_{n}}=q^{n}\sum_{\mu}M_{n}(\rho_{\mu^{-1}})(fd\mathfrak{z}_{n})\circ\rho_{\mu}$
,

$\{\rho_{/J}\}$ \’etant comme plus haut. On peut supposer qu’on a $\rho^{=1}\rho_{\mu}\in G$ pour tout
$\mu$ . Soit $q$ un domaine fondamental de $G$ . D’apr\‘es la formule (6), on a

$-(2i)^{n+1}(f\cdot \mathfrak{T}, g)=q^{n}\sum_{l^{l}}\int_{g^{t}}[(fd\mathfrak{z}_{n})\circ\rho_{\mu}]^{t}M_{n}(\rho_{\mu}^{-1})P_{n}\overline{gd\mathfrak{z}_{n}}$

$=\sum_{\mu}\int_{\rho_{\mu}(9^{t})}(fd\mathfrak{z}_{n})P_{n}M_{n}(\rho_{\mu})(\overline{gdt}_{n})\circ\rho_{\mu^{=1}}$

$=\sum_{\mu}\int_{\rho_{u}(g^{t})}(fd\mathfrak{z}_{n})P_{n}M_{n}(\rho)(\overline{gd\mathfrak{z}}_{n})\circ\rho^{-1}$
.

Soit $g_{1}$ un domaine fondamental de $G\cap\rho G\rho^{-}‘$ ; la derni\‘ere somme est alors

\’egale \‘a $\int_{g^{t_{1}}}(fd\mathfrak{z}_{n})P_{n}M_{n}(\rho)(\overline{gd\mathfrak{z}}_{n})\circ\rho^{-1}$ . On obtient de m\^eme, en d\’esignant par

$q_{2}$ un domaine fondamental de $G\cap\rho^{*}G\rho^{*-1}$ ,
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$-(2i)^{n+1}(f, g^{7}\sim^{*})=\int_{g_{2}^{t}}[(fd\mathfrak{z}_{n})\circ\rho^{*=1}]^{t}M_{n}(\rho^{*})P_{n}\overline{gd\mathfrak{z}}_{n}$

Comme on a $G\cap\rho^{*}G\rho^{*-1}=\rho^{-1}(G\cap\rho G\rho^{-1})\rho,$ $\rho(\Psi_{2})$ est un domaine fondamental
de $G\cap\rho G\rho^{-1}$ . On en d\’eduit l’assertion de la proposition.

On va maintenant \’etudier l’effet de l’op\’erateur $\mathfrak{T}=\mathfrak{T}(\rho)$ sur les p\’eriodes.
Soit $f$ un \’el\’ement de $S_{m}(G)$ et $g=f\cdot \mathfrak{T}$ . Les notations $U,$ $P,$ $M$ \’etant comme
dans le \S 5, posons $m=n+2$ et

$\omega={\rm Re}(Ufd_{\partial_{n}})$ , $\eta={\rm Re}(Ugd\mathfrak{z}_{n})$ .
$\{\rho_{\mu}\}$ \’etant comme pr\’ec\’edemment, on a

$\eta=q^{n}\sum_{\mu}M(\rho_{\mu}^{-1})\omega\circ\rho_{\mu}$
,

ou $ q=\det\rho$ . D\’efinissons les fonctions $f\mathfrak{g}$ et les cocycles paraboliques $\mathfrak{x},$
$\mathfrak{y}$

comme dans le \S 4, avec les constantes d’int\’egration $\mathfrak{a},$

$b$ et le point de d\’epart
$z_{0}$ . On a alors, pour chaque $\sigma\in G$ ,

$\mathfrak{y}(\sigma)-[1-M(\sigma)]b=\int_{z}^{\sigma_{0}(z_{0})}\eta$

$=q^{n}\sum_{l^{l}}M(\rho_{\mu}^{-1})\int_{\rho_{\mu}^{\mu_{(z_{0})}^{\sigma(z_{0})}}}^{\rho}\omega$

$=q^{n}\sum_{\mu}M(\rho_{\mu}^{-1})[\uparrow(\rho_{\mu}\sigma(z_{0}))-f(\rho_{\mu}(z_{0}))]$ .

D’apr\‘es notre d\’efinition de $\rho_{\mu}$ , il existe un indice $\kappa(\mu)$ et un \’el\’ement $\tau_{\mu}$ de
$G$ tels que $\rho_{\mu}\sigma=\tau_{\mu}\rho_{\kappa(\mu);}$ et $\mu\rightarrow\kappa(\mu)$ donne une permutation de $\{$ 1, $\cdots$ , $s\}$ , o\‘u
$s$ est le nombre des \’el\’ements $\rho_{g\ell}$ . On a donc

$f(\rho_{\mu}\sigma(z_{0}))=f(\tau_{\mu}\rho_{\kappa}(\alpha)(z_{0}))$

$=M(\tau_{\mu})\mathfrak{f}(\rho_{\mathcal{K}()}\mu(z_{0}))+\mathfrak{x}(\tau_{l^{l}})$ .
Par suite on a

$\mathfrak{y}(\sigma)=q^{n}\sum_{\mu}M(\rho_{\mu^{-1}})\mathfrak{x}(\tau_{\mu})+\mathfrak{r}(\sigma)$
,

o\‘u $\mathfrak{r}(\sigma)$ est donn\’e par

$\iota\cdot(\sigma)=[1-M(\sigma)]b+q^{n}\sum_{\mu}M(\rho_{\mu}^{-1})[M(\tau_{\mu})f(\rho_{\kappa(}\mu)(z_{0}))-\mathfrak{s}(\rho_{\mu}(z_{0}))]$ .
Posons

$c=b-q^{n}\sum_{\mu}M(\rho_{\mu^{-1}})\mathfrak{s}(\rho_{\mu}(z_{0}))$ .

On a alors, au moyen de la relation $\rho_{\mu^{=1}}\tau_{\mu}=\sigma\rho_{\kappa(\mu)^{-1}}$ ,

$\mathfrak{r}(\sigma)=[1-M(\sigma)]c$ ;

autrement dit, $\mathfrak{r}(\sigma)$ est un cobord. Par cons\’equent, si 1‘on pose

$t(\sigma)=q^{n}\sum_{u}M(\rho_{\mu^{-1}})\mathfrak{x}(\tau_{\mu})$
,
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$f(\sigma)$ est un cocycle parabolique et les classes de cohomologie de $\mathfrak{y}$ et de $t$ sont
les m\^emes. Consid\’erons maintenant le cas o\‘u $M_{n}$ satisfait \‘a la condition (A)

du \S 6. On obtient alors
$T_{HEOR\text{\‘{E}} ME}^{\prime}3$ . Les notations \’etant comme ci-dessus, supposons que les matrices

$P$ et $M(\sigma)$ pour $\sigma\in G$ soient des matrices \‘a coefficients entiers. Si les coefficients
de $M((\det\rho)\rho^{-1})$ sont entiers, $\mathfrak{T}(\rho)$ donne un endomorphisme de la vari\’el\’e ab\’elienne
$S_{m}(G)/D_{m}(G)$ .

En effet, on a
$q^{n}\sum_{\mu}M(\rho_{\mu}^{-1})\mathfrak{x}(\tau_{\mu})=\sum_{\mu}M(q\rho_{\mu}^{-1})\mathfrak{x}(\tau_{\mu})$ .

On voit que, si $M(q\rho^{-1})$ et les $M(\sigma)$ pour $\sigma\in G$ sont \‘a coefficients entiers, il
l’est aussi pour les $M(\rho_{\mu})$ . Par suite, on observe que, si $\mathfrak{x}(\sigma)$ est un \’el\’ement

de $Z(M, Z),$ $t(\sigma)$ est contenu dans $Z(M, Z)$ ; on en d\’eduit que $\mathfrak{T}(\rho)$ envoie $D_{m}(G)$

dans lui-m\^eme; ceci d\’emontre le th\’eor\‘eme.
$C_{oROLLAIRE}$ . Les notations et les hypoth\‘eses \’etant comme dans le th\’eor\‘eme

3, les racines caract\’eristiques de $\mathfrak{T}(\rho)$ sont des entiers alg\’ebriques de degr\’e $2h(m)$ ,
o\‘u $h(m)$ d\’esigne la dimension de $S_{m}(G)$ sur $C$.

C’est une cons\’equence imm\’ediate du th\’eor\‘eme 3. On voit d’ailleurs, que,
si $M(\rho)$ et $M(\rho^{*})$ sont tous les deux \‘a coefficients entiers, $\mathfrak{T}(\rho)$ et $\mathfrak{T}(\rho^{*})$ sont
des endomorphismes de la vari\’et\’e $S_{m}(G)/D_{m}(G)$ , et d’apr\‘es la proposition 2,
ils sont les conjugu\’es 1‘un de l’autre par rapport \‘a la forme de Riemann
$c(f, g)$ . En particulier, si 1‘on a $\mathfrak{T}(\rho)=\mathfrak{T}(\rho^{*})$ , (ce qui est le cas pour les
op\’erateurs de Hecke ordinaires de \langle \langle Stufe\rangle \rangle 1), les racines caract\’eristiques de
$\mathfrak{T}(\rho)$ sont des entiers alg\’ebriques totalement r\’eels de degr\’e $h(m)$ .

\S 9. Exemples.

On peut appliquer le th\’eor\‘eme 2 \‘a tout sous-groupe de $SL(2, Z)$ d’indice
fini, puisque $M_{n}(\sigma)$ est \‘a coefficients entiers pour tout $\sigma\in SL(2, Z)$ et tout
$n\geqq 0$ . Il se trouve donc qu’on obtient une vari\’et\’e ab\’elienne $S_{m}(G)/D_{m}(G)$

pour tout sous-groupe $G$ du groupe $SL(2, Z)$ d’indice fini et pour chaque
entier pair positif $m$ . Si $\rho$ est un \’el\’ement de $GL_{+}(2, R)$ \‘a coefficients entiers,
$M_{n}(\rho)$ et $M_{n}((\det\rho)\rho^{-1})$ sont des matrices \‘a coefficients entiers. Par suite,
d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 3, les op\’erateurs $\mathfrak{T}(\rho),$ $\mathfrak{T}(\rho^{*})$ donnent des endomorphismes
de la vari\’et\’e ab\’elienne $S_{m}(G)/D_{m}(G)$ .

Supposons qu’on ait $\tau^{-1}G\tau=G$ pour un \’el\’ement $\tau\in SL(2, Z)$ . Alors, on
obtient un automorphisme $\mathfrak{U}$ de $S_{m}(G)$ en posant

$f\cdot \mathfrak{U}=f(\tau(z))J(\tau, z)^{m}$

pour $f\in S_{m}(G)$ , et on v\’erifie de m\^eme que pour $\mathfrak{T}(\rho)$ que $\mathfrak{U}$ envoie $D_{m}(G)$ sur
$D_{m}(G)$ , de sorte que $\mathfrak{U}$ est un automorphisme de $S_{m}(G)/D_{m}(G)$ . En particulier,
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si $G$ est un sous-groupe invariant de $SL(2, Z)$ d’indice fini, tout \’el\’ement de
$SL(2, Z)$ engendre ainsi un automorphisme de $S_{m}(G)/D_{m}(G)$ . Consid\’erons par
exemple le cas o\‘u $G$ est le groupe $G(3)$ form\’e des \’el\’ements $\sigma$ de $SL(2, Z)$

tels que $\sigma\equiv I_{2}(mod. 3)$ . On sait que $S_{4}(G(3))$ est de dimension 1, et est
engendr\’e par $\Delta(z)^{1/3}$ , o\‘u $\Delta(z)$ d\’esigne le discriminant de fonctions elliptiques.

On voit que $\left(\begin{array}{ll}1 & 1\\0 & 1\end{array}\right)$ donne un automorphisme d’ordre 3 sur $S_{4}(G(3))/D_{4}(G(3))$ .
On en d\’eduit que la vari\’et\’e ab\’elienne $S_{4}(G(3))/D_{4}(G(3))$ est une courbe ellip-
tique \‘a multiplications complexes. Il semble que ce r\’esultat se rattache au
fait que la s\’erie de Dirichlet correspondant \‘a $\Delta(z)^{1/3}$ est le produit de deux
fonctions $L$ attach\’ees \‘a des \langle \langle Grossencharakteren\rangle \rangle du corps $Q(e^{2^{\pi\dot{t}}/3})$ . Plus
g\’en\’eralement, quel que soit le sous-groupe $G$ de $SL(2, Z)$ , et m\^eme s’il n’y a
pas de multiplications complexes, on a le droit de penser qu’il existe une
relation profonde entre l’arithm\’etique des s\’eries de Dirichlet attach\’ees aux
formes automorphes et nos vari\’et\’es ab\’eliennes $S_{m}(G)/D_{m}(G)$ .

Consid\’erons maintenant le cas o\‘u $G=SL(2, Z)$ ; posons $G(1)=SL(2, Z)$ ;
$G(1)$ est engendr\’e par deux \’el\’ements

$\sigma=\left(\begin{array}{ll}0 & 1\\-1 & 0\end{array}\right)$ , $\tau=\left(\begin{array}{ll}1 & 1\\0 & 1\end{array}\right)$ .

Comme on a vu au \S 3, on peut prendre $H(M_{n}, R, \tau)$ au lieu de $H(M_{n}, R)$ ; et
$H(M_{n}, Z, \tau)$ s’identifie avec un sous-module de $H(M_{n}, Z)$ d’indice fini. D\’esignons

par $D_{m^{\prime}}(G(1))$ le sous-module de $D_{m}(G(1))$ correspondant \‘a $H(M_{m-2}, Z, \tau)$ . Alors,
$S_{m}(G(1))/D_{m^{\prime}}(G(1))$ est une vari\’et\’e ab\’elienne isog\‘ene \‘a $S_{m}(G(1))/D_{m}(G(1))$ . Tout
\’el\’ement $\mathfrak{x}$ de $Z(M_{n}, R, \tau)$ est d\’etermin\’e par un seul vecteur $\mathfrak{x}(\sigma)$ . Posons

$V_{n}=\{\mathfrak{x}(\sigma)|\mathfrak{x}\in Z(M_{n}, R, \tau)\}$ ,

$W_{n}=\{\mathfrak{x}(\sigma)|\mathfrak{x}\in B(M_{n}, R, \tau)\}$ .
On voit facilement que $V_{n}$ est le sous-espace de $R^{n+1}$ form\’e des vecteurs $\mathfrak{x}$

tels que l’on ait
(22) $[1+M_{n}(\sigma)]\mathfrak{x}=0$ ,

(22) $[1+M_{n}(\sigma\tau)+M_{n}(\sigma\tau)^{2}]\mathfrak{x}=0$ ,

et $W_{n}$ est form\’e des vecteurs $[1-M_{n}(\sigma)]\mathfrak{y},$ $\mathfrak{y}$ \’etant un vecteur tel que

$[1-M_{n}(\tau)]\mathfrak{y}=0$ .
D’apr\‘es notre d\’efinition, $V_{n}/W_{n}$ est canoniquement isomorphe \‘a $S_{n+2}(G(1))$ .
On v\’erifie, par un calcul simple, que la forme altern\’ee $\Lambda(f, g)$ sur $S_{n+2}(G(1))$

correspond \‘a la forme bilin\’eaire $A(\mathfrak{a}, b)$ sur $V_{n}/W_{n}$ donn\’e par
$A(\mathfrak{a}, b)=c^{t}\mathfrak{a}[P_{n}M_{n}(\sigma\tau)-M_{n}(\sigma\tau)P_{n}]b$ ,

o\‘u $c$ est un nombre rationnel.
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On va maintenant s’occuper de $S_{12}(G(1));S_{12}(G(1))$ est de dimension 1 et
engendr\’e par la fonction $\Delta$ :

$\Delta(z)=q\prod_{n=1}^{\infty}(1-q^{n})^{24}$ : $q=e^{2\pi iz}$ .
Posons

$\mathfrak{h}(z)=\int_{\infty}^{z}\Delta(z)d_{\partial_{10}}$ .

On a alors, pour chaque $\gamma\in G(1)$ ,

$\mathfrak{h}(\gamma(z))=M_{10}(\gamma)\mathfrak{h}(z)+\mathfrak{w}(\gamma)$ ,

o\‘u to $(\gamma)$ est un cocycle parabolique \‘a coefficients complexes. On a evidemment
$t!)(\tau)=0$ . On obtient, compte tenu de $\sigma(0)=\infty$ ,

$\mathfrak{w}(\sigma)=-\int_{0^{\infty}}\Delta(z)d_{\partial_{10}}$ ,

de sorte que les composantes de $\mathfrak{w}(\sigma)$ sont donn\’ees par

(23) $i^{1-\lambda}\int_{0^{\infty}}\Delta(iy)y^{10-\lambda}dy$ $(0\leqq\lambda\leqq 10)$ .

Posons $\Delta(z)=\sum_{n-1}^{\infty}a_{n}q^{n},$ $\Phi(s)=\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}n^{-s}$ et $R(s)=(2\pi)^{=s}\Gamma(s)\Phi(s)$ ; on a alors

$R(s)=\int_{0^{\infty}}\Delta(iy)y^{s-1}dy$ .

On sait que $R(s)$ est une fonction enti\‘ere satisfaisant \‘a l’\’equation fonctionnelle
$R(s)=R(12-s)$ . D’apr\‘es (23), les six premi\‘eres composantes de $\mathfrak{w}(\sigma)$ sont
\’egales \‘a

$iR(11),$ $R(10),$ $-iR(9),$ $-R(8),$ $iR(7),$ $R(6)$ .
Comme $\mathfrak{w}(\sigma)$ satisfait \‘a (22) et (22) pour $n=10$ , on a

$R(10)=\frac{12}{5}R(6),$ $R(8)=\frac{5}{4}R(6),$ $R(9)=\frac{14}{9}R(7)$ .

Cette relation est analogue \‘a une relation bien connue pour les valeurs de la
fonction $\zeta$ de Riemann en les nombres entiers pairs positifs.

Or, on voit que $ 20R(6)^{-1}\Delta$ et $ 9R(7)^{-J}i\Delta$ engendrent $D_{12^{\prime}}(G(1))$ . Par suite,
la courbe elliptique $S_{12}(G(1))/D_{12}^{\prime}(G(1))$ a le module (analytique)

$\frac{9}{20}\frac{R(6)}{R(7)}i$ .

On peut aborder de m\^eme les cas des formes de degr\’e $>12$ ou de \langle \langle Stufe\rangle \rangle

$>1$ ; cependant un calcul pareil ne nous offre rien sur le caract\‘ere alg\’ebro-
g\’eom\’etrique de la vari\’et\’e $S_{m}(G)/D_{m}(G)$ .

Nous terminons cette \’etude en signalant qu’il existe une plus large
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classe de groupes qui satisfont \‘a la condition (A); c’est la classe des groupes
fuchsiens attach\’es aux formes quadratiques ternaires \‘a coefficients entiers
(Poincar\’e [5], Fricke et Klein [2, p. 502]), parmi lesquels le groupe modulaire
$SL(2, Z)$ se trouve comme cas particulier.

Universit\’e de Tokyo.
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