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Sur une formule classique

A Sh\^okichi Iyanaga en toute amiti\’e
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(Regu le 7 juin, 1967)

Dans un m\’emoire c\’el\‘ebre ([2]), Hecke a \’etabli que les s\’eries de Dirichlet
satisfaisant \‘a un certain type $d’\acute{e}quation$ fonctionnelle correspondent au moyen
de la transformation de Mellin \‘a certains types de formes modulaires; divers
travaux, et tout particuli\‘erement ceux de H. Maass, ont conside’rablement
\’etendu la port\’ee de cette m\’ethode. D’autre part, on sait maintenant (cf. $[4]\rangle$

que, m\^eme sans quitter le cadre des formes modulaires usuelles, la m\’ethode

de Hecke peut \^etre appliqu\’ee \‘a des probl\‘emes plus g\’en\’eraux que ceux qu’il
avait envisag\’es lui-m\^eme, et tout indique qu’on peut encore aller beaucoup
plus loin dans les voies ainsi trac\’ees.

Du point de vue de Hecke, il s’agissait avant tout de ramener la recherche
de s\’eries de Dirichlet satisfaisant \‘a des \’equations fonctionnelles \‘a celle des
formes modulaires correspondantes, conside’re’es comme mieux connues. Mais
la th\’eorie a maintenant fait assez de progr\‘es pour qu’on puisse aussi appliquer
utilement les m\^emes r\’esultats en sens inverse, et mettre au service de la
th\’eorie des fonctions automorphes nos connaissances sur les s\’eries de Dirichlet.
Mon propos ici est seulement d’illustrer ce principe au moyen d’un exemple
particuli\‘erement simple, et que sans doute Hecke a d\^u connaitre, bien que je
n’en aie pas rencontr\’e de mention explicite chez lui ni chez ses successeurs.

Consid\’erons les fonctions

$\varphi(s)=\zeta(s)\zeta(s+1)$ , $\Phi(s)=(2\pi)^{-s}\Gamma(s)\varphi(s)$ .
$L’\acute{e}quation$ fonctionnelle de la fonction z\^eta, jointe aux propri\’et\’es classiques de
la fonction gamma, donne aussit\^ot pour $\Phi 1^{\prime}$ \’equation fonctionnelle” :

$\Phi(s)=\Phi(-s)$ .
Il est imm\’ediat que $\Phi$ a un p\^ole double en $s=0$ , des p\^oles simples en $s=\pm 1$ ,
est holomorphe partout ailleurs, et est born\’ee pour $\sigma\leqq{\rm Re}(s)\leqq\sigma^{\prime},$ ${\rm Im}(s)\geqq\epsilon$ ,
quels que soient $\sigma,$

$\sigma^{\prime}$ et $\epsilon>0$ . Il est clair aussi que $\Phi$ a le r\’esidu $\zeta(2)/2\pi$

$=\pi/12$ en $s=1,$ le r\’esidu $-\pi/12$ en $s=-1$ , et que $\Phi(s)+1/2s^{2}$ est holomorphe
en $s=0$ .

La fonction $\varphi$ est \’evidemment donn\’ee, pour ${\rm Re}(s)>1$ , par la s\’erie de
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Dirichlet

$\varphi(s)=\sum_{m.n=1}^{\infty}-\frac{m^{-}}{mn}()^{\overline{s}}1$

La s\’erie de puissances en $q=e^{2\pi i\tau}$ qui a les m\^emes coefficients est donc:

$F(\tau)=\sum_{m,n=1}^{\infty}m^{-1}q^{mn}=\sum_{n=1}^{\infty}(\sum_{m=1}^{\infty}m^{-1}(q^{n})^{m})=-\sum_{n=1}^{\infty}\log(1-q^{n})$ .

On reconnait l\‘a, \‘a un terme pr\‘es, le logarithme de la fonction de Dedekind,
$\eta(\tau)=q^{1/24}\coprod(1-q^{n})$ . Plus pr\’ecis\’ement, on a:

$F(\tau)=\frac{\pi i}{1}2^{\tau}--\log\eta(\tau)$ .

On voit en m\^eme temps que $F$ est la transform\’ee de Mellin de $\Phi$ , c’est-\‘a-dire
qu’on a:

$\Phi(s)=\int_{0^{\infty}}F(it)t^{s- 1}dt$ , $F(\tau)=_{2\pi i}^{1}-\int_{\sigma-?\infty}^{\sigma+i\infty}\Phi(s)(\tau/i)^{-s}ds$ ,

la premi\‘ere formule \’etant valable pour ${\rm Re}(s)>1$ , et la seconde pour $\sigma>1$ ,
${\rm Im}(\tau)>0$ ; dans celle-ci, on doit entendre que 1‘int\’egrale est prise le long de
la droite ${\rm Re}(s)=\sigma$ . La m\’ethode de Hecke consiste \‘a d\’eplacer cette derni\‘ere
droite parall\‘element \‘a elle-m\^eme de mani\‘ere \‘a l’amener sur la droite ${\rm Re}(s)$

$=-\sigma$ ; en ce faisant, on doit tenir compte des residus de 1int\’egrande aux
points $s=0,$ $\pm 1;$ le comportement de $\Phi$ \‘a l’intini dans la bande $-\sigma\leqq{\rm Re}(s)\leqq\sigma$

garantit la l\’egitimit\’e de l’op\’eration, qui donne:

$F(\tau)=-1^{\pi_{2}}\frac{i}{\tau}-\frac{\pi\tau}{12i}+\frac{1}{2}\log(\tau/i)+\frac{1}{2\pi i}\int_{-\sigma-t\infty}^{-\sigma+M}\Phi(s)(\tau/i)^{-s}ds$ .

En raison de 1‘\’equation fonctionnelle obtenue pour $\Phi,$ le dernier terme est \’egaI
\‘a $F(-1/\tau),$ $d’ 0\grave{u}$ en d\’efinitive:

$\log\eta(-1/\tau)=\log\eta(\tau)+\frac{1}{2}\log(\tau/i)$ .

On reconnait l\‘a le r\’esultat classique de Dedekind ([1]). Bien entendu, on peut
eu donner une d\’emonstration plus directe ($v$ . $p$ . ex. [3]). Mais c’est sur le
principe appliqu\’e ci-dessus que $j’ ai$ surtout voulu attirer 1‘attention. On aurait
pu traiter exactement de m\^eme la fonction $\varphi(s)=\zeta(s)\zeta(s-1)$ (c’est la fonction
z\^eta de l’alg\‘ebre simple $M_{2}(Q)$ sur le corps $Q$ des rationnels); pour ce choix de
$\varphi$ , la fonction $\Phi$ d\’efinie par la m\^eme formule que plus haut satisfait cette fois
\‘a 1‘\’equation fonctionnelle $\Phi(s)=-\Phi(2-s),$ $d’ 0\grave{u}$ on d\’eduit le comportement de la

transformee de Mellin de $\Phi$ , qui est la fonction $F(\tau)=-2\frac{1}{4}-\frac{1}{2\pi i}\frac{d}{d\tau}\log\eta(\tau)$ .
On notera que, dans ces exemples, 1‘\’equation fonctionnelle de $\Phi$ ne comporte
pas de facteur exponentiel; c’est ce qui permet de les traiter au moyen du
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seul th\’eor\‘eme de Hecke. Lorsqu’il en est autrement, il devient n\’ecessaire de
mettre en oeuvre les moyens suppl\’ementaires que fournit ma note [4].
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