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Dans un mémoire célébre ([2]), Hecke a établi que les séries de Dirichlet
satisfaisant a un certain type d’équation fonctionnelle correspondent au moyen
de la transformation de Mellin a certains types de formes modulaires; divers
travaux, et tout particulierement ceux de H. Maass, ont considérablement
étendu la portée de cette méthode. D’autre part, on sait maintenant (cf. [4])
que, méme sans quitter le cadre des formes modulaires usuelles, la méthode
de Hecke peut étre appliquée a des problémes plus généraux que ceux qu'il
avait envisagés lui-méme, et tout indique qu’on peut encore aller beaucoup
plus loin dans les voies ainsi tracées.

Du point de vue de Hecke, il s’agissait avant tout de ramener la recherche
de séries de Dirichlet satisfaisant a des équations fonctionnelles a celle des
formes modulaires correspondantes, considérées comme mieux connues. Mais
la théorie a maintenant fait assez de progrés pour qu’on puisse aussi appliquer
utilement les mémes résultats en sens inverse, et mettre au service de la
théorie des fonctions automorphes nos connaissances sur les séries de Dirichlet.
Mon propos ici est seulement d’illustrer ce principe au moyen d’un exemple
particuliérement simple, et que sans doute Hecke a di connaitre, bien que je
n’en aie pas rencontré de mention explicite chez lui ni chez ses successeurs.

Considérons les fonctions

e(8) =L+,  O(s)=2r)*I'(s)p(s)
L’équation fonctionnelle de la fonction zéta, jointe aux propriétés classiques de
la fonction gamma, donne aussitot pour @ 1’“équation fonctionnelle” :

() =D(—5).

Il est immédiat que @ a un pole double en s =0, des pbles simples en s= +1,
est holomorphe partout ailleurs, et est bornée pour ¢ < Re (s) <o/, Im(s) =,
quels que soient g, 0’ et ¢ >0. Il est clair aussi que @ a le résidu ((2)/2x
=n/12 en s=1, le résidu —r/12 en s=—1, et que P(s)+1/2s? est holomorphe
en s=0.

La fonction ¢ est évidemment donnde, pour Re(s)>1, par la série de
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Dirichlet
m—l

()= i “Omny

m,n=1

La série de puissances en q=e¢¥i* qui a les mémes coefficients est donc:

F= % migm=3( Zmg)=— 3log(1—¢").
m,n=1 n=1 Sm=1 n=1
On reconnait 13, a un terme prés, le logarithme de la fonction de Dedekind,
n(z) = qV*II(1—q"). Plus précisément, on a:
F(o)=T, —log5().
On voit en méme temps que F est la transformée de Mellin de @, c’est-a-dire
qu’on a:
© _ 1 o +1o0 s
O(s) = f Ftpedt,  F@)=-o [ @@)z/iy*ds,

0 g—1c0

2ri

la premiére formule étant valable pour Re(s)>1, et la seconde pour ¢ >1,
Im () >0; dans celle-ci, on doit entendre que V’intégrale est prise le long de
la droite Re (s)=o0. La méthode de Hecke consiste a déplacer cette derniéere
droite parallélement a elle-m&me de maniére a l'amener sur la droite Re(s)
=—¢; en ce faisant, on doit tenir compte des résidus de l'intégrande aux
points s =0, &1 le comportement de @ a I'infini dans la bande —o < Re(s)<o
garantit la 1égitimité de l'opération, qui donne:

. 1 . 1 —g+ioo ]
F@)=-fo — ot 5 108G /Dty [ WsXe/i)Hds

En raison de 'équation fonctionnelle obtenue pour @, le dernier terme est égal
a F(—1/7), d’ot en définitive:

log 7(—1/7) =log n(e)+ 5 log (¢/i).

On reconnait 13 le résultat classique de Dedekind (1. Bien entendu, on peut
eu donner une démonstration plus directe (v. p. ex. [3]. Mais c’est sur le
principe appliqué ci-dessus que j’ai surtout voulu attirer l'attention. On aurait
pu traiter exactement de méme la fonction ¢(s)={Z(s){(s—1) (c’est la fonction
zéta de lalgebre simple M,(Q) sur le corps @ des rationnels); pour ce choix de
¢, la fonction @ définie par la méme formule que plus haut satisfait cette fois

a P’équation fonctionnelle @(s)= —@(2—s), d’ot on déduit le comportement de la

transformée de Mellin de @, qui est la fonction F(r):-—2%~7lﬁ 7{% logn(z).

On notera que, dans ces exemples, ’équation fonctionnelle de @ ne comporte
pas de facteur exponentiel; c’est ce qui permet de les traiter au moyen du
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seul théoreme de Hecke. Lorsqu’il en est autrement, il devient nécessaire de
mettre en oeuvre les moyens supplémentaires que fournit ma note [4].
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