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Introduction.

Dans [3], S. Kobayashi donne une intéressante construction du groupe de
Galois de l'extension abélienne non ramifiée maximale d’exposant 3 du corps
Q(v/=3, ¥m), pour certains me Z. La valeur du 3-rang du groupe des.
classes de Q(¥m) est alors une conséquence de 1’étude de ce groupe de
Galois.

Les résultats de Kobayashi suggérent l'existence de relations entre les.
l-rangs des groupes des classes d’une extension de degré [ de Q non galoi-
sienne et de sa cléture galoisienne, lorsque celle-ci est diédrale de degré 2..
C'est ce que nous essayons de préciser dans cette note.

Je tiens a remercier ici S. Kobayashi qui m’a communiqué ses résultats.
avant leur parution et le Professeur S. Iyanaga auquel je dois cet échange.

§1. Généraliteés.

Soit L/Q une extension de degré [ de Q (! premier impair) non galoi-
sienne, ayant une cloture galoisienne K diédrale de degré 2/ sur Q. On notera.
o et v des générateurs de G=Gal (K/Q) vérifiant les relations:

ot=7r*=1 et oT=170"",

Soient H=<{o) et T=<{z) les sous-groupes de G engendrés par o et .
On note % le sous-corps de K fixe par H (c’est une extension quadratique de
Q) ; on peut supposer que L est fixe par T (les [ conjugués L; de L (i défini
modulo /) sont fixes par les sous-groupes {1, o’z6™%*); enfin la restriction de
7 a k définit 'élément d’ordre 2 de Gal (k/Q).

On note Az, A, et Ax les anneaux d’entiers de L, k et K, J(L), J(k) et
J(K) les groupes des idéaux fractionnaires de L, kb et K, H(L), % (k) et H(K)
les l-groupes des classes des corps L, %2 et K. On note j 'homomorphisme
canonique 4 (k)—I(K) et v I'expression 1+o+---+a'7%,



678 G. Gras

L’extension K/k étant cyclique de degré [, on peut lui appliquer les
méthodes que nous avons développées dans [2] et qui concernent 4 (K)
(notamment en introduisant la filtration des sous-groupes de 9 (K) définis par
H(K)=Ker (6—1)".

§2. Etude de 4 (L).

Comme I’homomorphisme canonique 4 (L)—4(K) est injectif, nous con-
venons d’identifier 4(L) a son image dans % (K). On peut donc considérer
(L) comme sous-groupe de H(K).

PropOSITION 1. On a H(L)=9%(K)T (sous-groupe de J(K) formé par les
classes invariantes par t) et les groupes H(L;) sont isomorphes entre eux.

DEMONSTRATION. Les éléments de (L) sont fixes par T. Soit &< JH(K)
une classe fixe par ©; A=Clg(N) et Clx(UA7) =Clg(A), soit Clgx(UT) = Cl(AP),
or Clg(A*7) est la classe dans K de 1'étendu de l'idéal Ng, (), d’ou Clg(A)
=.4(L) car 2 est premier a /. La seconde assertion est immédiate.

Par analogie avec le cas cyclique, on peut définir la filtration:

H(L)=H(K)"={h e dy(K), h*=h} ;

les 4 ;(L) sont des T-modules mais non des H-modules; ils constituent une
suite croissante de sous-groupes de (L) et 4, (L)=%(L) pour i assez grand.
On appellera 4,(L) le groupe des “I[-classes ambiges” de L (définition dif-
férente de celle de [1]).

On se propose d’abord de donner un encadrement pour la valeur de 'ordre
de 4,(L) (noté |4,(L)|), encadrement qui conduit, dans certains cas, a une
expression simple pour |4,(L)|, et ensuite d’étudier 4 ,(L).

REMARQUE 1. Soit 7 (resp. ) le nombre d’idéaux premiers totalement
ramifiés dans L/Q (resp. K/k). Alors t—f représente le nombre de nombres
premiers ramifiés dans K/k et décomposés dans k/Q (en effet, d’aprés p.
32, un nombre premier est totalement ramifié dans L/Q si et seulement si il
est totalement ramifié dans K/k).

Considérons la suite exacte suivante ([2] p. 28):

1 — HAK) — H(K) — E,NNK*/NEgx —> 1,

ou E, et Ex sont les groupes des unités de & et K, 4)(K) est le sous-groupe
de 4,(K) engendré par les classes des idéaux de K invariants par H; posons:

(ExNNK*: NEg)=1°;

comme k est un corps quadratique et que [ est impair, 6 est égal a 0 ou a 1.
Nous distinguerons les deux cas suivants:
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Cas A: 6=0,
Cas B: d=1.

DEFINITION. On pose [*=(E,: E,nNNK*) et [’=(E,: NEg); on a alors
b—=a+d.

DEFINITION DU GROUPE J. Dans le cas A, on définit le groupe I=
{By, -+, B,>, sous-groupe de J(K) engendré par les t idéaux premiers de K
ramifiés dans K/k. Dans le cas B, 'ordre du quotient 4 ,(K)/%)K) étant
égal a [, il existe un idéal U, de K tel que Clx(A,) € H,(KN\HYK). On a alors
Clg(Ag)=Clg(W,) et on peut méme supposer A, premier ([2] p. 43). On définit
alors le groupe JI=<P,, -, P, Ai**>. Dans tous les cas J est un sous T-
module de J(K) et on a en outre la propriété suivante:

LEMME 1. Le T-module J vérifie: INIJ(K)1=J 1

Soit A=INI(K)!; alors A=B"", B J(K), et on peut supposer que
B ne contient pas de diviseurs premiers invariants par z. Soit P un idéal
premier figurant dans B; si P est 'un des B, alors P IJ. Si P n’était ni
W,, ni AT, ni U'un des B;, alors A contiendrait le facteur P°~! (avec P~ #B) ce
qui est absurde car A< J. Le seul cas qui reste a étudier est P=A, ou A;
écrivons B=UL¥ YW, x,y Z, WA premier a A", donc d’aprés ce qui précede
WeJ,; Bl=qFrvoc-Dy -1 = donc AP X et il existe z€ Z tel que
YGEHYDE-D Z QI+ - or ceci entraine x=y et z=0, donc B= YW < J.

PROPOSITION 2. On a les suites exactes de T-modules:

L Ker 0 —» /3 2 0,(K)/HH(R)) — 1, W
1 Ker p — /300 s (1) — 1, (2)
1-— Kerp— Ker0, (3)
1 — (I77/J )\ Ker § — Ker 0 }_—l:f Ker p. (4)
DEMONSTRATION. (i) [Définitionlde 6: Notons g(), A€ J, un élément de

/3 si (W) = 3/F, alors 8(g(N)) est I'image de Clg(A) dans H,(K)/j(I(k)).
Vérifions que la classe d’'un élément de J' est contenue dans j(4(k)): pour
un P, c’est évident; soit W I (cas B), on sait que A=W, aAx, a<c K*,
dou W =WiBAx, B= K*, par conséquent Cle(U,)' =j(H(k)) et, a fortiori,
Cleg(AD**=1<7(4(k)). Montrons la surjectivité: Dans le cas A, elle est évi- -
dente ; dans le cas B, il faut montrer que Clg(A*7) permet de retrouver Clx(U,) :
on a W '=aAg, ac K*; Ng,(a) est donc une unité e E, et on peut tou-
jours supposer No(e)=1. On aura U V"=a Ax soit UL V' '=aa Ay,
avec Ngplaa®)= Ngqola)= N,ole)=1; donc aa*=7""", y= K* (théoreme 90
de Hilbert) et AL V¥ '=y""'Ax. On peut écrire (6—1)r=0r—7r=1(c""—1)
s0it r"‘lAK:(QIE("Z—Z+"'+"+1’+1)"‘1; I'idéal ‘JR:y"lAKQIE(“L“ZJf"'*"“’“ est invariant
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par H, il est donc de la forme M=M,aAx, M, produit d’idéaux ramifiés dans
K/k, acJ(k). On a alors (6" %+ -« +o+1) =140+ -+ +07D)7 et M=
QISH"_I‘“"+"'“'2))’“r‘1AK-—- A= B Ay, B K* (compte tenu de la relation U§ =
o Ag) ; on peut écrire Uj"=M,(68) Ax, b€ J(k), car on a déja vu que A} est
équivalent a 1’étendu d’un idéal de k. Par conséquent, dans 4 ,(K)/j(9(k)),
les images de Clg(Ui™7) et Clg(A4*") sont atteintes, donc celle de Clx(¥,) aussi
(d’ou (1)).

(ii) Définition de g: Soit g(**7), A € 3, un élément de I+7/JA+?; alors
£(G(A*7)) est la classe Clg(UA'*7); c’est bien un élément de 4,(L). Les classes
des éléments de J'*? sont égales a 1: en effet, si N e, Clx(AY) €59 (R)),
donc on aura Clg(Q'*?) e j(g(k))**= {1}. On vérifie que la surjectivité pro-
vient de la surjectivité de @ et du fait que K (K)T = (K)™",

(iii) L’application considérée est la restriction 4 Ker ¢ de I'application
canonique I/ IO SF/JE: si g eKery, AT, ¢AM) e I/ et
Clg(A*)=1, donc q(A*")eKerf. Si qA*")=1 alors A* e IJ*; on vérifie
facilement que A J* d'od l'injectivité.

(iv) A g()=Kerd on associe §A7); comme Clx(N) €j(H(k)), Cleg(A*T)
=1 donc gU*") e Ker . Si A7) =1, A e J* goit Y =B, Be J;
(A/BH** = Ag, donc il existe A, € J(K) tel que /B =W et ¢(W) =q(A{™)
dans J/J'; comme W= IJ on peut supposer que U, =3I (Lemme 1) donc
g(N) appartient a l'image de I'° dans JI/I* que l'on peut identifier a
ST/ AIFT)=J7/JD, Dot la derniére suite exacte.

COROLLAIRE 1. On a |Ker @|=10D1%/|Kerj]|.

En effet, |3/3'=10'*% et, d’aprés (1),

sl V(C/A0)] I sl A ()1 T
|9,(K)] |9 ()| 1" | Ker j|

15+'1+1

1 Ker 0| = TRersT -

soit |Kerf@|=

Or on a b=a+d, donc |Kerd|=10I"/|Kerj]|.

REMARQUE 2. Comme k£ est un corps quadratique, on a b=<1, dou
|Ker 0| < I2

REMARQUE 3. Dans le cas B, 3! est engendré par les Pi 7 (car A§+o¢-=
=(1)) donc, dans tous les cas, on aura I *=34"7 ou J, est le sous-groupe de
& engendré par les idéaux premiers ramifiés dans K/k et décomposés dans
k/Q (il y en a 2(t—1)); J7°/J}*" est donc d’ordre I'™,

THEOREME 1. On a les inégalités:

|Kerj| -1 < |40,(L)| < |Ker j| 77 [ Ker 01357/ .

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate des suites exactes
1), (2), (3), (4), du corollaire 1, des remarques 1 et 3 et du fait que
| ite QL0 | = [+t .
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o+t

D’aprés (2), lﬂl(L)I:W; (3) permet une minoration et (4) une
majoration de |9,(L)]| :
o+t o+t K ; _ . — .
196D 2 g =L = 00  Ker jl = o7t  Ker j1

S+t B
|90,(1) | = TR gT | Ker 01\ 3-/34-2| =141 | Ker j| | Ker 0.1 37/37"] .
COROLLAIRE 2. On a les inégalités:

|Kerj| et < |, (L) | < [Fet

COROLLAIRE 3. Si |Kerj|=12 on si t=F alors |9 ,(L)|=|Kerj|lat,

COROLLAIRE 4. Dans le cas ou K/k est non ramifiée, on obtient |4, (L)!
— lKeirJ' L_p
(cf. [2] p. 28: |Kerj|=I|E,/NEg|=1°").

Par exemple, dans le cas ou k est imaginaire et K/k non ramifiée (ce qui
exclue £=Q(~/—3) pour [=3), on a b=0 soit |#,(L)|=1 (il faut remarquer
que ceci n'implique pas | (L)| =1 car 4 (L) n’est pas un H-module).

Passons maintenant a 'étude de %,(L).

LEMME 2. On a J,(L)Y*C d,(K) et d,(L)y™ Ad0,(L) = {1},

Soit h*tedy(L)*, he (L) (on a donc h“ =1 et K=h); ho> =
hot-T = e I=D — poTi-1  po-D(elRhtatl) o po-1 e J4,(K) donc ho-DA+a+tal=2)
hDED = ple-Dp=e=b_ Gi on démontre que A'“"P=1, on aura AC PP =1
soit A’ 'e K, (K)'°. Or ceci résulte du fait que v=(0—1)'"'—I[A(s) (A(o)
inversible dans Z,[H], cf. p. 30), donc AH4@6-D = pe-D =1 car hed,(L).
Comme H,(L)=4(K)"=4,(K)"*" et que A, (K)'""NI,(K)"={1}, il en
résulte que H,(L)"* N (L)={1}.

THEOREME 2. On a |.9y(L)/0,(L)| < LB i it gy,

) 2 ! = |KerjJ]| :

DEMONSTRATION. Le lemme 2 conduit, grace a la suite exacte de groupes

L (D) — (D) T (D 1,
: 90D = 80 Ly £ 30, (K7
or

| S (BO) | = (KO | S, (KO 7 | = [ 5, (L)] [ 9E,(K)T7

et, en utilisant la minoration de |4 ,(L)| du théoréme 1, on obtient

e (K= =, (O | 9o (D) | = AZUELE < e AR

PRrROPOSITION 3. Pour [=3 on a H,(L)={he (L), h*=1}.
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DEMONSTRATION. Soit A< (L), alors he H(K)'** et heH(K)*={1};
donc AP = pl4@ ot pour [=3, on a bien A*=1 si et seulement si A P*=1,
donc si et seulement si h e 90,(L).

COROLLAIRE 5. Si [=3, le 3-rang p(L) de I (L) vérifie les inégalités:

|Ker j| 8721 <3°® < [gr(k)| 327 | Ker 6 NI/ .

COROLLAIRE 6. St [=3 et st t=it, le 3-rang p(L) de (L) vérifie les
neégalités: |Kerj|30% 1 <37 < |9 (k)39 sien outre |96(k)| =1, on obtient
o(Ly=t—a—1.

THEOREME 3. On suppose [=3, t=tF et |H(k)|=1; on a donc p(L)=t—a—1.
Alors le 3-rang p(K) du groupe H(K) est égal a 2(t—a—1)=2p(L).

DEMONSTRATION. II suffit, pour calculer p(K), d’appliquer la méthode
décrite dans [2]. Comme 4 (k)= {1}, le groupe I que nous avons défini,
représente 4 ,(K) (Dans [2], il est nécéssaire que J soit un H-module et vérifie
INI(K)*'=3°"; on prendra donc ici ;=< Py, -, Be, U™, ALTD0, -, Yo'~y
en convenant que ,=Ax dans le cas A). Posons t=Q(v/m), m& Z, et soit
E le corps Q(V—=3m) (E=Q si k=Q(~/—3)).

LEMME 3. Soit p#3 un nombre premier ramifié dans K/k; alors p est
inerte dans Q(~/—3) (i.e. p=—1mod3) et son degré résiduel dans E/Q est
égal a 1.

D’aprés [4] (Proposition III. 3) un tel nombre premier p#3 ne peut
pas se ramifier dans %k/Q; donc, puisque f=7, p est inerte dans k/Q et,
d’aprés [4] (Proposition IV. 3 et Corollaire 2 a la Proposition IV. 15), on a

PE(%> mod 3 (symbole de Legendre), ou k=Q(~/m); or (i}):_l et on

obtient p=—1mod 3, d’'ou la premiére partie du lemme ; la seconde résulte
alors du fait que p est nécéssairement de degré résiduel 1 dans l’extension
R(v/=3)/E (cf. [Z] p. 20).

On calcule maintenant [, = Ngx3; N\ 3o(k) (cf. p. 36); ici I, sera de la
forme {p Ay, -, PeAr, @Ay, 00 ay = Z avec a,Z= N/, Par conséquent, le
groupe de nombres 4, associé sera: A,={ e, py, pa, ***, Pr, Goy, OU & est une
unité convenable de k& (e=1 si k est imaginaire et est différent de Q(~/—3),

e:%{l—l—\/:?) si k=Q(~/—3) et ¢ est 'unité fondamentale de # si % est

réel). Soit =k tel que K(v/—3)=k(v/=3, ¥r) (cf. [4], Prop. IV. 3); alors
le rang du systéme linéaire associé a 4, par l'intermédiaire du symbole de
Hilbert (y, u)s, = 4,, p idéal premier de %k ramifié dans K/k, est une con-
séquence du résultat suivant:

LEMME 4. St u est un rationnel, on a (y, u)y=1 pour tout idéal premier
v de k ramifié dans K/k (cf. [3]).

D’aprés les formules explicites pour le symbole de Hilbert, calculé dans
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—s -1
k(~/—3) ([2] p. 14), on a pour p=pA, ne divisant pas 3: (7, u)pECﬂ?— mod p
avec ¢=p° puisque p est inerte dans k/Q. D’aprés le lemme précédent

1
7 (donc ¢) est congru modulo p & un rationnel, et comme _P%L est entier,

g-1 P+l
B “———(p—1) \ . o
¢ ¥ =¢ 3 est congru a 1 modulo p. Si p divise 3, cela résulte alors de

la formule du produit, compte tenu du fait que 3 n’est pas decomposé dans
k/Q. Le rang du systéme linéaire associé a /, est donc égal a a. D’aprés
p. 41, on obtient |4 ,(K)/% (K)|=3"*"1, d’ou le théoréme.

On retrouve ainsi les résultats de Kobayashi ((3]) qui a demontré ce
théoréme pour k=Q(~/—3) et K=k(¥m) avec des hypothéses sur m qui
coincident, dans ce cas, avec celles de notre énoncé.

§3. Exemple numérique.

On considére lextension cubique non galoisienne L=@Q(¥2:7-13)=
Q(¥182) dont la clbture galoisienne est K=Q(~/—3, ¥182).

Soit k=Q(~/—3); on vérifie facilement que 3 est ramifié dans K/k, que
2 est inerte dans 2/Q, 7 et 13 sont decomposés dans 2/Q et que si {; est une
racine cubique de l'unité, primitive, alors {; k et n’est pas norme dans K/k.

Avec les notations des paragraphes I et I, on a {=6 et f=4. On notera
Dy =2A; D=~V —3 A, p.=02+V=3)A, 15 =02—~—3)A4,, p:=01+2vV—=3)A,
et po=(1—2+/—3)A, les idéaux premiers de k ramifiés dans K/k.

a) Détermination de 9,(K).

Daprés la formule de Chevalley (cf. [2] p. 25), on a |%,(K)|=

31 o oA . . ..
(B, E, A NKD =3* et, d’apres [2] p. 28, toute classe invariante est, ici,

classe d’un idéal invariant (autrement dit 6 =0); par conséquent, il existe
deux relations indépendantes non triviales entre les classes des six idéaux
premiers de K ramifiés dans K/k: B, B;, B, BT, Bys et P& La premiére est
donnée par ¥2.7-13 Ax=PR,BI*"Bii7; la seconde s’obtient a partir d’une unité
du corps (via le théoréme 90 de Hilbert): On trouve que 7= —17+3¥182
est une unité de K de norme relative 1. On a donc 7=¢’"! avec, par exemple,

¢ =1+9+77%; on vérifie facilement que % est encore un entier et que sa
norme relative est NK/k<-5§— =—7-13(84+3v—=3)=—7-132—vV—3)(1+2+/—3) ;
il en résulte que %—AK: e, En utilisant les notations de la proposition

2, on a I=1{B,, By, Bo, B, Byy, BLD et Ker 6 (qui est d'ordre 9) est engendré
par les images de PP Pl et de PI** P dans J/I°. On peut, par exemple,
prendre pour Fy-base de H,(K): Clx(R,), Clx(B,), Clx(V,) et Clg(PF).
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b) Calcul de p(K).

On applique encore la méthode décrite dans [2]: le groupe 4, associé a
3J; est de la forme 4,=<¢;, 2,3, a,a%, B, 57> avec a=2++—3, a*=2—+/—3,
B=1+2+v/=3, fr=1—2+/=3; le calcul des symboles de Hilbert (182, w),, uc4,,
P idéal premier de % ramifié dans K/k, conduit 4 la matrice (en notation
additive) :

2000000
100121 2
11202 21
1211021
2110221
2221021

«chaque ligne étant formée des symboles (182, £,)p, (182, 2)», (182, 3)», (182, @)y,
(182, a™)y, (182, B)» et (182, f)r ou p parcourt l’ensemble {p,, Ps, 7, DT, Dis, PR}
Le rang de cette matrice est 4; les 3 solutions indépendantes du systéme
.sont, par exemple:

2qa7 BT =182€ NK*,
aa® BB ="7-13(8+3vV—=3) & NK*,
BB =13 NK*;

b

les deux premiéres provenant des relations entre les * classes ambiges’
trouvées plus haut.

On aura donc (cf. [2] p. 41) : | #,(K)/90,(K)| =3 soit | H,(K)|=3°; c’est-
a-dire que le 3-rang de 4 (K) est égal a 5.

c) Détermination de p(L), H(K) et H(L).

Déterminons d’abord 4 ,(K). Pour trouver un groupe J; associé a
I(K), il suffit de résoudre 1'équation Ng,(x)=13, x= K*, On trouve que
x=5-134+9 ¥182 +5( ¥182)* a pour polynome irréductible

X?—3.5-13X2—3-5-13-61.X—13-613%;
on en déduit, compte tenu aussi du fait que x& L, que xAg=PiF P2+,
ol Py, est un idéal premier au-dessus de 61 (61 étant totalement décomposé
dans K/Q). Comme % est de norme 13, on écrit grAKziB};’TQI"'l soit, ici,
QI:SBE;T-“'W; d’Oﬁ:
32: <§Bz; S'Bs; S’B’” %5, gBls; %fs; g1+t+ar, >
£t

Az = <C37 2; 3: a; ar’ ﬂ’ ‘Br’ 61

1+9+/—3
5 >
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En fait 4,(K) admet, par exemple, pour base:

{Cle(Bo), CLe(PBs), CLx(Bo), Cle(P7), Cle(PB&ET77} .
La détérmination de #,(L) est immédiate: on a J,(L)=4,(K)'*, soit:
Ho(L) = <Cl(PE*T), CLe(Pi™), Cle(Pi*e), CLa(PgH+o20+2))
= (Clg(Bs), Cle(PBs), CLx(Pr™)) car PFHrro M2 Bife

Les trois classes engendrant .4,(L) sont indépendantes, d’ou p(L)=3.

Enfin, le calcul des symboles (182, 61«%;3-% montre que la matrice

1
0

associée a 4, se déduit de la précédente en rajoutant la colonne ce qui

2
2
2
fait que le rang de cette nouvelle matrice est 5, donc que | H(K)/4H,(K)| =1,
soit H(K)=H,(K)=(Z/3Z)® et H(L)=9,(L)=(Z/3Z)°.
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