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Soit $L$ ($t,$
$x;\frac{\partial}{\partial t}$ , $\frac{\partial}{\partial x}$) un polyn\^ome diff\’erentiel d\’efini dans $\Omega=t^{(t},$ $x$);

$t\in[0, T],$ $x\in R^{n}$} de la forme

$L=\frac{\partial^{m}}{\partial t^{m}}+\sum_{j=0}^{m-1}\sum_{j+|\nu|\leq m}a_{j,\nu}(t, x)\frac{\partial^{j}}{\partial t^{j}}\frac{\partial^{\nu}}{\partial x^{\nu}}$ ,

o\‘u $a_{j,\nu}(t, x)$ sont des fonctions ind\’efiniment diff\’erentiables et born\’ees avec leurs
d\’eriv\’ees. Consid\’erons le probl\‘eme de Cauchy

(1) $\left\{\begin{array}{l}L(t,x.\frac{\partial}{\partial t}\frac{\partial}{\partial x})u=f dans\Omega,\\\frac{\partial^{j}u}{\partial t^{j}}(0,x)=u_{j}(x), j=0,1, ’ m-1\end{array}\right.$

pour les donn\’ees $f$ et $u_{j}$ . Alors il s’agit de trouver la condition pour qu’il $y$ ait
une seule solution $u$ et que la solution $u$ d\’epende contin\^ument des donn\’ees $f$ et
$u_{j}$ . Ce probl\‘eme est recherch\’e depuis J. Hadamard [3] et il n’est pas encore
compl\‘etement r\’esolu au cas des coefficients variables. Quand on peut trouver
une solution $u$ mentionn\’ee ci-dessus dans un espace des fonctions $E$, nous disons
d’apr\‘es Hadamard que le probl\‘eme de Cauchy est bien pos\’e dans l’espace $E$ ou
simplement bien pos\’e si l’on l’entend bien. S. Mizohata a d\’emontr\’e, dans [7],
que si le probl\‘eme de Cauchy est bien pos\’e dans $C^{\infty}$, alors toutes les racines
$\lambda_{J}(t, x;\xi)$ du polyn\^ome caract\’eristique $P(t, x;\tau, \xi)$ (la partie homog\‘ene de degr\’e
$m$ de $L$) sont n\’ecessairement r\’eelles pour des vecteurs $\xi$ r\’eels non nuls. On
sait \’egalement que si les racines du polyn\^ome caract\’eristique sont r\’eelles et
distinctes, alors le probl\‘eme de Cauchy est bien pos\’e dans $L^{2}$ (cf. [8]). Au
contraire, T. Kano [5] a montr\’e, par reductio absurdum, que cette condition est
n\’esessaire dans l’hypoth\‘ese que la multiplicit\’e des racines caract\’eristiques ne
d\’epend pas de $t,$ $x$ et $\xi$. Dans $[4, 4^{\prime}]$ M. Itano et l’auteur ont d\’emontr\’e, par
une m\’ethode directe, que l’on a le r\’esultat de Kano sans l’hypoth\‘ese. En
traitant le probl\‘eme de Cauchy dans l’espace des fonctions ind\’efiniment diff\’eren-
tiables, on doit consid\’erer la multiplicit\’e des racines caract\’eristiques. Au cas



554 K. YOSHIDA

de la multiplicit\’e constante, S. Mizohata et Y. Ohya $[9, 10]$ ont obtenu une
condition n\’ecessaire et suffisante pour que le probl\‘eme soit bien pos\’e dans $C^{\infty}$

dans l’hypoth\‘ese que la multiplicit\’e est inf\’erieure ou \’egale \‘a deux. Il $y$ a aussi
beaucoup d’articles (cf. [1] [2] [11] [16]) dans lesquels on a r\’efl\’echi sur ce
probl\‘eme quand la multiplicit\’e est sup\’erieure \‘a deux. Maintenant on s’intr\’esse
au cas o\‘u la multiplicit\’e d\’ependrait de $t,$ $x$ et $\xi$ . O. A. Oleinik [13] a donn\’e
une condition suffisante pour des \’equations du second ordre de la forme sp\’eciale.
A. Menikoff [6] a \’etendu le travail de Oleinik aux \’equations d’ordre sup\’erieur
quand la multiplicit\’e ne d\’epend que de $t$.

Le but de cet article est d’\’etudier la condition pour que le probl\‘eme de

Cauchy pour $L$ ( $t,$
$x;\frac{\partial}{\partial t}$ $\frac{\partial}{\partial x}$ ) ayant la multiplicit\’e d\’ependante de $t$ et $x$ soit

bien pos\’e, et puis de montrer l’existence du domaine d’influence. A ce moment,
des in\’egalit\’es d’\’en\’ergie conduites dans l’article pr\’esent jouent un r\^ole essentiel.
La m\’ethode utilis\’ee pour les conduire est une extension dir\’ecte de celle trait\’e
dans [15]. Une partie des r\’esultats obtenu ici a d\’eja \’et\’e annonc\’e par Ohya
[12] et M. V. Petkov [14]. Afin d’\’eviter des compliqu\’es r\’esultant des \’equations

d’ordre sup\’erieur, nous limitons le polyn\^ome diff\’erentiel $L$ \‘a celui du second
ordre, qui s’\’ecrit

$L(t,$ $x$ ; $\frac{\partial}{\partial t}$

$\frac{\partial}{\partial x})=\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}+2\sum_{j=1}^{n}a_{j}(t, x)\frac{\partial^{2}}{\partial t\partial x_{j}}+\sum_{1\leqq i,j\leqq n}a_{i,j}(t, x)\frac{\partial^{2}}{\partial x_{i}\partial x_{j}}$

$+b_{0}(t, x)\frac{\partial}{\partial t}+\sum_{f=1}^{n}b_{j}(t, x)\frac{\partial}{\partial x_{j}}+c(t, x)$ .

1. Conditions suffisantes.

D\’esignons

$D_{t}=\div\frac{\partial}{\partial t},$ $D=(D_{1}, D_{2}, \cdots D_{n}),$ $D_{j}=\div\frac{\partial}{\partial x_{j}}$

et \’ecrivons les parties homog\‘enes de degr\’e deux et un de $L$ respectivement par

$-P(t, x;D_{t}, D)=-\{D_{t}^{2}+2\sum_{j=1}^{n}a_{j}(t, x)D_{t}D_{j}+\sum_{1\leqq i,j\leqq n}a_{i,j}(t, x)D_{i}D,\}$

et

$iQ(t, x;D_{t}, D)=i\{b_{0}(t, x)D_{t}+\sum_{j=1}^{n}b_{j}(t, x)D_{j}\}$ .

Soient $\lambda_{1}(t, x;\xi)$ et $\lambda_{2}(t, x;\xi)$ les racines du polyn\^ome $P(t, x;\tau, \xi)$ par rapport
\‘a $\tau$ . Supposons que les racines $\lambda_{j}(t, x;\xi),$ $j=1,2$, soient r\’eelles pour vecteurs
$\xi$ reels non nuls, c’est-\‘a-dire
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$(\sum_{j=1}^{n}a_{j}(t, x)\xi_{j})^{2}-\sum_{1\leqq l,j\leqq n}a_{i,j}(t, x)\xi_{i}\xi_{j}\geqq 0$ ,

et puis qu’elles soient ind\’efiniment diff\’erentiables sur $\Omega\times(R^{n}\backslash \{0\})$ . Alors on
peut associer \‘a cette fonction un op\’erateur pseudo-diff\’erentiel d’ordre 1 d\’efini par

$\lambda_{j}(t, x;D)\varphi=\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int\lambda_{j}(t, x;\xi)\hat{\varphi}(\xi)e^{ix\cdot\xi}d\xi$ ,

o\‘u $\hat{\varphi}(\xi)$ est la transform\’ee de Fourier de $\varphi(x)$ . Posons

$\partial_{j}=D_{t}-\lambda_{j}(t, x;D)$

et consid\’erons l’op\’erateur $-P(t, x;D_{t}, D)+iQ(t, x;D_{t}, D)+\partial_{2}\partial_{1}$ . On voit que
cet op\’erateur est de la forme de

$a_{0}(t, x;D)D_{t}+a_{1}(t, x;D)$ ,

o\‘u $a_{j}(t, x;D)$ sont des op\’erateurs pseudo-diff\’erentiels d’ordre $j$ . En remplagant
$D_{t}$ par $\partial_{1}+\lambda_{1}$, nous aurons l’expression suivante:

$-P+iQ+\partial_{2}\partial_{1}=c_{0}(t, x;D)\partial_{1}+c_{1}(t, x;D)$ .
Avant d’\’enoncer les conditions suffisantes, nous faisons des calculs du symbole

principal $\sigma(c_{1})$ de $c_{1}(t, x;D)$ . Puisque $P(t, x;D_{t}, D)=\partial_{2}\circ\partial_{1}(=\partial_{1}\circ\partial_{2})$ , le symbole
principal de $-P(t, x;D_{t}, D)+\partial_{2}\partial_{1}$ s’\’ecrit

$i\{\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial t}(t, x;\xi)-\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial x_{j}}(t, x;\xi)\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial\xi_{j}}(t, x;\xi)\}$ .

D’autre part, vu que $\sigma(c_{1})$ est \’egale \‘a la valeur du symbole principal de $-P+iQ$
$+\partial_{2}\partial_{1}$ pour $\tau=\lambda_{1}(t, x;\xi)$, on a

$\sigma(c_{1})=i\{\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial t}(t, x;\xi)-\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial x_{j}}(t, x;\xi)\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial\xi_{j}}(t, x;\xi)\}+iQ(t, x;\lambda_{1}, \xi)$ .

Si l’on consid\’ere l’op\’erateur $-P+iQ+\partial_{1}\partial_{2}$ , alors par le m\^eme raisonnement que
$-P+iQ+\partial_{2}\partial_{1}$ il s’\’ecrit

$-P+iQ+\partial_{1}\partial_{2}=c_{0}^{\prime}(t, x;D)\partial_{2}+c_{1}^{\prime}(t, x;D)$

et le symbole principal de $c_{1}^{\prime}(t, x;D)$ devient

$i\{\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial t}(t, x;\xi)-\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial x_{f}}(t, x;\xi)\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial\xi_{j}}(t, Xj\xi)\}+iQ(t, Xj\lambda_{2}, \xi)$ .

Or, nous $\acute{e}non\sigma ons$ les conditions suffisantes aux deux cas suivants.
Condition $A_{1}$ (au cas o\‘u l’ensemble

$\{(t, x, \xi);(\sum_{j=1}^{n}a_{j}(t, x)\xi_{j})^{2}-\sum_{1\xi i,j\leq n}a_{i,j}(t, x)\xi_{i}\xi_{j}=0\}$

ne de’pendrait que de x)
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[I] $\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial t}(t, x;\xi)-\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial x_{j}}(t, x;\xi)\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial\xi_{j}}(t, x;\xi)+Q(t, x;\lambda_{1}, \xi)$

s’\’ecrit $a(t, x;\xi)(\lambda_{1}(t, x;\xi)-\lambda_{2}(t, x;\xi))$ ,

[I]’ $\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial t}(t, x;\xi)-\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial x_{J}}(t, x;\xi)\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial\xi_{j}}(t, x;\xi)+Q(t, x;\lambda_{2}, \xi)$

s’\’ecrit $a^{\prime}(t, x;\xi)(\lambda_{1}-\lambda_{2})$ ,
o\‘u $a(t, x;\xi)$ et $a^{\prime}(t, x;\xi)$ sont des fonctions auxquelles on peut associer des
op\’erateurs pseudo-diff\’erentiels d’ordre $0$ .

Condition $A_{2}$ (au cas o\‘u l’ensemble

$\{(t, x, \xi) ; (\sum_{j\Rightarrow 1}^{n}a_{j}(t, x)\xi_{j})^{2}-\sum_{1\leqq i,j\leqq n}a_{i,j}(t, x)\xi_{i}\xi_{j}=0\}$

se composerait en $(t_{0}, x)$ ( $t_{0}=0$ ou bien $T$ ))

[II] $\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial t}(t, x;\xi)-\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial x_{j}}(t, x;\xi)\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial\xi_{j}}(t, x;\xi)+Q(t, x;\lambda_{1}, \xi)$

s’\’ecrit

$\frac{a^{\prime}(t,xj\xi)}{t_{0}-t}(\lambda_{1}(t, x;\xi)+\lambda_{2}(t, x;\xi))$ ,

[II]’ $\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial t}(t, x;\xi)-\sum_{j=1}^{n}\frac{\partial\lambda_{2}}{\partial x_{j}}(t, x;\xi)\frac{\partial\lambda_{1}}{\partial\xi_{j}}(t, x;\xi)(t,$ $Q(t, x;\lambda_{2}, \xi)$

s’\’ecrit

$\frac{a^{m}(t,x;\xi)}{t_{0}-t}(\lambda_{1}(t, x;\xi)-\lambda_{2}(t, x;\xi))$ ,

o\‘u $a^{\prime\prime}(t, x;\xi)$ et $a^{\prime\prime\prime}(t, x;\xi)$ sont des fonctions auxqelles on peut associer des
op\’erateurs pseudo-diff\’erentiels d’ordre $0$ .

REMARQUE. On peut traiter l’op\’erateur

$L=\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}-t^{2}((t-2)^{2}+x^{2})\Delta+b_{0}\frac{\partial}{\partial t}+\sum_{j=1}^{n}b_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}}+c(t, x)$

sous nos conditions, mais en ce qui concerne des op\’erateurs comme

$\frac{\partial^{2}}{\partial t^{2}}-t^{2}(t-x^{2})^{2}\Delta+b_{0}\frac{\partial}{\partial t}+\sum_{j\Rightarrow 1}^{n}b_{j}\frac{\partial}{\partial x_{j}}+c(t, x)$ ,

il est impossible \‘a traiter sous ces conditions Pr\’esentes.

2. In\’egalit\’e d’\’energie I.

Dans cette section nous conduisons une in\’egalit\’e d’\’energie quand le polyn\^ome
diff\’erentiel $L$ satisfait \‘a la Condition $A_{1}$ .

Soit $H_{(s)}(R^{n})$ un espace de Sobolev muni de la norme
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$\Vert\varphi\Vert_{(s)}=\{\frac{1}{(2\pi)^{n}}\int(1+|\xi|^{2})^{s}|\hat{\varphi}(\xi)|^{2}d\xi\}^{1/2}$ ,

c’est-\‘a-dire, le compl\’et\’e de $C_{0}^{\infty}(R^{n})$ par cette norme. Dans ce qui suit, on
emploiera assez souvent la notation $\mathcal{D}_{L^{2}}$ au lieu de $H_{(\infty)}(R^{n})=$ $\cap$ $H_{(s)}(R^{n})$ .

$-\infty<s<\infty$

On d\’esigne par $C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ l’espace des fonctions k-fois contin\^ument dif-
f\’erentiable \‘a valeurs dans $\mathcal{D}_{L^{2}}$ avec leurs d\’eriv\’ees jusqu’\‘a $k$ . Nous \’ecrivont

aussi $C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})=\bigcap_{0\leq k\leqq\infty}C^{k}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ .

TH\’EOR\‘EME 1. Pour toute $u\in C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ il existe une constante $C$

ind\’ePendante de $u$ telle que

(2) $\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s- 1)}^{2}\leqq C\{\Vert u(0)\Vert_{(s+1)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\int_{0}^{t}\Vert f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau\}$ ,

et

(3) $\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s-1)}^{2}\leqq C\{\Vert u(T)\Vert_{(s+1)}^{2}+\Vert D_{t}u(T)\Vert_{(s)}^{2}+\int_{t}^{T}\Vert f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d_{T}\}$ ,

o\‘u $f=Lu$ .
APn de d\’emontrer le Th\’eor\‘eme 1 on a besoin du lemme qui est bien connu

comme l’in\’egalit\’e de Gronwall. Donc nous n\’egligeons la preuve.
LEMME 1 (L’in\’egalit\’e de Gronwall). Soit $r(t)$ une fonction continue \‘a valeurs

r\’eelles sur $[0, T]$ et soit $\rho(t)$ une fonction non croissante \‘a valeurs reelles sur
$[0_{f}T]$ . SuppOsOns que $r(t)$ et $\rho(t)$ satisfassent \‘a

$r(t)\leqq C(\rho(t)+\int_{0}^{t}r(\tau)d\tau)$

avec une constante C. Alors on a

$r(t)\leqq Ce^{Ct}\rho(t)$ .
Avant de d\’emontrer le Th\’eor\‘eme 1 nous introduisons quelques notations.

Soit $(\cdot, \cdot)$ le produit scalaire dans $L^{2}(R^{n})$ et soit $\langle D\rangle^{s}$ l’op\’erateur pseudo-
diff\’erentiel dont le symbole est $(1+|\xi|^{2})^{s/2}$ .

PREUVE $DU$ TH\’EOR\‘EME 1. Puisque l’on obtient l’in\’egalit\’e (3) par la m\^eme
m\’ethode que celle utilis\’ee pour conduire (2), nous ne conduisons que (2). D’abord
nous montrons

(4) $-{\rm Im}\int_{0}^{t}(\langle D\rangle^{s}\partial_{j}u, \langle D\rangle^{s}u)d\tau$

$\geqq\frac{1}{2}(\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}-\Vert u(O)\Vert_{(s)}^{2})-const.\int_{0}^{t}\Vert u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau$ .

Remarquons
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$-{\rm Im}(\langle D\rangle^{s}\partial_{j}u, \langle D\rangle^{s}u)$

$=\frac{1}{2}\frac{d}{dt}(\langle D\rangle^{s}u, \langle D\rangle^{s}u)-\frac{1}{2i}((\lambda_{j}-\lambda_{j}^{*})\langle D\rangle^{s}u, \langle D\rangle^{s}u)$

$-{\rm Im}((\lambda_{j}\langle D\rangle^{s}-\langle D\rangle^{s}\lambda_{j})u, \langle D\rangle^{s}u)$ ,

o\‘u $\lambda_{j}^{*}$ est l’op\’erateur adjoint de $\lambda_{j}$ . Comme $\lambda_{j}(t, x;\xi)$ est r\’eel, $\lambda_{j}-\lambda_{j}^{*}$ est d’ordre
$0$, et $\lambda_{j}\langle D\rangle^{s}-\langle D\rangle^{s}\lambda_{j}$ est d’ordre $s$, d’o\‘u il d\’ecoule qu’on a l’in\’egalit\’e (4). Ensuite
consid\’erons

$-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}(\partial_{1}+\partial_{2})u)+(\langle D\rangle^{s}(\partial_{1}+\partial_{2})u, \langle D\rangle^{s}u)\}d\tau$ .
Vu que $f=Lu$, on a

(5) $-{\rm Im}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)$

$+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}u)$

$={\rm Im}\{(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}$

$-{\rm Im}\{(i\langle D\rangle^{s}b_{0}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(i\langle D\rangle^{s}b_{0}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}$

$+{\rm Im}\{(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D))u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)$

$+(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{1}\partial_{2}-iQ(t, x;\lambda_{2}, D))u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}$

$-{\rm Im}\{(\langle D\rangle^{s}cu, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}cu, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}$

$-{\rm Im}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}u)\}$ .
Compte tenu de (4), on obtient

(6) $-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}d\tau$

$+\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}u)\}d\tau$

$\geq-\frac{1}{2}\{\Vert\partial_{1}u(i)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+2\Vert u(t)\Vert_{(S)}^{2}-\Vert\partial_{1}u(0)\Vert_{(s)}^{2}$

$-\Vert\partial_{2}u(0)\Vert_{(s)}^{2}-2\Vert u(0)\Vert_{(s)}^{2}\}$

-const. $\int_{0}^{t}\{\Vert\partial_{1}u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$ .

D’apr\‘es notre Condition $A_{1}$ , l’op\’erateur $P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D)$ s’\’ecrit

(7) $P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D)=a(t, x;D)(\partial_{1}-\partial_{2})$

$+\{a(t, x;D)\circ(\lambda_{2}-\lambda_{1})-a(t, x;D)(\lambda_{2}-\lambda_{1})\}$ ,

o\‘u $a(t, x;D)$ est un op\’erateur pseudo-differentiel d’ordre $0$ . Nous $y$ d\’esignons
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par $a(t, x;D)\circ(\lambda_{2}-\lambda_{1})$ le pseudo-produit des op\’erateurs $a$ et $(\lambda_{2}-\lambda_{1})$, c’est-\‘a-dire,
l’op\’erateur dont le symbole est $a(t, x;\xi)(\lambda_{1}(t, x;\xi)-\lambda_{2}(t, x;\xi))$ . D’apr\‘es (5) et
(7) on voit que

$-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}d\tau$

$+\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}u)\}d\tau$

$\leqq const.[\int_{0}^{t}\{\Vert\partial_{1}u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau+\int_{0}^{t}\Vert f(\tau)\Vert_{(s)}^{3}d\tau]$ ,

d’o\‘u d’apr\‘es (6)

$\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}$

$\leqq const.[\Vert\partial_{1}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(0)\Vert_{(s)}^{2}$

$+\int_{0}^{t}\{\Vert\partial_{1}u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$

$+\int_{0}^{t}\Vert f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau]$ .

Gr\^ace au Lemme 1 on a
$\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(S)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(S)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}$

$\leqq const.$ { $\Vert\partial_{1}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\int_{0}^{t}$ I $ f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau$ },

de sorte que

$\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\leqq const.\{\Vert u(0)\Vert_{(s+1)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\int_{0}^{t}\Vert f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d_{T}\}$ ,

et
$\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s)}^{2}$

$\leqq const.\{\Vert u(0)\Vert_{(s+1)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s+1)}^{2}$

$+\int_{0}^{t}\Vert f(\tau)\Vert^{2}(s)d_{T}\}$ .

D’o\‘u on a le r\’esultat.
On note que le Th\’eor\‘eme 1 reste vrai pour l’op\’erateur adjoint $L^{*}$ de $L$ .

Puisque $L^{*}$ s’\’ecrit

$L^{*}=-\partial_{1}^{*}\partial_{2}^{*}+(\partial_{2}\partial_{1}-P+iQ(t, x;\lambda_{1}, D))^{*}+\overline{c}$

ou bien
$L^{*}=-\partial_{1}^{*}\partial_{2}^{*}\perp(\partial_{1}\partial_{2}-P+iQ(t, x;\lambda_{2}, D))^{*}+\overline{c}$ ,

on peut faire de la discussion pareille \‘a celle pour $L$ .
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3. In\’egalit\’e d’\’energie II.

Cette section est consacr\’ee \‘a conduire une in\’egalit\’e d’\’energie sous la Condi-
tion $A_{2}(t_{0}=0)$ . Des outils essentiels sont les Lemmes 2 et 3 suivants d’apr\‘es
Oleinik. Pour la preuve, voir Menikoff [6].

LEMME 2. Soit $y(t)$ une fonction contin\^ument diff\’erentiable \‘a valeurs r\’eelles
sur $[0, T]$ , et soit $g(t)$ une fonction continue non n\’egative sur $[0, T]$ . Si $y(t)$ et
$g(t)$ satisfont \‘a

$ty^{\prime}(t)\leqq Ny(t)+M_{1}ty(t)+M_{2}t^{K}g(t)$ , $0\leqq t\leqq T$

pOur $K>N>0$ ($M_{1}$ et $M_{2}$ \’etant nombres positives) et

$y(0)=0$ ,

alors il existe une constante $C$ telle que

$ y(t)\leqq Ct^{N}\int_{0}^{t}g(\tau)d\tau$ .

Si de plus $g(t)$ est non croissante, alors on a
$ty^{\prime}(t)\leqq Cg(t)$

avec une constante $C$.
LEMME 3. Soit $f$ une fonction dans $C^{p+1}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ telle que $D_{t}^{k}f(O, x)=0$

p0ur $0\leqq k\leqq p$ . Alors p0ur toutes fonctions continues $v$ on a

$|\int_{0}^{t}f(\tau, x)v(\tau, x)d\tau dx|\leqq\delta\int_{0}^{t}\int\frac{|v(\tau,x)|_{\tau}^{2^{J}}}{\tau}d\tau dx+\frac{t^{2p+3}}{\delta}\int_{0}^{t}\int|D_{t}^{p+1}f(\tau, x)|^{2}d\tau dx$ ,

$\delta$ \’etant un nombre quelconque positif.
TH\’EOR\‘EME 2. Pour toute $u\in C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ il existe une constante $C$

ind\’ependante de $u$ telle que, pour un certain entier positif $p$,
$\Vert u(t)\Vert_{(s+1)}^{2}+\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s)}^{2}\leqq C\{\Vert u(0)\Vert_{(s+p+6)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s+p+4)}^{2}$

$+\sum_{j=1}^{p}\Vert Dif(0)\Vert_{(s+8)}^{2}+\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{p+1}f(\tau)\Vert_{(s+1)}^{2}d\tau\}$ ,

o\‘u $f=Lu$ .
PREUVE. Soit

$p+2t^{j}$ $\partial^{j}u$

$\overline{u}(t, x)=\sum_{j=0}(0\overline{j!\partial t^{j}}x)$

et d\’esignons
$\tilde{u}(t, x)=u(t, x)-\overline{u}(t, x)$ .

En posant $L\tilde{u}=\tilde{f}$, on voit que $f$ s’annule pour $t=0$ avec leurs d\’eriv\’ees par raport
\‘a $t$ jusqu a l’ordre $p$ . Comme dans la preuve du Th\’eor\‘eme 1, l’\’egalit\’e suivante
est importante:
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(8) $-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})$

$+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})\}d\tau$

$={\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s};, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})\}d\tau$

$-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(i\langle D\rangle^{s}b_{0}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(i\langle D\rangle^{s}b_{0}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})\}d\tau$

$+{\rm Im} J_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D))\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})$

$+(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{1}\partial_{2}-iQ(t, x;\lambda_{2}, D))\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})\}d\tau$

$-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}c\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}c\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})\}d\tau$

$-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})\}d\tau$ .

En appliquant (3) au terme gauche de (8), on aura

(9) $-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})$

$+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})\}d\tau$

$\geqq\frac{1}{2}\{\Vert\partial_{1}\hat{\text{{\it \^{u}}}}(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(t)\Vert_{(s)}^{2}+2\Vert\hat{\text{{\it \^{u}}}}(t)\Vert_{(s)}^{2}\}$

$-const.\int_{0}^{t}\{\Vert\partial_{1}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$ .

D’autre part, le membre gauche de (8) se majore par

(10) ${\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\tilde{f}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})\}d\tau$

$+const.\int_{0}^{t}\{\Vert\partial_{1}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$

$+{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D))\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})$

$+(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{1}\partial_{2}-iQ(t, x;\lambda_{2}, D))\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})\}d\tau$ .
Concernant le premier terme de (10), vu le Lemme 3 on a

(11) ${\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\tilde{f}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})\}d\tau$

$\leqq\delta\int_{0}^{t}\div\{\Vert\partial_{1}u(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\hat{\text{{\it \^{u}}}}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau+\frac{2}{\delta}t^{2p+3}\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{p+1}f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau$ .



562 K. YOSHIDA

Si l’on remarque notre Condition $A_{2}(t_{0}=0)$, alors $P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D)$ s’\’ecrit

$\div a(t, x;D)(\partial_{1}-\partial_{2})+\div(a(t, x;D)\circ(\lambda_{2}-\lambda_{1})-a(t, x;D)(\lambda_{2}-\lambda_{1}))$

o\‘u $a(t, x;D)$ est un op\’erateur pseudo-diff\’erentiel d’ordre $0$ . On en d\’eduit que
Ie d\’ernier terme de (10) se majore par

(12) const. $[\int_{0}^{t}\div\{\Vert\partial_{1}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$

$+\int_{0}^{t}\{\Vert\partial_{1}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(S)}^{2}\}d\tau]$ .
R\’esumons ce que l’on a obtenu: (10) (11) (12). Il en d\’ecoule que

(13) $-{\rm Im}\int_{0}^{t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u})$

$+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\tilde{u}, \langle D\rangle^{s}\tilde{u})\}d\tau$

$\leqq const.[\int_{0}\{\Vert\partial_{1}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$

$+\int_{0}^{t}\div\{\Vert\partial_{1}a(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}il(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert a(\tau)\Vert^{2}(S)\}d\tau]$

$+_{\delta}^{2}--t^{2p+\theta}\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{p\neq 1}f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau$ .
D’apr\‘es (9) et (13) on a

$\Vert\partial_{1}il(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}ii(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\hslash(t)\Vert_{(s)}^{2}$

$\leqq C_{1}\int_{0}^{t}\div\{\Vert\partial_{1}\hat{\text{{\it \^{u}}}}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\hat{\text{{\it \^{u}}}}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$

$+C_{2}\int_{0}^{t}\Vert\partial_{1}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s}^{2})\}d\tau$

$+C_{3}t^{2p+3}\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{p+1}f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau$ .

Posons

$ y(t)=\int_{0}^{t}\div\{\Vert\partial_{1}\hat{\text{{\it \^{u}}}}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\tilde{u}(\tau)\Vert_{(s)}^{2}\}d\tau$

et prenons $P$ assez grand tel que $2p+3>C_{1}(=C_{1}(s))$ . Gr\^ace au Lemme 2, il
s’ensuit que

(14) $\Vert\partial_{1}\tilde{u}(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}a(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\hslash(t)\Vert_{(s)}^{2}\leqq const.\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{p+1}f(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau$ ,
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de sorte que
$\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s)}^{2}$

$\leqq const.\{\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{p+1};(\tau)\Vert_{(s)}^{2}d\tau+\Vert a(t)\Vert_{(s+1)}^{2}\}$ .

Si l’on prend encore $P$ assez grand tel que $2p+3>C_{1}(=C_{1}(s+1))$, alors l’in\’egalit\’e
(12) reste vrai pour $s+1$ . Donc on obtient

(15) $\Vert\hat{\text{{\it \^{u}}}}(t)\Vert_{(s+1)}^{2}+\Vert D_{t}\theta(t)\Vert_{(s)}^{2}\leqq const.\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{v+1}\acute{f}(\tau)\Vert_{(s+1)}^{2}d\tau$ .

Comme

$\hat{\text{{\it \^{u}}}}(t, x)=u(t, x)-\sum_{j=0}^{p\neq 2}\frac{t^{j}}{j!}\frac{\partial^{j}u}{\partial t^{j}}(0, x)$ ,

et que
$\tilde{f}=f-L\overline{u}$ ,

on voit, d’apr\‘es (15), que

$\Vert u(t)\Vert_{(s+1)}^{3}+\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s)}^{2}$

$\leqq const.\{\sum_{j=0}^{p+2}\Vert D^{J_{p}}u(0)\Vert_{(s+1)}^{2}+\int_{0}^{t}\Vert D_{t}^{p\vdash 1}f(\tau)\Vert_{(s+1)}^{2}d\tau$

$+\int_{0}^{t}\Vert(D_{t}^{p+1}L\overline{u})(\tau)\Vert_{(s+1)}^{2}d_{T}\}$ .

Il est facile de voir que
$\Vert D_{t}^{k+2}u(0)\Vert_{\backslash s+1)}^{2}$

$\leqq const.\{\Vert u(0)\Vert?_{s+k+3)}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s+k+2)}^{2}+\sum_{j=0}^{k}\Vert D^{J_{t}}f(0)\Vert_{(s}^{2})\gamma$ , $k=0,1,$ $\cdots$

et que

$\int_{0}^{t}\Vert(D_{t}^{p+1}L\overline{u})(\tau)\Vert_{(s+1)}^{2}d\tau$

$\leqq const.\{\Vert u(0)\Vert_{(s+p+5)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s+p+4)}^{2}+\sum_{j=0}^{p}\Vert D^{J_{t}}f(0)\Vert_{(s+3)}^{2}\}$ ,

de sorte qu’on a l’in\’egalit\’e d\’esir\’e.
REMARQUE. Par le raisonnement pareil \‘a la remarque apr\‘es le Theor\‘eme

1, le Th\’eor\‘eme 2 reste encore vrai pour $L^{*}$ .

4. In\’egarit\’e d’ \’energie III.

Sous la Condition $A_{2}(t_{0}=T)$ on a le
TH\’EOR\‘EME 3. Pour toute $u\in C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ il existe une constante $C$

ind\’ependante de $u$ telle que
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$\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}\Vert D_{t}^{k}u(t)\Vert_{(s)}^{2}\leqq C\{\Vert u(0)\Vert_{(s+k+1)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s+k)}^{2}$

$+\sum_{j=1}^{k- 3}\int_{0}^{T}\tau$ $k=0,1,$ $\cdots$

o\‘u $f=Lu$ et que $N$ est un entier d\’ependant de $k$ et $s$.
PREUVE. D’abord, d\’emontrons

(16) $-{\rm Im}\int_{0}^{p}(T-t)^{N}e^{-\theta t}(\langle D\rangle^{s}\partial_{j}u, \langle D\rangle^{s}u)dt$

$\geqq-\frac{T^{N}}{2}\Vert u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\frac{N}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\Vert u(t)\Vert_{(S)}^{2}dt$

$+\frac{\theta}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}dt$-const. $\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}dt$ ,

o\‘u $N$ est un entier positif et que $\theta$ est un nombre positif, qui seront d\’etermin\’es
ult\’erieurement. Dans cette preuve, on emploiera assez souvent cette notation
” const.” qui signifie une constante ind\’ependante de $N$ et $\theta$ . Or, en remarquant

$-{\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}(\langle D\rangle^{s}\partial_{j}u, \langle D\rangle^{s}u)$

$=\frac{1}{2}\frac{d}{dt}\{(T-t)^{N}e^{-\theta t}(\langle D\rangle^{s}u, \langle D\rangle^{s}u)\}$

$+\frac{N}{2}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}(\langle D\rangle^{s}u, \langle D\rangle^{s}u)$

$+\frac{\theta}{2}(T-t)^{N}e^{-\theta t}(\langle D\rangle^{s}u, \langle D\rangle^{s}u)$

$-\frac{1}{2i}(T-t)^{N}e^{-\theta t}((\lambda_{j}-\lambda_{j}^{*})\langle D\rangle^{s}u, \langle D\rangle^{s}u)$

$-{\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}((\lambda_{j}\langle D\rangle^{s}-\langle D\rangle^{s}\lambda_{j})u, \langle D\rangle^{s}u)$ ,

on aura (16). Ensuite consid\’erons

(17) $-{\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)$

$+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}u)\}$

$={\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}f, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}$

$-{\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{(i\langle D\rangle^{s}b_{0}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(i\langle D\rangle^{s}b_{0}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}$

$+{\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D))u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)$

$+(\langle D\rangle^{s}(P-\partial_{1}\partial_{2}-iQ(t, x;\lambda_{2}, D))u, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)\}$

$-{\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{(\langle D\rangle^{s}cu, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}cu, \langle D\rangle^{s}\partial_{2}u)$
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$-{\rm Im}(T-t)^{N}e^{-\theta t}(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}u)$ .
Int\’egrons (17) de $0$ \‘a $T$. D’o\‘u on deduit, compte tenu de (16)

(18) $-{\rm Im}\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)$

$+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}\partial_{1}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{1}u, \langle D\rangle^{s}u)+(\langle D\rangle^{s}\partial_{2}u, \langle D\rangle^{s}u)\}dt$

$\geqq-\frac{T^{N}}{2}\{\Vert\partial_{1}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+2\Vert u(0)\Vert_{(s)}^{2}\}$

$+\frac{N}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+2\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

$+\frac{\theta}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+2\Vert u(i)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

-const. $\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+2\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{z}\}dt$ .

D’autre part, compte tenu de la Condition $A_{2}(t_{0}=T)$ on peut \’ecrire

$P-\partial_{2}\partial_{1}-iQ(t, x;\lambda_{1}, D)=\frac{1}{T-t}a(t, x;D)(\partial_{1}-\partial_{2})$

$+\frac{1}{T-t}(a(t, x;D)\circ(\lambda_{2}-\lambda_{1})-a(t, x;D)(\partial_{2}-\partial_{1}))$

avec un $op6rateur$ pseudo-diff\’erentiel d’ordre $0$ . On en d\’eduit, d’apr\‘es (17), que
le membre gauche de (18) se majore par

const. $[\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

$+\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(S)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(S)}^{2}\}dt$

$+\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\Vert f(t)\Vert_{(s)}^{2}dt]$ ,

ce qui, joint \‘a (18), montre que

(19) $N\int_{0}^{T}(T-i)^{N-1}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(S)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

$+\theta\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

$\leqq T^{N}\{\Vert\partial_{1}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(0)\Vert k)\}$

$+C_{1}\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$
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$+C_{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

$+const.\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\Vert f(t)\Vert_{(s)}^{2}dt$ .

Posons $\theta$ et $N$ assez grands tels que

$\frac{\theta}{2}>C_{1}$ et $\frac{N}{2}>C_{2}$ $(=C_{2}(s))$ ,

d’o\‘u, d’apr\‘es (19)

(20) $\frac{N}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

$+\frac{\theta}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\{\Vert\partial_{1}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}\}dt$

$\leqq T^{N}\{\Vert\partial_{1}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert\partial_{2}u(0)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(0)\Vert_{(s)}^{2}\}$

$+C_{1}\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\Vert f(t)\Vert_{(s)}^{2}dt$ .

Comme

$\Vert\partial_{j}u(t)\Vert_{(s)}^{2}\geqq\frac{1}{2}\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s)}^{2}-const.\Vert u(t)\Vert_{(s+1)}^{2}$ ,

l’in\’egalit\’e (20) donne

(21) $\frac{N}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\{\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s)}^{2}+\Vert u(t)\Vert_{(S)}^{2}\}dt$

$\leqq const$ . $T^{N}\{\Vert u(0)\Vert a_{+1)}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s)}^{2}\}$

$+const.\frac{N}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\Vert u(t)\Vert_{6+1)}^{2}dt$

$+C_{1}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\Vert f(t)\Vert_{(s)}^{2}dt$ .

En prenant encore $N$ assez grand tel que $\frac{N}{2}>C_{1}(s+1)$, compte tenu de (20)

on aura

$\frac{N}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\Vert u(t)\Vert_{(s+1)}^{2}dt$

$\leqq const$ . $T^{N}\{\Vert u(0)\Vert_{(s+2)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s+1)}^{2}\}$

$+C_{1}\int_{0}^{T}(T-t)^{N}e^{-\theta t}\Vert f(t)\Vert_{(s+1)}^{2}dt$ ,

ce qui entraine avec (21) que l’on a
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$\frac{N}{2}\int_{0}^{T}(T-t)^{N- 1}e^{-\theta t}\Vert D_{t}u(t)\Vert_{(s)}^{2}di$

$\leqq const$ . $T^{N}\{\Vert u(0)\Vert_{(s+2)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{Cs+1)}^{2}\}$

$+const.\int_{0}^{T}(T-t)^{N-1}e^{-\theta t}\Vert f(t)\Vert_{(s+1)}^{2}dt$ .

Plus g\’en\’eralement, concernant l’estimation pour $D_{l}^{t}u,$ $l\geqq 2$ , utilisons l’\’equation
$Lu=f$, et prenons $N$ tel que

(22) $\frac{N}{2}>\max(C_{2}(s), C_{2}(s+1)$, – , $C_{2}(s+l))$ .

On en d\’eduit le r\’esultat.
Comme des r\’esultats imm\’ediats des Th\’eor\‘eme 1, 2 et 3, on a les th\’eor\‘emes

d’existence et d’unicit\’e de la solution.
TH\’EOR\‘EME 4. SuppOsOns que $L$ satisfasse \‘a la Condition $A_{1}$ ou $A_{2}(t_{0}=0)$ .

Pour les donn\’ees $f\in C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ et $u_{0},$ $u_{1}\in \mathcal{D}_{L^{2}}$ il existe une seule solution $u$

dans $C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})du$ probl\‘eme de Cauchy (1) $(m=2)$ .
Avant d’\’enoncer le Th\’eor\‘eme 5 nous introduisons un espace. Soit $X$ un

espace vectoriel topologique et d\’esignons par $L^{2}([0, T];X)$ l’espace des fonc-
tions mesurable et de carr\’e sommable sur $[0, T]$ \‘a valeurs dans X. $L_{1oc}^{2}([0, T)$ ;
$X)$ d\’esigne l’espace des fonctions $u$ telles que $\varphi(t)u$ appartiennent $L^{2}([0, T];X)$

pour toutes les fonctions $\varphi$ ind\’efiniment diff\’erentiables \‘a support dant [0m $T$ ).

TH\’EOR\‘EME 5. SuppOsOns que $L$ satisfasse \‘a la Condition $A_{2}(t_{0}=T)$ . Etant
donn\’ees $u_{0}\in H_{(s+k+1)}(R^{n}),$ $u_{1}\in H_{(s+k)}(R^{n})$ et $f\in L^{2}([0, T];H_{(s+k)})$ telle que $ D_{t}^{f}f\in$

$L^{2}([0, T];H_{(s+j)}),$ $j=1,2,$ $\cdots$ $k-3$ , on a une solution unique $u$ dans $L_{1oc}^{2}([0, T)$ ;
$H_{(k)})$ telle que

$(T-t)^{(N-1)/2}D_{t}^{j}u\in L^{2}([0, T];H_{(k)})$ , $j=0,1,$ $\cdots$ , $k$ ,

o\‘u $N$ est un entier positif de’pendant de $k$ et $s$.
REMARQUE. Posons $N=2p+1$ . Si l’on peut choisir un entier non negatif

$P$ tel que $p+\frac{1}{2}>\max(C_{2}(s), C_{2}(s+1),$ $\cdots$ $C_{2}(s+k+p))$ et $l=k+P$ dans (22),

gr\^ace \‘a l’in\’egalit\’e

$(N-\frac{3}{2})\int_{0}^{T}(T-t)^{N-3}\Vert u(t)\Vert_{(s)}^{2}dt$

$\leqq T^{N-2}\Vert u(0)\Vert_{(s)}^{2}+2\int_{0}^{T}(T-t)_{1}^{N-1}|u(t)\Vert_{(s)}^{2}dt$ ,

le Th\’eor\‘eme 3 se r\’ecrit comme il suit:
TH\’EOR\‘EME 3’. Pour toute $u\in C^{\infty}([0, T];\mathcal{D}_{L^{2}})$ il existe une constante $C$

inde’pendante de $u$ telle que
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$\downarrow_{0}^{T}\Vert D_{t}^{k}u(t)\Vert_{(s)}^{2}dt\leqq C\{\Vert u(0)\Vert_{(s+p+k+1)}^{2}+\Vert D_{t}u(0)\Vert_{(s+p+k)}^{2}$

$+\sum_{j=0}^{k+p- 3}\Vert D_{t}^{j}f(0)\Vert_{(s+p+k-3-j)}^{2}+\sum_{j=1}^{k+p- 3}\int_{0}^{T}\Vert D_{t}^{j}f(t)\Vert_{(s+j)}^{2}dt$

$+\int_{0}^{T}\Vert f(t)\Vert_{(s+k)}^{2}dt\}$ .

Gr\^ace au Th\’eor\‘eme 3’ on a le m\^eme r\’esultat que l’\’enonc\’e du Th\’eor\‘eme 4
pour l’op\’erateur $L$ satisfaisant \‘a la Condition $A_{2}(t_{0}=T)$ .

5. Domaine d’influence.

Dans cette section, en utilisant le lemme de Mizohata et Ohya [9, Lemme
4] nous d\’emontrons l’existence du domaine d’influence sous la Condition $A_{1}$ .
$Commen\xi:ons$ \‘a d\’efinir le changement de coordonn\’ees “space-like” de $(t, x)$ \‘a
$(t^{\prime}, x^{\prime})$ tel que

(23) $t^{\prime}=\varphi(t, x)$ , $x_{j}^{\prime}=x_{j}$ $(1\leqq j\leqq n)$ .
D\’EFINITION 1. La transformation (23) est dite ”space-like” quand

$(\frac{\partial\varphi}{\partial t})^{2}-\lambda_{\max}^{2}\sum_{j=1}^{n}(\frac{\partial\varphi}{\partial x_{j}})^{2}>0$ ,

o\‘u
$\lambda_{\max}=\sup_{(t,x)\in}\sup_{\Omega|\xi|=1}\lambda_{j}(t, x;\xi)$ pour $j=1,2$ .

LEMME 4 (Mizohata et Ohya). Si l’on fait le changement de coordonn\’ees

sPace-like’ (23) de $(t, x)$ \‘a $(t^{\prime}, x^{\prime})$ , alors $\partial_{j}$ se transforme \‘a

$(\varphi_{t}-\lambda_{j}(i, x;\varphi_{x}))\psi_{j}(t, x;D_{t}, D)(D_{t}-\mu_{j}(t, x;D)+e_{j}(t, x;D_{t}, D)$ ,
o\‘u $\psi_{j}(t, x;\tau, \xi)$ est homog\‘ene de degr\’e $0$ en $(\tau, \xi)$ tel que $\psi_{1}(t, x;\tau, \xi)\psi_{2}(t, x;\tau, \xi)$

$\equiv 1$ et ind\’efiniment diff\’erentiable en dehors de $(\tau, \xi)=(0,0);e_{j}(t, x;D_{t}, D)$ est
un op\’erateur $pxudo- diff\acute{e}reniiel$ d’ordre $0$ .

Ce Lemme 4 montre que la Condition $A_{1}$ se conserve par le changement
de coordonn\’ees (23). En effet, les symboles de degr\’e 2 et 1 de l’op\’erateur
transform\’e de $L$ sont, respectivement,

(24) $P(t, x;\varphi_{t}, \varphi_{x})(\tau-\mu_{1}(t, x;\xi))(\tau-\mu_{2}(t, x;\xi))$

et

(25) $\frac{e_{1}(t,x;\tau,\xi)}{\psi_{1}(t,x;\tau,\xi)}(\varphi_{t}-\lambda_{2}(t, x;\varphi_{x}))(\tau-\mu_{2}(t, x;\xi))$

$+\frac{e_{2}(t,x;\tau,\xi)}{\varphi_{2}(t,x;\tau,\xi)}(\varphi_{t}-\lambda_{1}(t, x;\varphi_{x}))(\tau-\mu_{1}(t, x;\hat{\sigma}))$
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$+\tilde{a}(t, x;\tau, \xi)(\varphi_{t}-\lambda_{1}(t, x;\varphi_{x}))\psi_{1}(t, x;\tau, \xi)(\tau-\mu_{1}(t, x;\xi))$

$-\tilde{a}(t, x;\tau, \xi)(\varphi_{t}-\lambda_{2}(t, x;\varphi_{x}))\psi_{2}(t, x;\tau, \xi)(\tau-\mu_{2}(t, x;\xi))$ ,

o\‘u $\tilde{a}(t, x;\tau, \xi)$ est la transform\’ee de $a(t, x;\xi)$ , ce qui montre notre \’enonc\’e.
Or, nous obtenons le

TH\’EOR\‘EME 6. La solution $du$ Probl\‘eme de Cauchy

$\left\{\begin{array}{l}Lu=0\\u(0, x)=u_{0}(x)\\D_{t}u(0, x)=u_{1}(x)\end{array}\right.$

a son suPport dans

{$x;\bigcup_{\dot{\sigma}}|x-\xi|\leqq\lambda_{\max}|t|,$
$\xi$ parcourant le suPport de $(u_{0}(x),$ $u_{1}(x))$}

pOur chaque $t$.
Pour d\’emontrer le Th\’eor\‘eme 6 il suffit de prouver le th\’eor\‘eme de l’unicit\’e

locale pour l’op\’erateur transform\’e par (23). Mais ceci est garanti par (24) et
(25). Donc on a le Th\’eor\‘eme 6.

Ajout\’e pendant la correction des e’preuves.
Nous annongons que r\’ecemment T. Nishitani [17] a consid\’er\’e le m\^eme

probl\‘eme que nous.
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