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introduction.

Les propri\’et\’es int\’eressentes de la fonction hyperg\’eom\’etrique $F(\alpha, \beta, \gamma, x)$ ont
donn\’e naissance \‘a beaucoup de fruits de l’analyse, dont l’un des plus beaux sera
le r\’esultat d\^u \‘a H. A. Schwarz [10]. Soit $w_{1}(x)$ et $w_{2}(x)$ deux solutions lin\’eaire-
ment inde’pendantes de l’\’equation diff\’erentielle

$x(1-x)y’+[\gamma-(\alpha+\beta-1)x]y’+\alpha\beta y=0$

v\’erifi\’ee par $F_{1}(\alpha, \beta, \gamma, x)$ et supposons que $\gamma-1,$ $\alpha-\beta$ et $\gamma-\alpha-\beta$ soient contenus
dans

$Z^{-1}=$ { $1/\lambda|\lambda$ est un entier sauf $\pm 1$ ou l’infini}.

Alors la fonction inverse de $\tau(x)=w_{1}(x)/w_{2}(x)$ est uniforme et elle d\’efinit une
fonction automorphe sur un domaine isomorphe \‘a la sph\‘ere de Riemann, le plan
complexe ou le cercle unit\’e. Le groupe est induit par le groupe de monodromie
de cette \’equation et le domaine fondamental est l’image par $\tau(x)$ de la sph\‘ere
de Riemann avec une coupure passant en $0,1,$ $\infty$ . Si $\alpha=\beta=1/2,$ $\gamma=1$ , c’est la
fonction modulaire elliptique $x=\lambda(\tau)$ .

Apr\‘es qu’Appell a pr\’esent\’e les s\’eries hyperg\’eom\’etriques \‘a deux variables,
E. Picard $[6]\sim[9]$ a g\’en\’eralis\’e le travail de Schwarz au cas de deux variables
en utilisant $F_{1}(\alpha, \beta, \beta’, \gamma, x, y)$ , mais la d\’emonstration ne semble pas tout \‘a fait
compl\‘ete. L’inverse de l’application sur l’espace projectif d\’efinie par les trois
solutions lin\’eairement ind\’ependantes du syst\‘eme d’\’equations diff\’erentielles v\’erifi\’ees
par $F_{1}$ est uniforme si tout $\lambda_{i}+\lambda_{j}-1(i, j=0,1,2,3, \infty, i\neq j)$ est \’el\’ement de $Z^{-1}$

o\‘u $\lambda_{1}=1-\beta,$ $\lambda_{2}=1-\beta’,$ $\lambda_{\infty}=\alpha,$ $\lambda_{3}=\gamma-\alpha,$ $\lambda_{0}=3-(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}+\lambda_{\infty})$ ; et elle donne un
corps de fonctions automorphes. Le Vavasseur [3] a trouv\’e tous les assorti-
ments des param\‘etres qui remplissent ces conditions. Ensuite l’auteur s’y est
occuP\’e au cas de $n$ variables mais ne l’a pas encore parachev\’e.1)

1) On n’a trait\’e que les cas o\‘u $n=2$ et $\lambda_{i}+\lambda_{j}-1\geqq 0$ et $0\grave{1}1n=3$ et $\lambda_{i}=2/3$ . Et de
plus la d\’emonstration \’etait incompl\‘ete si le domaine fondamental est non-compact. D’ail-
leurs, G.D. Mostow [4] annonce qu’il l’a d\’emontr\’e au cas o\‘u $n=2$ et $\lambda_{i}+\lambda_{j}-1\geqq 0$ .
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Ici nous pr\’esentons, sous la condition qu’aucun des $\lambda_{i}$ n’est pas entier, tous
les cas o\‘u l’inverse de l’application d\’efinie par les $n+1$ solutions lin\’eairement
ind\’ependantes du syst\‘eme $(F_{1})$ de l’\’equations diff\’erentielles hyperg\’eom\’etriques
d’apr\‘es Lauricella est uniforme et par suite d\’efinit un corps de fonctions auto-
morphes sur la boule unit\’e. Si $n=1$ , comme on le sais bien, il existe un nombre
infini d’exemples. Mais au cas de 2, 3, 4 et resPectivement 5 variables, il en
existe 27, 7, 1 et respectivement 1, et il n’y en a pas d’autres. D’ailleur les corps
de ces fonctions automorphes sont tous purement transcendantaux; et m\^eme au
cas de trois variables il existe des exemples dont le domaine fondamental est
compact.

Dans Section 1, on pr\’esente quelques r\’esultats d\’ej\‘a connus et les faits \’el\’e-

mentaires en d\’eduits. Dans Section 2, on examine l’aspect des solutions du
syst\‘eme $(F_{1})$ d’\’equations diff\’erentielles hyperg\’eom\’etriques sur les points critiques.
Section 3 donne les conditions n\’ecessaires pour qu’on peut obtenir des fonctions
automorphes. Dans Section 4, on montre que ces conditions sont aussi suffisantes.
Dans Section 5, on a l’intention de diviser le domaine fondamental pour \’etablir

une relation de ces fonctions aux modules de courbes alg\’ebriques et aux travaux
de G. Shimura [11].

D’ailleurs cet article n’\’epuise pas encore toutes les Possibilit\’es de construire
des fonctions automorphes provenant de fonctions hyperg\’eom\’etriques. En effet
on a repousse’ le cas o\‘u quelques-uns de $\lambda_{i}$ sont des entiers et consid\’er\’e seulement
l’application particulier sur $P_{n}(C)$ .

\S 1. Pr\’eliminaire.

Nous allons exposer les r\’esultats d\’ej\‘a obtenus \‘a fin d’expliquer les d\’efinitions
et les notations et en d\’eduire quelques cons\’equences. D’abord quelques notations:
$N_{p}=\{0,1, \cdots , p+1\},$ $N_{p}’=N_{p}\cup\{\infty\}$ et surtout $N=N_{n}$ et $N’=N_{n}’$ ; $M_{i}(\cdots)$ exprime
la matrice dont le i-\‘eme ligne est $(\cdots)$ et dont les autres sont nuls, diag(–) est
la matrice diagonale dont les \’el\’ements diagonaux sont $(\cdots)$ , et $E_{p}$ est la matrice
unit\’e d’ordre $P;\lambda_{i}(i\in N’)$ sont des constantes complexes avec $\sum_{i\in N},$

$\lambda_{i}=n+1$ et

$\mu_{i}=\exp 2\pi\sqrt{-1}\lambda_{i}$ ; $I=\{i_{\alpha}\}\subset N’(\alpha\in N_{p- 1})$ etant donn\’e, $\lambda_{I}=\lambda_{i_{0}}+\cdots+\lambda_{\iota_{p}}-p,$ $\mu_{I}=$

$\exp 2\pi\sqrt{-1}\lambda_{I},$
$\rho_{i}=\mu_{01\cdots i-1}(1-\mu_{i})$ et $\# I=$ ( $1e$ nombre des \’el\’ements de $I$); un ensemble

$\{a_{a}\}$ de nombres \’etant donn\’e, on dira que $\{a_{\alpha}\}$ est croissant si tout $a_{\alpha}$ est r\’eel
et on a $a.<a_{\beta}$ Pourvu que $\alpha<\beta$ . D’ailleurs, les deux notations diff\’erentes des
\’el\’ements de $N$ ou de son sous-ensemble qui paraissent en m\^eme endroit expriment
des \’el\’ements diff\’erents: $i_{\alpha}\neq i_{\beta},$ $i\neq j$ .

1. Domaine de d\’efinition. Sur l’espace projectif $X$ \‘a $n$ dimensions, nous
introduisons les coordonn\’ees homog\‘enes \‘a d\’eplacements: on consid\‘ere l’ensemble
de tous les assortiments $(x_{0}, X_{1}, \cdots , x_{n+1})$ de nombres complexes dont tous ne sont
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pas \’egaux, et, les deux $x$ et $x’$ en \’etant donn\’es, on dira qu’ils sont \’equivalents
si et seulement s’il existe une constante complexe $c_{1}$ non nulle et une autre $c_{2}$

(peut \^etre nulle) telles qu’on ait $x_{i}=c_{1}x_{i}’+c_{2}$ pour tout $i\in N$ Dans cette circon-
stance on d\’esigne

$\mathscr{D}=\mathscr{D}_{n}=X\backslash S$ et $S= \bigcup_{0\leqq i<j\leq n+1}S_{ij}$ ;

$S_{ij}$ est l’hypersurface lin\’eaire de $X$ d\’efinie Par $x_{i}=x_{j}$ .
TH\’EOR\‘EME $1_{a}[13]$ . Pour toute aPplication analytique $F$ de $\mathscr{D}$ \‘a lui-m\^eme dont

l’image ne r\’eduit pas \‘a un Point, il existe une permutation $P=(\begin{array}{lllll}0 1 \cdots n+1 \infty p_{0}p_{1} \cdots \cdots p_{n+1} p_{\infty}\end{array})$

telle que $F$ co’ncide \‘a l’automorphisme $F_{p^{2)}}$ : $x-x’$ d\’efini Par
$x’(p_{i}, p_{f}, p_{k}, p_{t})=x(i, j, k, 1)$ $(i, j, k, l\in N’, x_{\infty}=x_{\infty}’\equiv\infty)$

o\‘u $x(i, j, k, l)=x(i, j, k)/x(i, j, 1),$ $x(i, j, k)=x(i, k)/x(j, k)$ et $x(i, j)=x_{i}-x_{j}$ .
En cons\’equence, si $n\geqq 2$ , le groupe d’automorphismes de $\mathscr{D}$ est isomorphe au groupe
sym\’etrique de degr\’e $n+3$ , et, si $n=1$ , il est isomorphe \‘a celui de degr\’e 3.

Puis nous essayons de faire visible l’espace de rev\^etement universel $\hat{\mathscr{D}}$ de $\mathscr{D}$ .
Etant donn\’e un point $a=(a_{i})(i\in N’)$ de $\mathscr{D}$ , on marque, sur la sph\‘ere de Riemann
$U$ avec la coordonn\’ee $u$ , les $n+3$ points $a_{i}(i\in N)$ avec $a_{\infty}=\infty$ , aucuns deux
desquels ne sont \’egaux; on $y$ trace une courbe $C_{a}$ simple, ferm\’ee, rectiligne qui
passe tous ces points $a_{i}$ par cet ordre, et on d\’esigne par $U(C_{a})$ le domaine dont
le contour est la courbe $C_{a}$ et qui s’en situe \‘a gauche. Et puis d\’esignons par
$\Phi(C_{a})$ l’ensemble des automorphismes topologiques $\varphi$ de $U$ admettant que l’image
$\varphi(C_{a})$ est une courbe simple, ferm\’ee, rectiligne, et que $\varphi(\infty)=\infty$ . Etant donn\’es
les deux \’el\’ements $\varphi,$

$\varphi’$ de $\Phi(C_{a})$ , on dit que $\varphi$ et $\varphi’$ sont \’equivalents si et seule-
ment s’il existe deux constantes complexes $c_{1}(\neq 0),$ $c_{2}$ et une famille $t\varphi_{s}$} $(0\leqq s\leqq 1)$

continue d’applications de $\Phi(C_{a})$ telles qu’on ait $\varphi_{1}=c_{1}\varphi’+c_{2},$
$\varphi_{0}=\varphi$ et $\varphi_{s}(a_{i})=$

$\varphi_{0}(a_{i})$ pour tout $0\leqq s\leqq 1$ et $i\in N’$ . Cela pos\’e, d\’esignons par $\mathcal{E}$ l’espace de quotient
de $\Phi(C_{a})$ par cette \’equivalence. Soit $l;x_{i}=x_{i}(t)(i\in N, 0\leqq t\leqq 1)$ , une courbe sur

$\mathscr{D}$ partant de $a$ , alors on peut construire une famille $\{\varphi_{t}\}(1\leqq t\leqq 0)$ des \’el\’ements

de $\Phi(C_{a})$ telle que $\varphi_{t}(a_{i})=x_{i}(t)(i\in N’)$ . On a ainsi obtenu une application de $\tilde{\mathscr{D}}$

sur $\mathcal{E}$ .
TH\’EOR\‘EME 2 [13]. L’espace $\tilde{\mathscr{D}}$ de rev\^etement universel de $\mathscr{D}$ est analytique-

ment isomorphe \‘a l’espace $\mathcal{E}$ .
L’\’el\’ement $A_{ij}(i\in N, j\in N’)$ du groupe fondamental $\pi_{1}(\mathscr{D}, a)$ de $\mathscr{D}$ qui fixe le

point $a$ est d\’ePni par la courbe: $x_{\alpha}=a_{a}(\alpha\neq i),$ $x_{i}=u_{ij}(t)(0\leqq t\leqq 1)$ o\‘u la courbe:
$u=u_{ij}(t)$ est un lacet autour de $a_{j}$ , partant de $a_{i}$ et passant dans $U(C_{a})$ . Pour
$I=\{i_{\alpha}\}\subset N(\alpha\in N_{p})$ , on utilise la notation

$A_{I}=A_{i_{0}i_{1}\cdots t_{p+1}}=A_{\iota_{0}\cdot\iota_{p}}A_{i_{0}t_{p+1}}A_{i_{1}t_{p+1}}\cdots A_{i_{p}i_{p+1}}$ ,

2) $F_{P}$ correspond \‘a $T_{P}^{-1}$ de Th\’eor\‘eme 1 de [13].
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et on dira que $\pi_{1}(\mathscr{D}, a)$ admet les relations $R_{0}$ si on a $A_{ij}=A_{ji}$ pour tout $i,$ $j\in N$,
et qu’il admet $R_{p}(1\leqq p\leqq n)$ si on a $A_{I}rightarrow A_{t_{a^{i}\beta}}$ pour tout $I\subset N$ croissant et
$i_{\alpha},$ $i_{\beta}\in I,$ 0\‘u $rightarrow$ signifie la commutativit\’e.

TH\’EOR\‘EME 3 [13]. Le groupe fondamental $\pi_{1}(\mathscr{D}, a)$ est engendr\’e par
$\{A_{ij}|i, j\in N, i\neq j\}$ et les relations entre ces \’elements se r\’eduisent \‘a $R_{0},$ $R_{1},$ $R_{2}$ et
\‘a $A_{01\cdots n+1}=unjte$ . De plus, $\pi_{1}(\mathscr{D}, a)$ a les relations $R_{p}(3\leqq p\leqq n)$ .

2. Syst\‘eme d’\’equations diff\’erentielles hyperg\’eom\’etriques et repr\’esentation
par l’int\’egrale. Ici, posons $x_{0}\equiv 0,$ $x_{n+1}\equiv 1$ et consid\’erons $x_{1},$

$\cdots$ , $x_{n}$ comme \’etant

les coordonn\’ees inhomog\‘enes de $\mathscr{D}$ .
Les constantes $\lambda_{i}(i\in N’)$ \’etant donn\’ees, consid\’erons le syst\‘eme des \’equations

diff\’erentielles, avec $\partial_{i}=\partial/\partial x_{i}$ :

$\int^{-x_{j})\partial_{i}\partial_{j}F+(\lambda_{j}-1)\partial_{i}F-(\lambda_{i}-1)\partial_{j}F=0(1\leqq i<j\leqq n)}x_{i}(x_{\ell}-1)\partial_{\ell}^{2}F+[x_{i}(x_{i}-1)\Sigma^{(x_{i}},(1-\lambda_{\alpha})/(x_{i}-x_{\alpha})+\lambda_{0i}-11\leqq\alpha\leqq n\alpha\neq i$

$(F_{1})$

$\downarrow$

$+\lambda_{\infty}(1-\lambda_{i})F=0(1\leqq i\leqq n)+(2-\lambda_{i}-\lambda_{0in+1})x_{i}$

] $\partial_{i}F+(\lambda_{i}-1)\sum_{1\leqq\alpha\leqq n\alpha\neq i}.x_{\alpha}(x_{\alpha}-1)\partial_{\alpha}F/(x_{i}-x_{\alpha})$

qui est, en posant $F={}^{t}(F, x_{1}\partial_{1}F, \cdots, x_{n}\partial_{n}F)$ , \’equivalent \‘a

$dF= \{\sum_{i=1}^{n}$[$C_{i0}d$ log $x_{i}+C_{in+1}d$ log $(x_{i}-1)$] $+ \sum_{1\leqq i\triangleleft\leqq n}C_{if}d$ log $(x_{i}-x_{j})\}F$ ,

o\‘u
$i+1$

$C_{i0}={}^{t}M_{i+1}(1\lambda_{1}-1\cdots\lambda_{i- 1}-1\lambda_{0i}\lambda_{i+1}-1\cdots\lambda_{n}-1)$ ,

$i+1$

$C_{in+1}=M_{i+1}(\lambda_{\infty}(\lambda_{i}-1)\lambda_{i}-1\cdots\lambda_{i}-1\lambda_{in+1}-1\lambda_{i}-1\cdots$ $\text{\‘{A}}.-1^{\backslash }$

et
$i+1$ $j1$

:
$C_{ij}=M_{i+1}(0\cdots 0\lambda_{j}-10\cdots 01 \lambda_{i}0\cdots 0)$

$i+1$ $f+1$

$+M_{j+1}(0\cdots 01-\lambda_{j}0\cdots 0\lambda_{i}-10\cdots 0)$ .
Puisque $dD=D\wedge D=0$ (o\‘u $dF=D\Lambda F$), il existe juste $n+1$ solutions lin\’eairement
ind\’ependantes.

D’apr\‘es Appell et Lauricella, si $\lambda_{n+1}\neq 1$ , il est \’equivalent au syst\‘eme \‘a $n$

\’equations:

$(F_{1})’$ $Q_{i}= \sum_{a=1}^{n}[x_{\alpha}(x_{i}-1)\partial_{i}\partial_{\alpha}F-(\lambda_{i}-1)x_{a}\partial_{a}F]-[\lambda_{\infty}+\lambda_{n\star 1}-(\lambda_{\infty}-1)x_{i-}^{\urcorner}\partial_{p}r^{-}$

$-(\lambda_{i}-1)\lambda_{\infty}F=0$ .

Car, avec l’\’equation
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$(x_{j}-1)\partial_{j}Q_{i}-(x_{i}-1)\partial_{i}Q_{j}=0$ ,

on a
$(\lambda_{n+1}-1)[(x_{i}-x_{j})\partial_{i}\partial_{j}F+(\lambda_{j}-1)\partial_{i}F-(\lambda_{i}-1)\partial_{j}F]=0$ .

Mais, si $\lambda_{n+1}=1$ , ce n’est pas vrai. En effet, soit $c$ une constante et $g$ une fonc-
tion avec $g(tx_{1}, \cdots , tx_{n})=t^{-\lambda_{\infty}}g(x_{1}, \cdots , x_{n})$ , et posons

$h= \sum_{m_{1}=0}^{\infty}\cdots\sum_{m_{n}=0}^{\infty}[\lambda_{\infty}/(\lambda_{\infty}+m_{1}+ \cdot.. +m_{n})]\prod_{i=1}^{n}(1-\lambda_{i}, m_{i})x_{i}^{m_{i}}/m_{i}$ !

(si $\lambda_{\infty}$ est un entier non positif, $h= \sum_{n\infty}\prod_{im_{1}+\cdots+m\approx-\lambda=1}^{n}(1-\lambda_{i},$ $m_{i})x^{m_{i}}/m_{i}$ !), o\‘u $(\lambda, m)=$

$\lambda(\lambda+1)\cdots(\lambda+m-1)$ . Alors $g+ch$ est une solution de $(F_{1})’$ , parce qu’on a $Q_{i}=$

$\partial_{i}[(\sum_{a=1}^{n}x_{a}\partial_{\alpha}F+\lambda_{\infty}F)(x_{i}-1)^{1-\lambda_{i}}]$ .

Selon Appell et Lauricella,

$F_{1}( \alpha, \beta_{1}, \cdots \beta_{n}, \gamma, x_{1}, \cdots x_{n})=\sum_{m_{1}=0}^{\infty}\cdots\sum_{m_{n}=0}^{\infty}\frac{(\alpha,m_{1}+\cdot.\cdot.\cdot+m_{n})}{(\gamma,m_{1}+\cdot+m_{n})}\prod_{\ell=1}^{n}\frac{(\beta_{i},m_{i})}{m_{i}1}x_{i}^{m_{i}}$

(si $\gamma$ est un entier non positif, $F_{1}= \sum_{m_{1}+\cdots+m_{n}=-\gamma}(\alpha, \gamma)\prod_{i=1}^{n}\frac{(\beta_{i},m_{i})}{m_{i}!}x_{i}^{m_{i}}$) dont Lauri-

cella a utilis\’e la notation $F_{D}$ , et o\‘u $\alpha=\lambda_{\infty},$ $\beta_{i}=1-\lambda_{i},$ $\gamma=\lambda_{\infty}+\lambda_{n+1}$ , est une solution
de $(F_{1})$ . D’apr\‘es [12], on peut obtenir toutes les solutions de $(F_{1})$ par les com-
binaison lin\’eaires des prolongements analytiques de $F_{1}$ pourvu qu’aucun de $\lambda_{i}$ ne
soit pas entier. D’apr\‘es Picard [5], on a la repr\’esentation int\’egrale, si $\lambda_{\infty}$ ni
$\lambda_{n+1}$ n’est un entier:

$F_{1}= \frac{1}{B(\lambda_{\infty},\lambda_{n+1})}\int_{1}^{\infty}u^{\lambda_{0}- 1}(u-x_{1})^{\lambda_{1}-1}\cdots(u-x_{n})^{\lambda_{n}- 1}(u-1)^{\lambda_{n+1}- 1}du$ .

Ult\’erieurement, la branche de la fonction \‘a int\’egrer sera pr\’ecis\’ee et on verra que
cette repr\’esentation est toujours valable.

3. Groupe de monodromie. Parce que les recherches de solutions de $(F_{1})$

reviennent \‘a examiner l’int\’egrale du type d’Euler si aucun de $\lambda_{i}$ n’est pas un
entier, repartons de cette int\’egrale.

En revenant au d\’ebut, soit $x_{0},$
$\cdots$ , $x_{n+1}$ les coordonn\’ees homog\‘enes \‘a de’pla-

cements de $X$. Fixons un point $a=(a_{0}, \cdots , a_{n+1})$ de $\mathscr{D}$ tel que $\{a_{\alpha}\}$ soit croissant,
et d\’efinissons $C_{a}$ et $U(C_{a})$ comme plus haut. Etant donn\’e un point $\tilde{x}$ de $\Phi$ avec
les coordonn\’ees $x_{0},$

$\cdots$ , $x_{n+1}$ , posons

$\omega_{i}(\tilde{x})=\frac{1}{(1-\mu_{i})(1-\mu_{\infty})}\int_{\varphi(c_{i)}}(x_{n+1}-x_{0})^{\lambda}\infty\prod_{i=0}^{n+1}(u-x_{i})^{\lambda_{i^{-1}}}du$ ,

o\‘u $c_{i}$ est un double lacet qui tourne $a_{i}$ et $a_{\infty}$ en passant seulement dans $U(C_{a})$

et pr\‘es de ces points, et o\‘u $\varphi(c_{i})$ est l’image de $c_{i}$ par une application $\varphi$ de
$\Phi(C_{a})$ correspondant au point $\tilde{x}$ de $\Phi$ . La branche de la fonction int\’egr\’ee est
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choisie de la mani\‘ere qu’elle prende une valeur positive lorsque $\varphi=identit\acute{e},$ $u$ est
r\’eel et $u>a_{n+1}$ . Comme on l’a vu dans [12], $w_{i}$ v\’erifie $(F_{1})$ , et toute solution
en est repr\’esent\’ee par une combinaison lin\’eaires des $w_{i}$ . Mais ils ne sont pas
lin\’eairement ind\’ePendants; on a

$\sum_{i=0}^{n+1}\beta_{i}w_{i}=0$ .
D\’esignon par $\rho_{\ell_{j}}w_{k}$ le prolongement analytique le long d’une courbe repr\’e-

sentant l’\’el\’ement $A_{ij}$ de $\pi_{1}(\mathscr{D}, a)$ , et notons $w={}^{t}(w_{0}, \cdots, w_{n+1}),$ $w_{i}^{0}=w_{i}-w_{0}$ et $w^{0}=$

$(w_{1}^{0}, \cdots , w_{n+1}^{0})$ . Parce qu’on peut construire effectivement une famille d’aPplica-
tions $\{\varphi_{t}\}$ pour toute courbe: $x_{i}=x_{i}(t)$ et qu’on peut savoir explicitement le
changement du chemin de l’int\’egrale et de la fonction \‘a int\’egrer, on a

$\rho_{if}w={}^{t}(\rho_{if}\omega_{0}, \cdots \rho_{ij}w_{n+1})=B_{ij}w$ ,

o\‘u, si $0\leqq i<j\leqq n+1$ ,

$B_{ij}=E_{n+2}+{}^{t}M_{i+1}(\cdots()()()()()1^{:}i+1j+10\cdots 0)$

$-{}^{t}M_{j+1}$ (m\^eme que les pr\’ec\’edents)

(pour $B_{0n+1}$ , il faut multiplier le deuxi\‘eme membre par $\mu_{\infty}$), et
$i+1$

$B_{i\infty}=\mu_{i}^{-1}E_{n+2}+\mu_{i}^{-1}{}^{t}M_{i+1}(\mu_{i}-1\cdots\mu_{i}-1\mu_{i\infty}-1\mu_{\infty}(\mu_{i}-1)\cdots\mu_{\infty}(\mu_{i}-1))$

(si $i=n+1$ , il faut multiplier le deuxi\‘eme membre par $\mu_{\infty}^{-1}$ ).

Ces matrices ne se d\’ecident pas de la mani\‘ere unique, mais lorsqu’on choisit
$w_{i}^{0}(1\leqq i\leqq n+1)$ comme \’etant les bases, on peut d\’eterminer les matrices uniques
qui expriment la monodromie: on a

$\rho_{ij}\omega^{0}=B_{ij}^{0}w^{0}$ ,

o\‘u, si $0<i<j\leqq n+1$ , on a $B_{ij}^{0}$ en \’eliminant de $B_{ij}$ la premi\‘ere ligne et la pre-
mi\‘ere colone,

$i$

$B_{0i}^{0}=E_{n+1}+{}^{t}M_{i}(-(1-\mu_{i})\cdots-(1-\mu_{i})\mu_{0i}-1-\mu_{0}(1-\mu_{i})\cdots-\mu_{0}(1-\mu_{i}))$

(si $i=n+1$ , on le multiplie par $\mu_{\infty}$),

$B_{i\infty}^{0}=\mu_{i}^{-1}E_{n+1}-M_{i}(\mu_{\infty}p_{1}\cdots\mu_{\infty}p_{i- 1}\mu_{\infty}(\tilde{\mu}_{i}-1)-1\mu_{\infty}p_{i+1}\cdots\mu_{\infty}p_{n+1})$

$-(1- \mu_{\infty}^{-1})\sum_{a=i+1}^{n+1}M_{\alpha}$ (m\^eme que les pr\’ec\’edents)

( $i\neq 0$ ; si $i=n+1$ , on le multiplie par $\mu_{\infty}^{-1}$ ), et

$B_{0\infty}^{0}=(1/ \mu_{0})(E_{n+1}+\mu_{\infty}\sum_{\alpha=1}^{n+1}M_{\alpha}(\rho_{1}\cdots a_{n+1}))$ .
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Incidemment, pour l’utilis\’er ult\’erieurement, nous pr\’esentons ici le changement

$\rho_{01\cdots m}$ correspondant \‘a $A_{01\cdots m}$ . Comme $w_{f}=w_{j}+ \sum_{\alpha=0}^{n+1}\beta_{\alpha}w_{\alpha}$ , on a aussi

$\rho_{n+1\infty}w=[\mu_{01\cdots n}E_{n+2}+\sum_{\alpha\approx 1}^{n+1}M_{\alpha}(\beta_{0}\cdots p_{n}0)+M_{n+2}(0\cdots 01-\mu_{01\cdots n})]w$ .

Or par la d\’efinition des courbes qui exprime $A_{n+1\infty}$ , on a

1’unit\’e $=A_{01\cdots n+1}=A_{01\cdots n}A_{0n+1}A_{1n+1}\cdots A_{nn+1}=A_{01\cdots n}A_{n+1\infty}^{-1}$

et par suit $A_{01\cdots n}=A_{n+1\infty}$ . Parce que les matrices repr\’esentant $\rho_{ij}$ et $\rho_{01\cdots n}$ sont
uniques pourvu que les \’el\’ements de la derni\‘ere ligne et colone soient nuls sauf
l’\’el\’ement diagonal, que $A_{01\cdots n}$ est un produit des $A_{ij}(jj\in N_{n-1})$ , et que $\rho_{01\cdots n}=$

$\rho_{n+1\infty}$, on voit, en consid\’erant le cas de dimension $m$,

$\rho_{01\cdots m}w=\mu_{01\cdots m}E_{n+1}+\sum_{i=0}^{m}M_{i+1}(p_{0}\cdots p_{m}0)+M_{m+2}(0\cdots 01-\mu_{01\cdots m})$ .

Si $\mu_{01\cdots m+1}=1$ , il existe un peu de trouble mais cela se r\’eduit si on pense la limite.

4. Forme hermitienne invariante. Si tous les $\lambda_{i}(i\in N)$ sont r\’eels, il existe
une matrice hermitienne

$A= \sum_{i=1}^{n+1}\overline{\rho}_{i}M_{i}(\beta_{1}\sqrt{\mu_{\infty}}\cdots p_{i-1}’\mu_{\infty}(\sqrt{\mu_{\infty}}(1-\mu_{i})+\overline{\sqrt{\mu_{\infty}}}(1-\overline{\mu}_{i}))\overline{p}_{i}^{-1}p_{i+1}\overline{\sqrt{\mu_{\infty}}}\cdots\rho_{n+1}\sqrt{\mu_{\infty}})-$

o\‘u $\sqrt{\mu_{\infty}}=\exp\pi\lambda_{\infty}\sqrt{-1}$ , qui v\’erifie, pour $\rho_{ij}$ arbitraire,

$(\rho_{ij}\omega^{0})^{*}A\rho_{ij}w^{0}=(\omega^{0})^{*}Aw^{0}$ .
$A$ est unique \‘a un facteur r\’eel pr\‘es. La signature de $A$ est comme suivant.

LEMME 1 [12]. Supposons que tout $\lambda_{i}$ soit r\’eel et aucun $d’ eux$ ne soit entier,
et posom $\lambda_{i}=n_{i}+\lambda_{i}’0l$) $n_{i}$ est un entier et $0<\lambda_{i}’<1$ ; la forme hermitienne $A$ est
de signature $(k+1, n-k)$ o\‘u $k= \sum_{i\in N},n_{i}$ .

En effet, la signature de $A$ est m\^eme que celui de $B^{*}AB$ avec $B=[diag(\tilde{\mu}_{1}$

$p_{n+1})]^{-1}$ , et est invariante quand $\lambda_{i}$ se changent continument pourvu qu’aucun
d’eux ne prenne pas de valeurs enti\‘eres. Donc on peut supposer que $\lambda_{i}’=1-\epsilon$

$(i=1, \cdots n-k),$ $\lambda_{j}=\epsilon(]^{=n-k+1}, \cdots , n+1)$ et $\sum_{i=0}^{n+1}\lambda_{f}’=n-k+1/2$ o\‘u $\epsilon$ est un

nombre positif suffisamment petit. En cette situation, il est facile de savoir com-
bien de valeurs propres sont positives.

\S 2. Aspects des $w_{i}$ sur les points critiques.

Nous allons maintenant examiner la propri\’et\’e des $w_{i}$ sur $S$ , ce qui est n\’e-
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cessaire pour voir la possibilit\’e de construire de fonctions automorphes. D\’esignons

d’abord par $\mathfrak{N}_{p}$ l’ensemble de tous les sous-ensembles propres $I$ de $N_{p}$ avec $\# I\geqq 2$

et notons $\mathfrak{N}=\mathfrak{N}_{n}$ .
1. Espace modifi\’e $\hat{X}$ de $X$. Comme les sous-vari\’et\’es $S_{ij}$ de $X$ ne croisent

pas en position gen\’erale, on va practiquer les a-processus de Hopf \‘a $X$ pour que,
dans le nouvel espace $\hat{X}$, les points critiques consistent en nombre fini de sous-
vari\’et\’es r\’eguli\‘eres qui se croisent en position g\’en\’erale. Mais, pour utiliser ult\’e-
rieurement, d\’efinissons $\hat{X}$ de la mani\‘ere un peu plus g\’en\’erale.

Un sous-ensemble $\mathfrak{M}$ de $\mathfrak{N}$ admettant la condition

(SP): si $\# I\geqq 3$ et $I\in \mathfrak{M}$ , tout $J$ avec $J\supset I$ est un \’el\’ement de $\mathfrak{M}$ , et $\mathfrak{M}$ contient
tout I avec $\# I=2$

\’etant donn\’e, pour tout $I\in \mathfrak{M}$, soit $X_{I^{3)}}$ l’espace projectif avec les coordonn\’ees
$x_{I,i}(i\in I)$ homog\‘enes \‘a d\’eplacements, confondrons $X$ (resp. $x_{i}$ ) avec $X_{N}$ (resp.
$x_{N,i})$ et posons $\Pi X=\prod_{I\in \mathfrak{M}}X_{I},$

$x_{I,\infty}\equiv\infty,$ $x_{I}(i, j)=x_{I,i}-x_{I,j},$ $x_{I}(i, j, k)=x_{I}(i, k)/$

$x_{I}(j, k)$ et $x_{I}(i, j, k, l)=x_{I}(i, j, k)/x_{I}(i, j, 1)$ o\‘u $i,$ $j,$ $k,$ $l\in I\cup\{\infty\}$ . Dans la
vari\’et\’e $\prod X$, on d\’efinit un sous-ensemble analytique $\hat{X}=X_{\mathfrak{M}}$ par les \’equations
simultan\’ees

(MD): $x_{I}(jk)x_{J}(j, k)=x_{I}(j, k)x_{J}(i, k)$

o\‘u on les consid\‘ere pour tout paire (I, $J$) avec $I\subsetneqq J\in \mathfrak{M}$ et tout $i,$ $j,$ $k\in I$ . Et
pour tout $I\in \mathfrak{M}$, on choisit $j_{I}$ et $k_{I}$ avec $x_{I}(j_{I}, k_{I})\neq 0$ , pose $u_{I.i}=x_{I}(i, j_{I}, k_{I})$

$(i\in I)$ et d\’esigne par $\partial=\sigma_{\mathfrak{M}}=\sigma_{X.\mathfrak{M}}$ la projection naturelle: $\hat{X}arrow X$.
PROPOSITION 1. $I,$ $J$ comme plus haut, si on a l’\’equation (MD) pour $j=j_{I}$ ,

$k=k_{I}$ et tout $i\in I$, on l’a pour tout $i,$ $j,$ $k\in I$ .
La d\’emonstration est triviale.
Posons, pour $I\in \mathfrak{M}\backslash \{N\}$ ,

$\hat{S}_{I}=S_{\mathfrak{M}.I}=\bigcap_{JI\subsetneqq\in}\bigcap_{t,J\in I}\mathfrak{M}\{k\in\hat{X}|x_{J}(i, j)=0\}$ ,

pour $;f\in\hat{X}$,

$\mathfrak{M}_{\hat{x}}=\{I\in \mathfrak{M}|\hat{x}\in\hat{S}_{I}, \# I\geqq 3\}\cup\{I|\# I=2,\hat{x}\in\hat{S}_{I}, \{J|\# J=2,\hat{x}\in\hat{S}_{J}, I\cap J\neq\emptyset\}=\emptyset\}$

et
$\mathfrak{M}_{\hat{x}}’=\{I\in \mathfrak{M}|\hat{S}_{I}\ni\hat{x}\}\backslash \mathfrak{M}_{\hat{x}}$ .

Pour $\hat{x}\in\hat{X},$
$\mathfrak{M}_{\hat{x}}’’$ signifie le sous-ensemble de $\mathfrak{N}$ qui v\’erifie (1) pour tout $I\in \mathfrak{M}_{\hat{x}}’$ ,

il existe un et un seul $J\in \mathfrak{M}_{\hat{x}}’’$ tel que $I\subset J,$ (2) si $I,$ $J\in \mathfrak{M}_{\hat{x}}’$ et $I\cap J\neq\emptyset$ , il existe
un $K\in \mathfrak{M}_{\partial i}’’$ tel que $I\cup J\subset K$ et (3) si $I\subset J\in \mathfrak{M}_{\hat{x}}’’$ et $\# I=2,$ $I\in \mathfrak{M}_{\hat{x}}’$ ; l’existence de
$\mathfrak{M}’’$ est \’evidente. Un sous-ensemble $\mathfrak{L}$ de $\mathfrak{N}$ sera dit admettre la condition (AR)
$\underline{i\epsilon}$

’3) $X_{I}$ etant de dimension $0$ , lorsque $\# I=2$ , on peut \’eliminer 1a deuxi\‘eme condition
de (SP). C’est seulement pour abre’ $ger$ .
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$si$ , pour tous les paire $I,$ $J\in \mathfrak{L}$ , on a $I\cap J\neq\emptyset,$ $I\subset J$ ou bien $I\supset J$. Un $\mathfrak{L}$ admettant
(AR) et un $I\in \mathfrak{N}$ \’etant donn\’es, on d\’esigne par $M_{\mathfrak{L}}(I)$ l’\’el\’ement $K$ de $\mathfrak{L}$ tel que
$K\supseteqq I$ et qu’il n’existe aucun $J\in \mathfrak{L}$ tel que $K\supsetneqq J\supsetneqq I$ .

PROPOSITION 2. Soit $I,$ $J\in \mathfrak{M}$ et $I\subsetneqq J$, et $\hat{x}\in\hat{X}$. Alors, (1) si on a $x_{I}(i, j)=0$

( $i,$ $j\in D$ en $\hat{x}$ , on a aussi $x_{J}(i, j)=0$, et (2) si on a $x_{J}(i,$]) $=0$ pour tous les $i,$ $j\in I$,
il existe un $K\in \mathfrak{M}$ avec $I\subsetneqq K\subset J$ tel que $if\in\hat{S}_{K}$ .

La d\’emonstration est \’evidente.

LEMME 2. $\mathfrak{M}$ \’etant comme plus haut, $\hat{X}=X_{\mathfrak{M}}$ est une vari\’et\’e reguli\‘ere.
Ce sera d\’emqntr\’e en m\^eme temps que Lemme 3.
LEMME 3. Soit $\mathfrak{M},\hat{X},$ $k$ , comme plus haut. Alors (1) $\mathfrak{M}_{\hat{x}_{i}^{\cup \mathfrak{M}_{\partial}’’}}$ admet (AR),

(2) en posant $\mathfrak{M}_{8}=\{I_{\alpha}\}(1\leqq\alpha\leqq p),$ $\mathfrak{M}_{8}’’=\{K_{\beta}\}(1\leqq\beta\leqq q)$ et $K_{\beta}=\{\beta_{0}, \cdots , \beta_{m_{\beta}}\}$ , on
peut trouver un syst\‘eme de coordonn\’ees, dans un voisinage $V$ de $jt$ ,

$\hat{x}_{a}(1\leqq\alpha\leqq p’),$ $:t_{\beta\gamma}(1\leqq\beta\leqq q, 1\leqq\gamma\leqq m_{\beta})$ avec $p’+ \sum_{\beta=1}^{q}m_{\beta}=n$ et $p\leqq p’$

tel que $\hat{S}_{I_{\alpha}}\cap V=\{:t_{\alpha}=0\}$ et que

$\bigcup_{I\in \mathfrak{M}_{\hat{x}}’}(\hat{S}_{I}\cap V)=\bigcup_{1\leqq\beta\leqq q0\leqq\gamma}\bigcup_{<\delta\leq m_{\beta}}\{\hat{x}_{\beta\gamma}=\hat{x}_{\beta\delta}\}$

o\‘u $\hat{x}_{k0}\equiv 0$, et (3) $\mathfrak{M}\cap \mathfrak{M}_{\hat{x}}’’=\emptyset$ et, si $I\in \mathfrak{M}_{i}’\epsilon$

’ on a $\# I=2$ .
En effet, (3) est \’evident. Si $I,$ $J\in \mathfrak{M}_{\hat{x}}’’$ , on a $I\cap J=\emptyset$ par la d\’efinition. Si

$I\cup J=K\neq I,$ $J$ et $I\cap J\ni\alpha$ et si $K\in \mathfrak{M}$ , on a, pour tous les $i,$ $j\in K,$ $x_{K}(i, \alpha)=$

$x_{K}(j, \alpha)=0$ . Donc $x_{K}(i, j)=0$ , ce qui contredit, et par suite (1) est d\’emontr\’e.
Pour tout $J\in \mathfrak{L}=\mathfrak{M}_{\hat{x}}\cup\{N\}$ , soit $\{J_{\alpha}|1\leqq\alpha\leqq n_{J}\}=\{I|M_{\mathfrak{L}}(I)=J\}$ et $J_{0}=J\backslash$

$( \bigcup_{\alpha\approx 1}^{n_{J}}J_{\alpha})$ , et posons

$C_{\hat{x}}= \bigcup_{J\in \mathfrak{L}}\{u_{J,j}|j\in J_{0}\cup(\bigcup_{\alpha=1}^{n_{J}}C_{J_{a}},$
$k_{J_{\alpha}}$ } $)\}$ .

$C_{\hat{x}}$ contient exactement $n$ fonctions holomorphes en $\hat{x}$ , non-constantes. Et pour
tout $I\in \mathfrak{M}$, $u_{I.i}(i\in I)$ sont des polynomes de $u_{J.j}\in C_{\hat{x}}$ . En effet, si $I=J\in \mathfrak{L}$ et
$i\in J_{0}$ , c’est evident. Si $I=J\in \mathfrak{L}$ et si c’est vrai pour tout $J_{a}(\alpha=1, \cdots n_{J})$ , pour
$i\in J_{a}$ , on a $u_{J.i}=u_{J.k}-u_{J_{\alpha}.i}(u_{J.k}-u_{J.j})(k=k_{J_{a}}, j=j_{J_{\alpha}})$ . Si $I\not\in \mathfrak{L}$ , il existe, par
Proposition 2, un $J\in \mathfrak{L}$ tel que $x_{J}(j_{I}, k_{I})\neq 0$ et on a $u_{I.i}=x_{J}(i, j_{I}, k_{I})$ . En con-
s\’equence, par r\’ecurrence et Proposition 1, Lemme 2 est d\’emontr\’e.

Quant \‘a (2), il ne faut que poser $\hat{x}_{\alpha}=u_{L,s}-u_{L.t}(L=M_{\mathfrak{L}}(I_{a}), s=j_{I_{\alpha}}, t=k_{I_{\alpha}})$

$(1\leqq\alpha\leqq p),$ $:t_{\beta\gamma}=u_{L.\beta_{\gamma}}-u_{L,\beta_{0}}(L=M_{\mathfrak{L}}(J_{\beta}))$ et que determiner $:t_{\alpha}(p<\alpha\leqq P’)$ con-
venablement. C. Q. F. D.

LEMME 4. $\mathfrak{M}$ et $\hat{X}$ \’etant comme plus haut, on a $\hat{S}=\bigcup_{I\in \mathfrak{M}}\hat{S}_{I}=\partial^{-1}(S)$ et, pour
$I\in \mathfrak{M},$ $\partial(\hat{S}_{I})=\{x\in X|x_{a}=x_{\beta}, \alpha, \beta\in I\}$ . Et de plus, si $\mathfrak{M}_{:9\cap}\{I|\# I\geqq 3\}=\emptyset,$ $\partial$ est
biholomorphe en $:t$ .

La demonstration est triviale.
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TH\’EOR\‘EME $1_{b}$ . Soit $\mathfrak{M}$ admettant (SP), $\hat{X}=X_{\mathfrak{M}}$ et $P$ une permutation

$(\begin{array}{llllll}0 1 \cdots n+1\infty p_{0}p_{1} \cdots \cdots p n+1 p_{\infty}\end{array})$ , posons $\mathfrak{M}_{P}=\{I_{P}|I\in \mathfrak{M}\}$ o\‘u, avec $P(I)=\{p_{i}|i\in I\},$ $I_{P}=P(I)(P(I)$

$\ni\infty)$ et $I_{P}=N\backslash P(I)(P(I)\ni\infty)$ , et suPposons que $\mathfrak{M}_{P}$ aussi admette (SP). Alors
il existe l’application biholomorphe $F_{P}$ ; $\hat{X}arrow\hat{X}’=X_{\mathfrak{M}_{P}}$ qui est l’extension de $F_{P}$, et
on a $F_{P}(\hat{S}_{I})=\hat{S}_{I_{P}}’=S_{\mathfrak{M}_{P}.I_{P}}$ .

En effet, en posant $p_{k}=\infty$ , on d\’efinit $\hat{F}_{P}$ : $:C-k’$ de la mani\‘ere suivante.
Pour $I\in \mathfrak{L}=\mathfrak{M}_{\hat{x}}\cup\{N\}$ , si $k\not\in I$ et $i\in I$, on pose, avec $x_{I_{P}}’(p_{J_{I}}, p_{k_{I}})\neq 0$,

$u_{I_{P\prime}p_{i}}’=x_{I_{P}}’(p_{i}, p_{j_{I}}, p_{k_{I}}, \infty)=u_{I,i}/x_{I’}(i, j_{I}, k)$ ,

o\‘u $I’=M_{\mathfrak{L}}(I\cup\{k\})$ ; ce qui est possible vu Lemme 3 et le fait $k\not\in I$ . Si $P(I)\ni\infty$ ,

pour $i\not\in I$, en choisissant un $j\in M_{\mathfrak{L}}(I)\backslash I$ on pose

$x_{I_{P}}’(p_{i}, p_{j}, p_{\infty})=x_{I’}(i, j, \infty, k)$ ,

o\‘u $I’=M_{\mathfrak{L}}(I\cup\{i\})$ ; Ce qui est possible parce que $x_{I’}(i, k)\neq 0$ vu Lemme 3 et
le fait $k\in I$. Alors, comme dans la d\’emonstration de Lemme 2 et Lemme 3,
l’application $F_{P}$ est bien d\’efinie et biholomorphe. C. Q. F. D.

2. Espace $\hat{X}_{p.q}$ et voisinage de $\hat{S}_{I}$ . Soit $Y$ (resp. $Z$ ) l’espace projectif de
dimension $p$ (resp. q) avec les coordonn\’ees \‘a d\’eplacements $y_{i}(i\in N_{p})$ (resp. $z_{j}$

$(]\in N_{q})),$ $\mathfrak{M}_{Y}$ (resp. $\mathfrak{M}_{Z}$) un sous-ensemble de $\mathfrak{N}_{p}$ (resp. $\mathfrak{N}_{q}$) admettant (SP) et

$X_{pqij}=\{y\in Y|y_{i}\neq y_{0}\}\cross\{z\in Z|z_{j}\neq z_{0}\}\cross V_{pq}$

o\‘u $V_{pq}$ est l’espace num\’erique avec les $coordonn\text{\’{e}}’esv_{k}(1\leqq k\leqq r=n-p-q)$ . Et
d\’efinissons un espace fibr\’e vectoriel \‘a base $Y\cross Z$ en identifiant, dans l’ensemble
$p+q+U^{1}\cup^{1}X_{pqij}$ , les deux point $(y, z, v)\in X_{pqij}$ et $(y’, z’, v’)\in X_{pqi’j’}$ lorsqu’on a $y=y’$ ,
$i=1j=1$

$z=z’$ (comme point de l’espace projectif) et

$v_{k}/y_{i}z_{j}=v_{k}’/y_{i’}’z_{j’}’$ $(1\leqq k\leqq r)$ , (avec $y_{0}=y_{0}’=0,$ $z_{0}=z_{0}’=0$)

dont on d\’esigne par $\pi_{pq}$ la projection. Puis, en posant $\hat{Y}=Y_{\mathfrak{M}_{Y}},\hat{Z}=Z_{\mathfrak{M}_{Z}},$
$\sigma_{Y}=$

$\sigma_{Y,\mathfrak{M}_{Z}}$ et $\sigma_{Z}=\sigma_{Z,\mathfrak{M}_{Z}}$ , d\’esignons par $\hat{X}_{pq}=X_{pq\mathfrak{M}_{Y}\mathfrak{M}_{Z}}$ (avec la projection $\hat{\pi}_{pq}$) l’espace
fibr\’e vectoriel \‘a base $\hat{Y}\cross\hat{Z}$ qui est induit par $\sigma_{Y}\cross\sigma_{Z}$ .

Ensuite pr\’eparons encore quelques d\’efinitions et notations. $\hat{O}_{pq}$ est la z\’ero-
section de $\hat{X}_{pq}$ et $U_{pq}=\hat{U}_{pq\mathfrak{M}_{Y}\mathfrak{M}_{Z}}$ est un voisinage de $\hat{O}_{pq}$ qui est l’ensemble de
points de l’int\’erieur de, avec $y_{0}=z_{0}=0$,

$\partial_{pq}^{-1}(\bigcup_{i=1}^{p+1}\bigcup_{j=1}^{q+1}\{(y, z, v)\in X_{pqij}||y_{\alpha}z_{\beta}v_{\gamma}/y_{i}z_{j}|\leqq 1(1\leqq\alpha\leqq p+1,1\leqq\beta\leqq q+1,1\leqq\gamma\leqq r)\})$

o\‘u $\partial_{pq}$ : $\hat{X}_{pq}arrow X_{pq}$ est $1’ application$ induit par $\sigma_{Y}\cross\sigma_{Z}$ . Pour $J\in \mathfrak{N}_{p}$ (resp. $\mathfrak{N}_{q}$), soit
$\hat{S}_{Y,J}$ (resp. $\hat{S}_{Z,J}$ ) d\’efini comme $\hat{S}_{I}$ et notons

$i?_{pq}^{-1}(\hat{S}_{Y.J}\cross\hat{Z})=\hat{S}_{pqY,J}$ (resp. $i?_{pq}^{-1}(\hat{Y}\cross\hat{S}_{Z.J})=\hat{S}_{pqZ,J}$).
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Surtout on d\’esigne $U_{pq\mathfrak{M}_{Y}\mathfrak{M}_{Z}}$ (resp. $\hat{S}_{pqY.J},\hat{S}_{pqZ,J}$ et $\hat{O}_{pq}$) seulement par $U_{p}=$

$U_{p\mathfrak{M}_{Y}\mathfrak{M}_{Z}}$ (resp. $\hat{S}_{pY,J},\hat{S}_{pZ.J}$ et $\hat{O}_{p}$ ) si $q=n-P-1$ et par $\hat{U}_{p}’=U_{p\mathfrak{M}_{Y}}’$ (resp. $\hat{S}_{pY.J}’$

et $\hat{O}_{p}’$ ) si $q=0$ . $\hat{U}_{p}$ et $U_{p}’$ \’etant donn\’es, par l’interm\’ediaire de l’application:
$(y, z, v)\in X_{pn-p-1ij}-,(y’, v’)\in X_{p0t1}$ d\’efinie par les formules $y=y’$ et $v_{\beta}’=vz_{\beta}/z_{j}$

$(1\leqq\beta\leqq r’=n-P)$, une application holomorphe, birationnelle $\phi_{p}=\phi_{U_{p}}$ : $U_{p}arrow U_{p}’$ est
bien d\’efinie.

LEMME 5. $U_{p},$ $U_{p}’$ et $\phi_{p}$ \’etant comme plus haut, on a
$\phi_{p}(\hat{S}_{pY.J})=\hat{S}_{pY,J}’$ $(J\in \mathfrak{M}_{Y})$ ,

$\phi_{p}(\hat{S}_{pZ,J})=\{v_{Jo}=v_{j_{1}}=\ldots=v_{J_{q+1}}\}$

$et$

$\phi_{p}(\hat{O}_{p})=\hat{O}_{p}’$ .

$(q=n-P-1, v_{0}\equiv 0, J=\{]o j_{q+1}\})$ ,

$Et$ , lorsque $p=n-2$, la restriction de $\phi_{p}$ sur $U_{p}\backslash \hat{O}_{p}$ est biholomorphe.
La d\’emonstration est triviale.
Etant donn\’e $\mathfrak{M}$ admettant (SP), $\hat{X},$ $I\in \mathfrak{M}$ et $i_{0}\in I$, on d\’esigne par $U_{I}=U_{\mathfrak{M},I}=$

$U_{\mathfrak{M},I.i_{0}}$ l’ensemble de points de l’int\’erieur de

$\partial^{-1}(\bigcap_{i\in I.j\in N\backslash I}\{x\in X|x(i, j, i_{0})\leqq 1\})$ .
$\hat{U}_{I}$ est un voisinage de $\hat{S}_{I}$ . Et soit $P_{Y}=P_{Y,i_{0}}$ (resp. $P_{Z}$) une application biuni-
voque de $I$ (resp. $N\backslash I$) sur $N_{p}$ avec $p=\# I-2$ et $P_{Y}(i_{0})=0$ (resp. $N_{q}\backslash \{0\}$ avec
$q=n-P-1)$ , et posons $\mathfrak{M}_{Y}=\{P_{Y}(J)|J\in \mathfrak{M}, J\subsetneqq I\}$ et $\mathfrak{M}_{Z}=\{P_{Z}(J)|J\in \mathfrak{M}, J\cap I=\emptyset\}\cup$

$\{P_{Z}(J\backslash I)\cup\{0\}|J\supsetneqq I\}$ . $\mathfrak{M}_{Y}$ et $\mathfrak{M}_{Z}$ admettent (SP). Puis d\’efinissons une application

$\phi_{I}=\phi_{I.\mathfrak{M}.P_{Y}.P_{Z}.i_{0}}$ : $U_{I}arrow\hat{U}_{p}$

par l’interm\’ediaire de l’application: $U_{I}\backslash \hat{S}arrow X_{pqij}$ avec $\hat{x}\mapsto(y, z, v)$ o\‘u $y(\alpha, 0)=$

$y_{a}-y_{0}=x(P_{Y}^{-1}(\alpha), i_{0})(1\leqq\alpha\leqq P+1),$ $z(\beta, 0)=1/x(P_{Z}^{-1}(\beta), i_{0})$ $(1\leqq\beta\leqq q+1)$ et $v=$

$x(P_{Y}^{-1}(i), P_{Z}^{-1}(j),$ $i_{0}$).

LEMME 6. L’application $\phi_{I}$ plus haut est bien d\’efinie et biholomorphe. D’ail-
leurs, on $a$ , pour $J\in \mathfrak{M}$ ,

$\phi_{I}(\hat{S}_{J})=\hat{O}_{P}$ $(J=I)$ , $=\hat{S}_{pY,P_{Y}(J)}$ $(J\subsetneqq I)$

$=\hat{S}_{pZ.P_{Z}(J)}$ $(I\cap J=\emptyset)$ et $=\hat{S}_{pZ,P_{Z}((J\backslash I)\cup t0\})}$ $(J\supsetneqq I)$ .

En effet, Th\’eor\‘eme $1_{b}$ assure que $\phi_{I}$ est bien d\’efinie et biholomorphe, et
les autre enonc\’es sont \’evidents.

EnPn d\’efinissons encore une modification $\hat{X}$ de $X$. Soit $\mathfrak{M}=(\mathfrak{M}_{1}, \mathfrak{M}_{2})$ une
paire de sous-ensembles de $\mathfrak{N}$ qui admet la condition

(SP): $\mathfrak{M}_{1}$ admet (SP), $\mathfrak{M}_{2}C\{I\in \mathfrak{M}_{1}|\# I=n\}$ et pour $I,$ $J\in \mathfrak{M}_{2},$ $S_{\mathfrak{M}_{1}.I}\cap S_{\mathfrak{M}_{1},J}=\emptyset$ ,

oi) $S_{\mathfrak{M}_{1}.I}$ est la sous-vari\’et\’e dans $\hat{X}_{1}=X_{\mathfrak{M}_{1}}$ .
Alors il existe une vari\’et\’e $\hat{X}=X_{\mathfrak{M}}$ et une application birationnelle $\phi:\hat{X}_{1}arrow\hat{X}$ telles
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que $\phi$ est biholomorphe sur $\hat{X}_{1}\backslash (\bigcup_{I\in \mathfrak{M}_{2}}S_{\mathfrak{M}_{1}.I})$ et que, pour tout $I\in \mathfrak{M}_{2}$ , l’application

$\phi\circ\phi_{I}^{-1}\circ\phi_{p}^{-1}$ : $\hat{U}_{p}’arrow\phi(U_{1I})$ (avec $\# I=p+2=n$ ) est biholomorphe, o\‘u $U_{1I}$ est le voi-
sinage de $S_{\mathfrak{M}_{1}.I}$ dans $X_{1}$ et o\‘u, en d\’ePnissant $\phi_{I}$ , on d\’etermine $i_{0}\in I,$ $P_{Y}$ et $P_{Z}$

arbitrairement. D\’esignons $\phi(S_{\mathfrak{M}_{1},I})$ par $\hat{S}_{I}$ et $\bigcup_{I\in \mathfrak{M}_{1}}\hat{S}_{I}$ par $\hat{S}$ .

LEMME 3’. Soit $\mathfrak{M}=(\mathfrak{M}_{1}, \mathfrak{M}_{2})$ admettant (SP), $\hat{X}=X_{\mathfrak{M}}$ , un point $\hat{x}\in\phi(\hat{S}_{\mathfrak{M}_{1},K})$

avec $K\in \mathfrak{M}_{2}$ et, avec $\mathfrak{L}=\mathfrak{M}_{1}\backslash \mathfrak{M}_{2}$ et $\{i, j\}=N\backslash K$,

$\mathfrak{M}_{j\}}’=$ {$I\in \mathfrak{L}|\# I=2,$ $R\in\hat{S}_{I}$ , il existe un $J$ tel que $\# J=2,$ $I\cap J\neq\emptyset$ et $\hat{x}\in\hat{S}_{J}$ } ,

$\mathfrak{M}_{\hat{x}}=\{I\in \mathfrak{L}|it\in\hat{S}_{I}, \# I\leqq n-1\}\backslash \mathfrak{M}_{\hat{x}}’$

$et$

$\mathfrak{M}_{\hat{x}}’’’=\{I\in \mathfrak{L}|\hat{x}\in\hat{S}_{I}\}\backslash (\mathfrak{M}_{\hat{x}}\cup \mathfrak{M}_{\hat{x}}’)$ .
Alors on a

$\mathfrak{M}_{\hat{x}}^{m}=\{K\cup\{i\}, K\cup\{]\}, \{i, ]\}\}$

et il exis $te$ un sous-ensemble $\mathfrak{M}_{\hat{x}}’’$ de $\mathfrak{N}\backslash \mathfrak{M}_{1}$ tel que $\mathfrak{M}_{\hat{x}}’’\cup \mathfrak{M}_{\hat{x}}\cup\{K\}$ admette (AR)

et qu’un I avec $\# I=2$ et $\{i, j\}\neq I$ soit un el\’ement de $\mathfrak{M}_{B}’$ si et seulement s’il existe
un $J\in \mathfrak{M}_{i}’’\epsilon$ avec $I\subset J$.

En effet, il ne faut que remarquer Lemme 3 et la d\’efinition de $\hat{X}$.
TH\’EOR\‘EME $1_{c}$ . Soit $\mathfrak{M}=(\mathfrak{M}_{1}, \mathfrak{M}_{2})$ admettant (SP) et $P$ une permutati0n de $N’$

avec $p_{\infty}=\infty$ , et posons $\mathfrak{M}_{P}=(\mathfrak{M}_{1P}, \mathfrak{M}_{2P})$ avec $M_{\alpha P}=\{I_{P}|I\in \mathfrak{M}_{\alpha}\}(\alpha=1,2)$ . Alors il
exis $te$ une appljcation biholomorphe $F_{P}$ ; $\hat{X}arrow X_{\mathfrak{M}_{P}}$ dont la restriction sur $\hat{x}\backslash S$

cofncide avec $F_{P}$ et dont on a $F_{P}(S_{\mathfrak{M},I})=S_{\mathfrak{M}_{P},I_{P}}(I\in \mathfrak{M}_{1}\backslash \mathfrak{M}_{2})$ .
En effet, c’est \’evident d’apr\‘es Th\’eor\‘eme $1_{b}$ et la d\’ePnition de $\hat{X}$.
Un ensemble analytique $T$ sur une vari\’et\’e de dimension $n$ sera dit admettre

la condition (GN) ou $(GN)_{n_{1}n_{2}}$ en un point $y$ avec les comp0santes $T_{i}(1\leqq i\leqq n_{1}’)$ et
$T_{j\alpha}(1\leqq j\leqq n_{2}, \alpha=0,1,2)$ s’il existe un voisinage $V$ de $y$ et un syst\‘eme de coordon-
n\’ees $y_{i}(1\leqq i\leqq n_{1}’)$ et $y_{j\alpha}(1\leqq j\leqq n_{2}, \alpha=1,2)$ avec $n_{1}’+2n_{2}=n$ et $n_{1}\leqq n_{1}’$ tel qu’on ait

$T_{i}\cap V=\{y_{i}=0\}$ , $T_{j\alpha}\cap V=\{y_{j\alpha}=0\}$ (avec $y_{j0}=y_{j1}-y_{j2}$).

LEMME 7. $(\mathfrak{M}_{1}, \mathfrak{M}_{2})$ admettant (SP), $\hat{S}$ est la r\’eunion des $sous- vari\acute{e}t\delta s$ r\’eguli\‘eres
$S_{I}(I\in \mathfrak{M}_{1}\backslash \mathfrak{M}_{2})$ . Et si $\mathfrak{M}_{1}\supset\{I|\# I\geqq 4\},$ $S$ admet (GN) partout sur $\hat{X}$.

En effet, la premi\‘ere partie est \’evident et on voit la deuxi\‘eme par Lemme 3’,
Lemme 4 et Lemme 5.

3. Etats des $w_{i}$ sur les points critiques. Maintenant nous examinons les
ramifications des $w_{i}$ sur leurs points critiques. D’abord pr\’esentons quelques
d\’efinitions. Une vari\’et\’e $Y$ de dimension $n$ , un sous-ensemble analytique $T$ de $Y$

de codimension 1, un assortiment $w=(w_{1}, w_{2}, \cdots w_{n+1})$ des fonctions localement
holomorphes sur $Y\backslash T$ et un groupe $G$ de transformations lin\’eaires de dimension
$n+1$ \’etant donn\’es, on dira que $w$ est de type lin\’eaire ou de type $G$ lorsque $w_{i}$
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sont lin\’eairement ind\’ependents et toute branche de $w$ est un transforme d’une
branche par un \’el\’ement de $G$ . Un point $y\in Y$, une fonction $f$ localement holo-
morphe sur $V\backslash T$ o\‘u $V$ est un voisinage de $y$ \’etant donn\’es et $T$ \’etant compos\’e
des sous-vari\’et\’es $T_{i}=\{y_{i}=0\}(1\leqq i\leqq r)$ sur $V$ o\‘u $y_{i}$ sont d’ordre 1 sur $V\cap T_{i}$ , on
dira que $w_{f}=(fw_{1}, \cdots , fw_{n+1})$ admet la condition $B((T), (e),$ $(m))$ avec $(T)=(T_{i})$ ,
$(e)=(e_{i}),$ $(m)=(m_{i})(1\leqq i\leqq r)$ lorsque le d\’eterminant wronskien de $w_{f}$ est de la forme

$g \prod_{i=1}^{r}y_{i}^{m_{i}e_{i^{-1}}}$

o\‘u $g$ est un fonction holomorphe ne s’annulant pas en $y$ et que, un voisinage $V_{0}$

de $y$ existant, pour tout point $y’ \in(T_{i}\backslash (\bigcup_{1\leqq\alpha\leqq r.\alpha\neq i}T_{\alpha}))\cap V_{0}$ on a, si $e_{i}$ n’est pas

entier, $fw_{k}= \sum_{j=1}^{m_{i}}a_{kj}y_{i}^{e_{i}}g_{j}+\sum_{j=m_{i+1}}^{n+1}a_{kj}g_{j}(1\leqq k\leqq n+1)$ o\‘u $g_{i}$ sont holomorphe en $y’$

et $a_{kj}$ sont constants et, si $e_{\ell}$ est entier,

$fw_{k}= \sum_{j=1}^{m\ell-1}a_{kf}y_{i}^{e_{i}}g_{i}+\sum_{j=m_{i+1}}^{n+1}a_{kj}g_{j}+a_{km_{i}}$ ( $y_{i}^{a}g’$ log $y_{i}+y_{i}^{b}g’$ )

ou $g_{j},$
$g^{f},$ $g’$ sont holomorphes, $a= \max(e_{i}, 0)$ et $b= \min(e_{i}, 0)$ .

LEMME 8. Soit $\hat{X}=X_{\mathfrak{N}},$ $\mathfrak{N}_{\hat{x}}=\{I\in \mathfrak{N}|\hat{S}_{I}\ni\hat{x}\}=\{I_{i}\}(1\leqq i\leqq r)$ avec $\hat{x}\in\hat{X}$ et $w_{k}$

$(1\leqq k\leqq n+1)$ les $n+1$ solutions lin\’eairement ind\’ependantes de $(F_{1})$ . Alo $rs$ , si $f=$

$\prod_{1\leqq i\leqq r.\{0.n+1I\subset I_{i}}x_{i}^{-\lambda}\infty$ o\‘u $\hat{S}_{i}=\{k_{i}=0\},$
$w_{f}$ admet

$B((\cdots,\hat{S}_{I_{i}}, ), (\cdots, \lambda_{I_{i}}, ), (\cdots, \# I_{i}-1, -))$ .
En effet la condition concernant au wronskien est montr\’ee de ce que le

wronskien des $w_{i}-w_{0}$ par rapport \‘a $x_{1}\cdots x_{n}$ (avec $x_{0}\equiv 0,$ $x_{n+1}\equiv 1$ ) est, \‘a facteur
constant pr\‘es, \’egal \‘a

$\prod_{0\leqq i\triangleleft\leqq n+1}(x_{i}-x_{j})^{\lambda_{ij^{-1}}}$

([12] Corollaire 1 de Th\’eor\‘eme 1). Quant \‘a l’autre, il ne faut que le d\’emontrer
au cas o\‘u $r=1$ et on peut supposer, sans restreindre la g\’en\’eralit\’e, que $I_{1}=I=$

$\{0,1, \cdots , p\}$ et $\{x_{I,k}\}(k\in I)$ et $\{x_{l}\}(l\in N)$ soient croissants en $\hat{x}$ , puisqu’il ne
s’agit que les points reguliers de $\hat{S}$ , que, par une permutation $P$ o\‘u le change-
ment des $w_{k}$ par l’application $F_{P}$ est explicitement donn\’e dans Section 5, on peut
transformer $I$ \‘a cette forme et que la pseudoconvexit\’e et le th\’eor\‘eme d’identit\’e
assurent la rationalit\’e de la derni\‘ere hypoth\‘ese.

En ce cas, d\’esignons par $w_{k}’(0\leqq k\leqq n+1)$ le prolongement analytique de $w_{k}$ le
long d’une courbe: $x_{i}=x_{i}(t)(0\leqq t\leqq 1)$ telle que $\{x_{i}(t)\}$ soit croissant si $t\neq 1$ et
$x_{i}(0)=a_{i}$ . Il est evident que $w_{j}’(p+1\leqq j\leqq n+1)$ sont holomorphes. Avec $x_{0}\equiv 0$

et $x_{n+1}\equiv 1,$ $\xi_{i}=x_{i}/x_{p}$ et $x_{j}(1\leqq i<p\leqq]\leqq n)$ sont les coordonn\’ees en $:l$ . Et en
posant $u=vx_{p}$ , on a

$\prod_{a=0}^{n+1}(u-x_{\alpha})^{\lambda_{\alpha}-1}du=\sum_{\nu=0}^{\infty}h_{\nu}(x_{p+1}, \cdots x_{n})x_{p}^{\lambda_{I}+\nu}v^{\nu}\prod_{\alpha=0}^{p}(v-\xi_{a})^{\lambda_{\alpha}-1}dv$
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o\‘u $\xi_{0}=0$ et $\xi_{p}=1$ et c\‘u $h_{v}$ sont holomorphes en $:t$ . Par suite, on a, si $1\leqq i\leqq p$ ,

$w_{i}’-w_{0}’=x_{p}^{\lambda_{I}} \sum_{\nu=0}^{\infty}h_{\nu}x_{p}^{\nu}\int_{0}^{\xi_{i}}v^{\nu}\prod_{\alpha=0}^{p}(v-\xi_{\alpha})^{\lambda_{\alpha}-1}dv$

o\‘u on d\’efinit cette int\’egrale par un double lacet si quelques ${\rm Re}\lambda_{\alpha}$ sont non-
positives. Puisque $(1-\mu_{I})w_{0}’+g+g’=0$ avec $g= \sum_{\alpha=0}^{p}\tilde{\mu}_{\alpha}(w_{\alpha}’-w_{0}’)$ et $g’= \sum_{\alpha=p+1}^{n+1}\tilde{\mu}_{\alpha}w_{\alpha}’$ ,

les $w_{k}’(p+1\leqq k\leqq n+1)$ et $w_{k}’-w_{0}’(1\leqq k\leqq p)$ sont lin\’eairement ind\’ependentes si
$\mu_{I}\neq 1$ , ce qui ach\‘eve la preuve si $\mu_{I}\neq 1$ . Lorsque $\mu_{I}=1,$ d’apr\‘es la forme de la
matrice correspondant \‘a $\rho_{I}$ , on a

$\rho_{I}w_{0}’=w_{0}’+g$

et par suite

$w_{0}’= \frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}g$ log $x_{p}+h$

o\‘u $h$ est uniforme et holomorphe sur $\{x_{p}\neq 0\}$ . Ensuite, en calculant l’int\’egrale
d’Iuler en divisant le chemin en deux parties: $|u|\leqq\epsilon$ et $|u|\geqq\epsilon,$ $\epsilon$ \’etant suffisam-
ment petit, on voit que $|w_{0}’|/|x_{p}|^{\lambda-\eta}$ (avec $\eta>0$ et $\lambda=\min(\lambda_{I},$ $0)$ ) est born\’e
lorsque $x_{p}$ se situe sur un domaine angulaire au centre l’origine. Puisque $g+g’$

$=0$ et que $g^{f}$ est holomorphe, ce lemme est d\’emontr\’e aussi au cas o\‘u $\mu_{I}=1$ .

\S 3. Conditiom n\’ecessaire.

On d\’ej\‘a savait que les $n+1$ solutions de $(F_{1})$ d\’efinissent une application $w$

localement biholomorphe de $\tilde{\mathscr{D}}$ sur l’espace projectif \‘a $n$ dimensions, en les re-
gardant comme les coordonnees homog\‘enes. Maintenant examinons la condition
pour que l’inverse $w^{-1}$ soit uniforme.

1. Condition n\’ecessaire.
LEMME 9. Soient $f_{1},$ $\cdots$ $f_{n}$ des fonctions holomorphes dans un voisinage $V$

de l’origine $O$ de l’espace numerique avec les coordonn\’ees $x_{1},$
$\cdots$

$x_{n},$
$\lambda$ un nombre

complexe et $p$ un entier positif avec $p\leqq n$ . Et d\’efinissons une applicati0n $w$ par
(a) $y_{i}=x_{1}^{I}f_{i}(1\leqq t\leqq p)$ , $y_{j}=f_{j}(p+1\leqq]\leqq n)$

( $\lambda$ n’est pas un entier ni l’inverse d’un entier),

(b) $y_{1}=\log x_{1}+x_{1}^{\lambda}f_{1}$ , $y_{i}=x_{1}^{\lambda}f_{i}(2\leqq i\leqq p)$ , $y_{j}=f_{j}(p+1\leqq j\leqq n)$

( $\lambda$ est un entier n\’egatif, et $f_{\ell}(O)=0(2\leqq i\leqq p)$ ),

(c) $y_{1}=x_{1}^{\lambda}$ log $x_{1}+f_{1}$ , $y_{i}=x_{1}^{\lambda}f_{i}(2\leqq i\leqq p)$ , $y_{j}=f_{j}(p+1\leqq j\leqq n)$

( $\lambda$ est un entier positif et $f_{j}(O)=0(p+1\leqq]\leqq n)$ ).

Alors, si le d\’eterminant jacobien est de la forme $x_{1}^{\lambda p-1}f_{0}$ o\‘u $f_{0}$ est une fonction
holomorphe ne s’annulant jamais, l’inverse $\omega^{-1}$ n’est pas uniforme.

En effet, (a) on peut supposer $f_{i}(O)=0(2\leqq i\leqq p)$ , en consid\’erant une trans-
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formation lin\’eaire. Par la forme du jacobien, on a $f_{1}(O)\neq 0$ et $\frac{\partial(f_{2},\cdots,f_{n})}{\partial(x_{2},\cdots,x_{n})}\neq 0$

en $O$ . Donc, comme $f_{i}(O)=0(2\leqq i\leqq p)$ , on peut supposer $x_{i}=f_{i}(2\leqq i\leqq n)$ et par
suite, avec $x_{i}=0$ $(2\leqq i\leqq n)$ , le probl\‘eme se r\’eduit au cas d’une variable: est-ce
que l’inverse de $y=x^{\lambda}f(x)$ est uniforme?

(b) En supposant $x_{i}=f_{i}(2\leqq i\leqq p)$ , on encore arrive \‘a l’uniformit\’e de l’inverse
de $y=\log x+x^{\lambda}f(x)$ avec $f(O)\neq 0$ . Soient $\epsilon$ une constante positive, $C$ une courbe
sur le Plan de $x$ form\’ee Par $|x|=2\epsilon,$ $|x|=\epsilon/2$ , argx $=\pi/\lambda$ , argx $=-\pi/\lambda$ qui
contient $x=\epsilon$ dans son int\’erieur. En posant $F(x)=\log x+x^{\lambda}f(x)-\log$ $\epsilon-\epsilon^{\lambda}f(\epsilon)$,
on a $F(\epsilon)=0$ , et, si $\epsilon$ est suffisamment petit, on a $|F(x)|>2\pi$ sur $C$ ; donc

$(1/2 \pi\sqrt{-1})\int_{c}d$ log $[F(x)-2\pi\sqrt{-1}]>0$ ; cons\’equemment il existe une valeur $\epsilon’$

$(\neq\epsilon)$ avec $F(\epsilon^{f})=0$ .
(c) Si on pose $y_{i}’=y_{i}/x^{\lambda}(1\leqq i\leqq n)$ , on arrive \‘a (b). C. Q. F. D.
2. Valeurs de $\lambda_{I}$ v\’erifiant les conditions n\’ecessaires. Par le lemme pr\’e-

c\’edent, on voit que, pour que l’inverse $w^{-1}$ soit uniforme, il faut que, pour tout
$I\subset \mathfrak{N},$ $\lambda_{I}\in Z^{-1}$ . En effet, on n’a besoin que Lemme 9, Lemme 8 et la formule
$g+g’=0$ dans la d\’emonstration de Lemme 8.

Au cas d’une variable, il existe un nombre infini d’exemples o\‘u ces condi-
tions sont v\’erifi\’ees. Mais au cas de deux variables, il en existe seulement 27 \‘a
permutation pr\‘es:

(1) (2) (3)
$\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=$ 2/3 3/5 5/8

$\lambda_{\infty}=$ 1/3 3/5 1/2

(6) (7) (8) (9)
$\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=$ 2/3 2/3 1/2 1/2

$\lambda_{3}=$ 1/2 5/6 5/6 3/4
$\lambda_{\infty}=$ 1/2 1/6 2/3 3/4

(4) (5)

5/9 7/12

7/9 2/3

(10) (11) (12) (13) (14) (15)
3/4 3/4 5/8 3/5 3/4 3/4
1/2 3/8 7/8 9/10 7/12 5/12
1/4 3/8 1/4 3/10 1/6 1/3

(16) (17) (18) (19) (20) (21) (22)
2/3 7/12 7/12 3/5 5/9 3/4 5/8
7/12 11/123/4 11/1517/189/20 17/24
5/12 1/3 1/2 7/15 7/18 3/10 5/12

(23) (24) (25) (26) (27)
$\lambda_{0}=\lambda_{1}=$ 7/12 5/12 7/12 $\lambda_{0}=\lambda_{1}=$ 3/4 2/3
$\lambda_{2}=\lambda_{3}=$ 3/4 2/3 2/3 $\lambda_{2}=$ 7/12 1/2

$\lambda_{\infty}=$ 1/3 5/6 1/2 $\lambda_{3}=$ 5/12 1/3
$\lambda_{\infty}=$ 1/2 5/6
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Au cas de trois variables, il en existe 7:
(28) (29) (30) (31) (32) (33)

$\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda_{4}=$ 2/3 3/4 5/8 $\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=$ 2/3 3/4 3/4
$\lambda_{\infty}=$ 2/3 1/4 7/8 $\lambda_{4}=$ 5/6 1/2 7/12

(34) $\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=3/4,$ $\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{\infty}=7/12$ $\lambda_{\infty}=$ 1/2 1/2 5/12

Au cas de quatre et cinq variables, il en existe respectivement un:
(35) $\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{6}=3/4,$ $\lambda_{\infty}=1/2$ ,
(36) $\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{5}=\lambda_{6}=\lambda_{\infty}=3/4$ .

Au cas de deux variables, ce liste n’est qu’une partie de celui de Le Vavasseur
[3]. Son liste contient le cas o\‘u quelques-uns de $\lambda_{ij}$ sont $\pm 1$ qu’on doit exclure
comme on vient de le voir, et aussi le cas o\‘u quelques-uns de $\lambda_{i}$ sont entiers
qu’on a exclu au d\’ebut mais il reste encore la possibilit\’e de construire des fonc-
tions automorphes: un probl\‘eme. Si $n=3$, on obtient ce liste comme ce qui suit:
la m\’ethode est tout \‘a fait pareil au cas de deux variables. En effet, on peut
supposer $que\lambda_{0}\geqq\lambda_{1}\geqq\lambda_{2}\geqq\lambda_{3}\geqq\lambda_{4}\geqq\lambda_{\infty}$ . D’abord, (28) est une solution. Autrement
il faut que $\lambda_{01}=1/2$, et par suite $\lambda_{1}\geqq\lambda_{2}\geqq 5/8$ ; donc $\lambda_{02}=1/2$ et $\lambda_{12}\geqq 1/4$ . Si $\lambda_{12}=$

$1/4$, on a $\lambda_{1}=\cdots=\lambda_{\infty}=5/8,$ $\lambda_{0}=7/8$ . Si $\lambda_{12}=1/3,$ $\lambda_{0}=5/6$, donc $\lambda_{1}=\lambda_{2}=2/3$ . En
cons\’equence, $\lambda_{3}=\lambda_{4}=2/3,$ $\lambda_{\infty}=1/2$ . Si $\lambda_{12}=1/2$ , on a $\lambda_{0}=\lambda_{1}=\lambda_{2}=3/4$ et $\lambda_{03}\geqq 1/3$ .
Si $\lambda_{3}=1/3$ , on a $\lambda_{3}=\lambda_{4}=\lambda_{\infty}=7/12$ . Si $\lambda_{03}=1/2$ , on a $\lambda_{3}=3/4$ et de suite en suite
les autres.

\S 4. Fonctions automorphes provenant de $F_{1}$ .
Nous allons maintenant dans tous les cas enonc\’es dans la section pr\’ec\’edente

construire un corps de fonctions automorphes.

1. Lemmes. On se donne d’abord une vari\’et\’e $Y$ connexe de dimension $n$ ,

un ensemble analytique $T$ (resp. $T_{0}$ ) de $Y$ compos\’e d’un nombre fini de sous-
vari\’et\’es reguli\‘eres de codimension 1 (resp. de quelques composantes de $T$ ) et
$n+1$ fonctions $w=(w_{1}, w_{2}, \cdots , w_{n+1})$ localement holomorphes sur $Y\backslash T$ . On peut
regarder $w$ comme aPplication localement holomorphe dans l’espace projectif si
tous les $w_{i}$ ne s’annulent simultan\’ement en aucun point. It les notations $y,$ $V=$

$V_{y},$ $Z_{V}$, et respectivement $w_{f}$ signifient un point de $Y$, un voisinage suffisamment
petit de $y$ , une vari\’et\’e connexe \’etal\’ee au-dessus de $V$ avec la projection $\pi_{V}$

propre dont $\pi_{V}^{-1}(y)$ consiste en un point, et respectivement les fonctions $(fw_{1},$ $\cdots$ ,
$fw_{n+1})$ o\‘u $f$ est une fonction algebroide en $y$ .

REMARQUE. Apr\‘es avoir pris un $V$ , il $y$ aura le cas o\‘u il faut raccourcir $V$ ,

mais on utilisera la m\^eme notation $V$ aussi pour le nouveau voisinage sans rien
en dire. Et il en sera de m\^eme de $Z_{V}$ . D’ailleurs, on confondra quelque fois $T$

avec $T\cap V$ , etc.
LEMME 10. Supposons que $T$ admette $(GN)_{n_{1}n_{2}}$ avec les composantes $T_{i}(1\leqq i\leqq n_{1})$

et $T_{j\alpha}(1\leqq j\leqq n_{2}, \alpha=0,1,2)$ , qu’il existe au Plus un $i$, disons $i_{0}$ , dont $T_{i_{0}}$ est la
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seule composante de $T_{0}$ passant en $y$ et qu’il existe une fonction algebro’de $f$ telle
que $w_{f}$ admette $B((\cdots T_{i}, T_{f\alpha}, )(\cdots e_{i}, e_{j\alpha}, )(\cdots m_{i}, m_{ja}, ))$ o\‘u
$e_{i_{0}}=0,0<e_{i}\in Z^{-1}(i\neq i_{0}),$ $m_{i}=m_{ja}=1$ et o\‘u $e_{j\alpha}$ satisfont \‘a l’un de (a), (b) suivants
\‘a permutation des $\alpha(=0,1,2)$ pr\‘es

(a) $e_{j1}=e_{j2}=1/2$ , $0<e_{j0}\in Z^{-1}$ ,

(b) $e_{j0}=1/2$ , $e_{j1}=e_{j2}=1/3$ .
Alors il existe $V$ et $Z_{V}$ tels que toute branche de $fw_{k}(1\leqq k\leqq n+1)$ soient locale-
ment holomorphe sur $Z_{V_{0}}=Z_{V}\backslash Z_{T_{0}}(Z_{T_{0}}=\pi_{V}^{-1}(T_{0}))$ et que $w_{f}$ , comme fonctions
sur $Z_{V_{0}}$ , admette $B(Z_{T_{0}},0,1)$ en $z=\pi_{V}^{-1}(y)$ .

En effet avec $T_{i}=\{y_{i}=0\}$ et $T_{ja}=\{y_{j\alpha}=0\}(y_{j0}=y_{j1}-y_{f2})$ , il ne faut que
consid\’erer comme $Z_{V}$ le domaine riemannien d\’efini par le prolongement analytique
simultan\’e de $y_{i}^{e_{i}},$ $z_{j1}$ et $z_{j2}(1\leqq i\leqq n_{1},1\leqq j\leqq n_{2})$ o\‘u $z_{j\alpha}(\alpha=1,2)$ sont d\’efinis,
suivant le cas (a) ou (b), par

(a) $y_{a}=(z_{1}^{m}-(-1)^{\alpha}z_{2}^{m})^{2}$

(b) $y_{1}=[(z_{1}-\zeta^{4}z_{2})(z_{1}+\zeta^{5}z_{2})(z_{1}+\zeta^{3}(1+\zeta)z_{2})(z_{1}-(1-\zeta)z_{2})]^{3}$

$y_{2}=[(z_{1}+\zeta^{4}z_{2})(z_{1}+\zeta z_{2})(z_{1}-\zeta^{2}(1-\zeta)z_{2})(z_{1}-(1-\zeta^{5})z_{2})]^{3}$

o\‘u $\zeta=\exp\pi\sqrt{-1}/6$ et o\‘u on d\’esigne $y_{ja},$ $z_{j\alpha}$ et respectivement $1/e_{j0}$ seulement
par $y_{a},$ $z_{a}$ et respectivement $m$ . On a aussi

(a) $z_{\alpha}=(y_{1}^{1/2}-(-1)^{a}y_{2}^{1/2})^{1/m}$ , $\frac{\partial(y_{1},y_{2})}{\partial(z_{1},z_{2})}=g_{1}\cdot(y_{1}y_{2})^{1/2}(y_{1}-y_{2})^{1/m}$

ou

(b) $z_{1}=(\eta_{2}-\zeta^{3}\eta_{0})^{1/2}$ , $z_{2}=[\zeta^{3}(\eta_{2}-\eta_{1})]^{1/2}$ , $\frac{\partial(y_{2},y_{2})}{\partial(z_{1},z_{2})}=g_{2}\cdot(y_{1}y_{2})^{2/3}(y_{1}-y_{2})^{1/2}$

o\‘u $\eta\beta=(y_{1}^{1/3}-\zeta^{4\beta}y_{2}^{1/3})/(1-\zeta^{4})\zeta^{2(\beta-1)}(\beta=0,1,2)$ et o\‘u $g_{1}$ et $g_{2}$ sont holomorphes
et ne s’annulent pas en $y$ . On voit donc, en supposant $f\equiv 1$ sans restreindre la
g\’en\’eralit\’e, que $w_{k}(1\leqq k\leqq n+1)$ sont localement holomorphes sur $Z_{V_{0}}$ vu la pro-
pridt\’e pseudoconvexe de domaine d’holomorphie. Ensuite, avec $z_{0}=y_{t_{0}^{Q}}\pi_{V},$ $z_{0}$ est
une fonction holomorphe sur $Z_{V}$ telle que $Z_{T_{0}}=\{z_{0}=0\}$ et il existe un point
$z’\in Z_{T_{0}}$ tel qu’on ait $w_{k}=c_{k}g_{0}\log z_{0}+g_{k}(1\leqq k\leqq n+1),$ $g_{k}(0\leqq k\leqq n+1)$ \’etant
holomorphes en $z’$ et $c_{k}$ etant constantes. Par une transformation lin\’eaire, on
peut supposer $c_{k}=0(k\geqq 2)$ et donc, $w_{k}$ \’etant lin6airement ind\’ependantes, $g_{k}(k\geqq 2)$

sont holomorphe sur $Z_{V}$ vu la pseudoconvexit\’e. Par le prolongement analytique
de $w_{1}$ le long d’un lacet Par rapport \‘a $Z_{V_{0}}$ , on voit $g_{0}$ une combinaison lin\’eaire
des $w_{k}(k\geqq 2)$ . Donc $g_{0}$ , et par suite, $g_{1}$ sont aussi holomorphes sur $Z_{V}$ , ce qui
ach\‘eve la d\’emonstration.

$Y,$ $f,$ $w,$ $G$ , un sous-groupe $G_{0}$ de $G$ , un \’el\’ement $s_{0}\in G_{0}$ et une forme $F=$

$|w_{n+1}|^{2}- \sum_{i=1}^{n}|w_{i}|^{2}$ dtant donn\’ees, on dira que la paire $(w, G_{0})$ admet la condition
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$L(f, s_{0}, F)$ en $y$ lorsque $G_{0}$ est engendr\’e par si $(0\leqq i\leqq n_{0})$ avec $s_{i}s_{0}=s_{0}s_{i}$ , que, $d$

\’etant une valeur propre de $s_{i}$ , on a $|d|=1$ , que $s_{i}$ est aussi une transformation
lin\’eaire de $w_{f}$ avec $s_{i}(fw_{k})=d_{i}fs_{i}(w_{k})$ et $|d_{i}|=1$ , que $F|f|^{2}$ est fini et positive
en $y$ et que $G_{0}$ rend $F$ invariant.

LEMME 11. Soit la situation de Lemme 10, et, $G_{0}\subset G$ et $F$ \’etant donn\’es, sup-
posons que $(w, G_{0})$ admette $L(f, s_{0}, F)$ en $y$ o\‘u $s_{0}$ est d\’efini par $\log y_{i_{0}}->\log y_{i_{0}}$

$+2\pi\sqrt{-1}$ . Alors, pour $\epsilon>0$ arbitraire, il existe un voisinage V. de $y$ ne de’-
pendant pas de $s\in G_{0}$ tel qu’on ait

$F/|s(w_{n+1})^{2}|<\epsilon$

sur $V_{0\epsilon}=V_{\text{\’{e}}}\backslash T_{0}$ Pour tout $s\in G_{0}$ .
En effet, d’apr\‘es Lemme 10, on peut supposer sans restreindre la g\’en\’eralit\’e

que $f\equiv 1$ et qu’une seule composante $T_{i_{0}}$ de $T$ passe par $y$ et par suite $Z_{V}=V$

et $z_{0}=y_{i_{0}}$ . On d\’esigne, en abr\’egeant, $w_{n+1},$ $w_{n}$ et respectivement $\sum_{i=1}^{n-1}|w_{i}|^{2}$ seule-

ment par $w,$ $w’$ et respectivement $W$ . Par une transformation lin\’eaire rendant
$F$ invariant, on peut supposer $w=g_{0}\log h+g,$ $w’=ag_{0}\log h+g’$ avec $h=y_{i_{0}},$ $g_{0},$ $g’$

et $g$ holomorphes en $y$ et $a$ constante, et $w_{i}(1\leqq i\leqq n-1)$ holomorPhes. Alors on a

$F=(1-|a|^{2})|g_{0}\log h|^{2}+2{\rm Re}$ (g–ag’)$g_{0}\log h+|g|^{2}-|g’|^{2}-W$ .

Comme $s_{0}^{m}(F)=F$ pour tout entier $m$ , on a $|a|=1$ vu le coefficient de $m^{2}$ et par
suit on peut supposer $a=1$ ; et selon le coefficient de $m$ , on voit ${\rm Im}(\overline{g}’-g)g_{0}=0$

et par suite
$g’-g=cg_{0}$ (avec $c$ constante r\’eelle).

Puisque $F>0$, on a
$c>0$ .

Pour $s\in G_{0}$ , posons

$s(w)=bw+b’w’+W_{b}$ $( avecW_{b}=\sum_{i=1}^{n-1}b_{i}w_{i})$ ;

\’evidemment, avec $K= \sum_{i=1}^{n-1}|b_{i}|^{2}$ et $t=b+b’$ , on a $|b|^{2}=1+K+|b’|^{2}$ et

$s(w)=tg_{0}\log h+tg+cg_{0}b’+W_{b}$ .

Or par les formules $s_{0}s(w)=s(w)+2\pi\sqrt{-1}tg_{0},$ $ss_{0}(w)=s(w)+2\pi\sqrt{-1}s(g_{0})$ et $ss_{0}$

$=s_{0}s$ , on a
$s(g_{0})=tg_{0}$ .

Donc, $g_{0}$ est une fonction propre pour tous les $s\in G_{0}$ , et, $s$ \’etant un produit des
$s_{i}$ , on a $|t|=1$ et par suite ${\rm Re} b’\overline{t}=-K/2$ . En cons\’equence, on a

$|s(w)|^{2}\geqq|g_{0}|^{2}|\log h+c\overline{t}b’|^{2}-|g|^{2}-|W_{b}|^{2}$

$\geqq|g_{0}|^{2}|\log|h|-cK/2|^{2}-|g|^{2}-KW$
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et, donc, dans un voisinage suffisamment petit de $y$ ,

$F/|s(w)|^{2}\leqq[-2{\rm Re}(c|g_{0}|^{2}\log h)+|g|^{2}]/(|g_{0}|^{2}\log|h|)^{2}\leqq-c/\log|h|$

ce qui ach\‘eve la d\’emonstration, parce que $g_{0}$ ne s’annule pas vu le wronskien.
LEMME 12. $Y,$ $T,$ $T_{0},$ $w,$ $G$ et $F$ \’etant donn\’es, suppOsOns que $Y,$ $T$ et $T_{0}$

soient compacts, que $T_{0}$ consiste en les composantes $T_{0}^{(j)}$ avec $\tau_{0\cap T_{0}^{(j)}=\emptyset}^{(t)}(i\neq])$

et qu’on soit dans la situation de Lemme 10 en tout pOint $y$ de $Y$ avec une fonc-
tion algebro’de $f$ o\‘u le sous groupe $G_{0}$ est, si $y\in T_{0}^{(j)}$ , le groupe des transforma-
tions de $w$ obtenues par les prolongements analytiques dans un voisinage $Y^{(j)}$

suffisamment petit de $T_{0}^{(j)}$ . Alors $w$ d\’efinit une application $w_{Z}$ localement biholo-
morphe d’une vari\’et\’e $Z$ \’etal\’e au-dessus de $Y_{0}$ avec la projection $\pi$ \‘a la boule unit\’e

$B= \{\sum_{i=1}^{n}|w_{i}|^{2}<|w_{n+1}|^{2}\}$

dans l’espace pr0jectif aux coordonn\’ees homog\‘e$nesw_{i}(1\leqq i\leqq n+1)$ ; et de plus, $si$ ,
p0ur une courbe $l$ continue sur $Z$ , la longueur $L$ de $w_{Z}(l)$ m\’esur\’ee par la m\’etrique

de Poincar\’e-Bergman

$ds^{2}=(|(dw, w)|^{2}-(dw, dw)(w, w))/(w,$ $w\rangle$

o\‘u $dw=$ $(dw_{1}, \cdots , dw_{n+1})$ et, par exemple, $(dw, w)= \sum_{i=1}^{n}\overline{w}_{i}dw_{i}-\overline{w}_{n+1}dw_{n+1}$ , est finie,

on a $\overline{l}_{Y}\cap T_{0}=\emptyset$ o\‘u $\overline{l}_{Y}$ est la fermeture de $l_{Y}=\pi(l)$ dans $Y$ .
En effet, la vari\’et\’e $Z$ n’est rien d’autre que le domaine de Riemann uni-

formis\’e, d\’efini par les prolongements analytiques simultan\’es des $w_{i}/w_{n+1}(1\leqq i\leqq n)$ .
Par Lemme 11, $Z$ est bien d\’ePnie et donne une application $w_{Z}$ localement biholo-
morphe. Si $l \cap[Z\backslash \pi^{-1}(\bigcup_{j}Y^{(j)})]$ avait un nombre infini de composantes connexes,

$L$ ne serait pas fini parce que $Y$ est compacte et que, $w_{Z}$ \’etant localement
biholomorphe et $G$ rendant invariante la forme $F$, la m\’etrique sur $B$ donne
naturellement une m\’etrique sur $Z$ invariante par les transformations de rev\^ete-
ment. Donc il ne faut d\’emontrer qu’au cas o\‘u $l_{Y}$ est contenu dans un seul
$Y^{(j)}$ . S’il existait un point de $\overline{l}_{Y}\cap T_{03}^{(j)}$ par Lemme 11, $\partial B\cap\overline{w_{Z}(l)}$ ne serait pas
vide et par suite $L$ serait infini. C. Q. F. D.

LEMME 13. Soit $Y_{0}$ une variet\’e complexe, connexe, de dimension $n,$ $Z$ une
vari\’et\’e complexe, connexe, \’etal\’ee au-dessus de $Y_{0}$ avec la pr0jection $\pi,$

$B$ une vari\’et\’e
complexe, simplement connexe, avec une m\’efrique riemannienne et $w$ une applica-
tion localement biholomorphe de $Z$ \‘a B. Et p0ur tout point $y$ de $Y_{0}$ , il existe
un voisinage $V$ dont chaque comp0sante connexe $V_{\alpha}(\alpha=1, 2, )$ de $\pi^{-1}(V)$ con-
tient seulement un point de $\pi^{-1}(y)$ , dont la restriction de $\pi$ sur $V_{\alpha}$ es $t$ propre, $et$

dont il existe, p0ur tout $\alpha$ et $\beta(=1, 2, )$ , il existe une applicati0n biholomorphe
$\pi_{a\beta}$ ; $V_{\alpha}arrow V_{\beta}$ tel que $\pi^{Q}\pi_{a\beta}=\pi$ , que la restriction $w_{(\alpha)}$ (resp. $w_{(\beta)}$ ), de $w$ sur $V_{\alpha}$

(resp. $V_{\beta}$ ) soit biholomorphe et que $w_{(\beta)^{Q}}\pi_{a\beta^{\circ}}w_{(\alpha)}^{-1}$ soit isom\’etrique. D’ailleurs
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suPposms que, pOur toute courbe continue $l$ sur $Z$ dont la longueur $L$ de $w(l)$

est finie, la prOjectiOn $\pi(l)$ soit relativement compacte. Alors $w$ est une aPplicatim
biholomorphe entre $Z$ et $B$ .

En effet, soit $z’$ (resp. b) un point de $Z$ (resp. $B$), $\Omega$ l’inverse de la restric-
tion de $w$ dans un voisinage suffisamment petit de $z’$ et $\overline{l}_{B}$ une courbe continue
sur $B$ joignant le point $w(z’)$ \‘a $b$ telle que la longueur $L$ de $\overline{l}_{B}$ soit Pnie et que
$\Omega$ puisse se prolonger analytiquement le long de la courbe $l_{B}=\overline{l}_{B}\backslash \{b\}$ . Alors la
courbe $l=\Omega(l_{B})$ est bien d\’efinie et, $\pi(1)$ \’etant relativement compact, il existe une
suite $\{z^{(\nu)}\}(\nu=1, 2, )$ de points de $l$ telle que $\pi(z^{(\nu)})$ tende vers un point $y$ de
$Y_{0}$ et que $\lim_{\nuarrow\infty}w(z^{(\nu)})=b$ . Soit $\{z_{a}\}_{a=1,2}\ldots.=\pi^{-1}(y)$ , et les voisinages $V$ et $V_{a}$

comme plus haut. Comme $\lim_{arrow\infty}\pi(z^{(\nu)})=y$ , pour tous les $\nu$ suffisamment grands, il

existe un $\alpha(\nu)$ tel que $z^{(\nu)}\in V_{\alpha(\nu)}’$ o\‘u $V_{\alpha}’=V_{\alpha}\cap\pi^{-1}(V’),$ $V^{f}$ \’etant un voisinage de
$y$ avec $V’\subset\subset V$ . S’il existait un nombre infini de $\nu$ tel que $\alpha(v)\neq\alpha(v+1)$, la
longueur $L$ serait infinie; il existe un $\nu_{0}$ et un $\alpha_{0}$ tels qu’on ait $z^{(y)}\in Z_{\alpha_{0}}$ pour
tout $\nu\geqq\nu_{0}$ . En posant $z=V_{\alpha_{0}}\cap\pi^{-1}(y)$ , on a $\lim_{\nuarrow\infty}z^{(\nu)}=z$ et $w(z)=b$, et par suite $\Omega$

peut se prolonger jusqu’\‘a $b$ le long de la courbe continue $\overline{l}_{B}$ . Donc, comme on
le voit facilement, $\Omega$ peut se prolonger partout sur la vari\’et\’e $B$ simplement
connexe. En cons\’equence, l’inverse $w^{-1}=\Omega$ de l’application $w$ localement biholo-
morphe est uniforme et d\’ePnie partout sur $B$ , ce qui signifie que $w$ est biholo-
morphe. C. Q. F. D.

2. Corps de fonctions automorphes. Maintenant nous construisons un corPs
de fonctions automorphes pour chaque cas dans Section 3. Dans ce num\’ero,
donc, nous sommes dans une situation de (1) $\sim(36)$ et surtout supposons que
$0<\lambda_{i}<1(i\in N’)$ .

D’abord en posant $x_{0}\equiv 0,$ $x_{n+1}\equiv 1$ et $w_{i}’=w_{i}-w_{0}$ et en calculant

$\int\int\prod_{Ui=0}^{n+1}|u-x_{i}|^{2(\lambda_{i}-1)}dud\overline{u}$ ,

on a

$F’= \sum_{i.j=1}^{n+1}a_{ij}w_{i}’\overline{w_{j}’}>0$ (avec $A=(a_{ij})$ )

sur $\mathscr{D};F’$ est, comme on l’a vu dans Section 1, uniforme sur $\mathscr{D}$ , parce que la
repr\’esentation $\rho$ rend invariant la forme $A$ . Or, $A$ \’etant de signature (1, n)

(Lemme 1), il existe un syst\‘eme $w=(w_{1}, \cdots w_{n+1})$ de solutions de $(F_{1})$ tel que,
avec

$F=|w_{n+1}|^{2}- \sum_{i=1}^{n}|w_{i}|^{2}$ ,

$F$ soit uniforme et positive sur $\mathscr{D}$ , et que $w$ soit de type $G$ o\‘u $G$ est le groupe
de transformations lin\’eaires engendr\’e par les $\rho_{ij}(0\leqq i<j\leqq n+1)$ .
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Pour chaque cas de (1) $\sim(36)$ , consid\’erons une vari\’et\’e $Y=\hat{X}=X_{\mathfrak{M}}$ avec $\mathfrak{M}=$

$(\mathfrak{M}_{1}, \mathfrak{M}_{2})$ o\‘u
$\mathfrak{M}_{1}=\{I\in \mathfrak{N}|\# I=2\}\cup\{I\in \mathfrak{N}|\# I\geqq 3, \lambda_{I}\leqq 0\}$ ,

$\mathfrak{M}_{2}=\{I\in \mathfrak{N}|\# I=n, \lambda_{I}<0\}$ .
$Y=\hat{X}$ est bien d\’efini. Si $I\subset J$ et $\lambda_{I}\leqq 0$ , on a $\lambda_{J}<0$ vu $0<\lambda_{i}<1$ , ce qui montre
que $\mathfrak{M}_{1}$ admet (SP). Si $n\geqq 3$ et $\# I=n+1$ , un calcul montre que $I\in \mathfrak{M}_{1}$ , ce qui
montre, d’apr\‘es Lemme 3, $\hat{S}_{\mathfrak{M}_{1}.J\cap}\hat{S}_{\mathfrak{M}_{2}.K}=\emptyset$ si $J,$ $K\in \mathfrak{M}_{2}$ . Si $n=2$ et $I,$ $J\in \mathfrak{M}_{2}$ , on
a $I\cap J\neq\emptyset$ parce que $0<\lambda_{\infty}<1$ ; par suite $\# K=3$ avec $K=I\cup J$ et $\lambda_{K}<0$ ; donc on
a $K\in \mathfrak{M}_{1}$ et $\hat{S}_{\mathfrak{M}_{1},I}\cap\hat{S}_{\mathfrak{M}_{1}.J}--\emptyset$ ; ce qui montre que $\mathfrak{M}$ admet (SP).

Par Lemme 7, l’ensemble analytique $T=\hat{S}$ admet (GN) en tout point $y$ de $Y$

et $w_{i}$ peut se consid6rer comme fonction multiforme sur $Y\backslash T$ . It puis l’ensemble
analytique $\tau_{0_{\lambda_{I}}^{=\bigcup_{=0}\hat{S}_{I}}}$ consiste en nombre fini de sous-vari\’et\’es r\’eguli\‘eres mutuelle-

ment disjointes, de codimension 1. En effet si $\lambda_{I}=\lambda_{J^{--o}}$ et $I\cap J=\emptyset$ , (resp. $I\subset J$),

on aurait $\lambda_{K}=-1$ avec $K=I\cup J$ (resp. $\lambda_{J\backslash I}=1$ ). Donc, par Lemme 3’, on a
$\hat{S}_{I}\cap\hat{S}_{J}=\emptyset$ ; ce que $\hat{S}_{I}$ est r\’egulier est evident.

Insuite pour chaque $y=\hat{x}\in Y$ , posons

$\{I_{1}, I_{\gamma_{1}}\}=\{I\in \mathfrak{M}_{1}\backslash \mathfrak{M}_{2}|I\supset\{0, n+1\}\}$ ,

$\{I_{\gamma_{1}+1}, I_{\gamma_{2}}\}=\{I\in \mathfrak{M}_{1}\backslash \mathfrak{M}_{2}|\lambda_{I}<0\}$

et

$f= \prod_{a=1}^{\gamma_{1}}\hat{x}_{\alpha}^{-\lambda_{\infty}}\prod_{a=\gamma_{1}+1}^{\gamma_{2}}\hat{x}_{\alpha}^{-c_{a}}$

o\‘u $\hat{S}_{I_{\alpha}}=\{\hat{x}_{a}=0\}$ et $c_{a}=\lambda_{I_{a}}$ . Avec cette fonction $f,$ $w_{f}$ admet la condition
$B((\cdots , T_{i}, T_{ja}, )(\cdots, e_{i}, \cdots e_{j\alpha}, )(\cdots, m_{i}, m_{ja}, ))$ en $y$ , o\‘u $1\leqq i\leqq n_{1}$ ,
$1\leqq j\leqq n_{2},0\leqq\alpha\leqq 2$ et $m_{i}=m_{j\alpha}=1$ o\‘u $T_{i}$ (resp. $e_{i}$) co’incide avec un $\hat{S}_{I}$ (resp. $|\lambda_{I}|$ )

tel que $I\in \mathfrak{M}_{i}\epsilon$ et o\‘u $T_{j\alpha}$ (resp. $e_{ja}$ ) coIncide avec un $\hat{S}_{I_{j\alpha}}$ (resp. $|\lambda_{I_{fa}}|$ ) tel que

$\{I_{j0}, I_{j1}, I_{j2}\}=\mathfrak{M}_{\partial}^{m}$ ou $\bigcup_{\alpha\Rightarrow 0}^{2}I_{f\alpha}\in \mathfrak{M}_{i}’’\epsilon$ (voir Lemme 3’); ce qui est une $conae^{f}quence$ de

Lemme 8. Et de plus $e_{ja}(\alpha=0,1,2)$ remplissent la condition (a) ou (b) de
Lemme 9, ce qui est montr\’e par des calculs directs des $\lambda_{I}$ . $Z$ \’etant la vari\’et\’e
\’etal\’ee au-dessus de $Y\backslash T_{0}$ d\’efini par les prolongements analytiques simultan\’es
des $w_{i}/w_{n+1}(1\leqq i\leqq n)$ et $B$ \’etant la boule unit\’e

$B= \{\sum_{i=1}^{n}|w_{i}/w_{n+1}|^{2}<1\}$ ,

par Lemme 9, $w$ donne une application localement biholomorphe: $Zarrow B$ parce que
$|f|^{2}F$ est d\’efinie et non-negative sur $V\backslash T_{0},$ $V$ \’etant un voisinage de $y$ , et que,
$B$ \’etant strictement pseudoconvexe, on a $|f|^{2}F>0$ .

Ensuite soit $T_{0}^{(k)}=\hat{S}_{I}$ une composante de $T_{0}$ , $a=(a_{0}\cdots a_{n+1})$ un point de
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$\hat{U}_{I}\backslash T$ avec $U_{I}=\phi(U_{\mathfrak{M}_{1},I}),$ $w_{a}$ un \’el\’ement de $w$ en $a$ et $G_{0}=G_{0}^{(k)}$ le sous-groupe
de $G$ consistant en les transformations obtenues par les prolongements de $w_{a}$

dans $U_{I}$ . Alors $(w, G_{0})$ remplit $L(f, s_{0}, F)$ en $y$ o\‘u $s_{0}$ est la transformation $\rho_{I}$

ou \’eventuellement un conjug\’e de $\rho_{I}$ . En effet, par une transformation $F_{P}$, on
peut supposer $I=\{0,1, \cdots p\}$ et $\{a_{i}\}$ croissant. Alors $G_{0}$ est engendr\’e par les
$\rho_{ij}$ tels que $\{i, J\}\subset I$ ou bien $\{i, ]\}\cap I=\emptyset$ . Ce que $s_{0}rightarrow\rho_{ij}$ devient de Lemme 6
ou de Th\’eor\‘eme 2 et sa consequence ([13], Lemme 2).

Donc, par Lemme 12 et Lemme 13, $w$ donne une application biholomorphe:
$Zarrow B$ . Et en cons\’equence, $\pi\circ w^{-1}$ donne un corps de fonctions automorphes sur
$B$ , ou $\pi$ est la projection naturelle: $Zarrow Y$ . Le groupe est induit par la repr\’esenta-
tion $\rho$ et le domaine fondamental est isomorphe \‘a $Y_{0}$ . Comme $Y_{0}$ est biration-
nellement \’equivalent \‘a

$P_{n}(C) \backslash (\bigcup_{\lambda_{I}=0}\sigma_{\mathfrak{M}_{1}}(S_{\mathfrak{M}_{1}.I}))$
, d’apr\‘es la pseudoconvexit\’e de

domaine de m\’eromorphie, le corps de fonctions est purement transcendantal. Nous
sommes alnsi arriv\’es au

TH\’EOR\‘EME. Pour chaque cas (1) $\sim(36)$ , on peut construire un corps de fonc-
tions automorphes purement transcendantal sur un domaine $B$ biholomorphjquement
\’equivalent \‘a la boule unit\’e. Le grouPe est donn\’e par la repr\’esentatjOn lin\’eaire $\rho$

et le domaine fondamental est biholomorphiquement \’equivalent a la variit\’e $Y_{0}$

plus haut; par suite il est comPact, pour (2) $\sim(5),$ (11) $\sim(15),$ (17) $\sim(25),$ (30) et (34),

et pour les autres, il est non-compact.

\S 5. Domaine fondamental divis\’e.

Les fonctions automorphes ainsi obtenues correspondent \‘a la fonction modulaire
$\lambda(\tau)$ et pas \‘a $j(\tau)$ qui est le module exact de courbes elliptiques. Donc, pour
\’etablir une relation avec une famille de courbes alg\’ebriques, nous nous occupons
\‘a diviser le domaine fondamental par un groupe fini.

1. Transformations de solutions de $(F_{1})$ . On va examiner la transforma-
tion de $w_{i}$ que donne un automorphisme de $\mathscr{D}$ . Pour cela, introduisons une

nouvelle coordonn\’ee $x_{\infty}$ sur $X$ et consid\’erons $\frac{x_{i}-x_{0}}{x_{i}-x_{\infty}}/\frac{x_{n+1}-x_{0}}{x_{n+1}-x_{\infty}}(i=1, \cdots, n)$

comme \’etant un syst\‘eme de coordonn\’ees inhomog\‘enes; on a

$w_{i}= \frac{1}{(1-\mu_{i})(1-\mu_{\infty})}(\frac{x_{n+1}-x_{0}1}{x_{\infty}-x_{n+1}x_{\infty}-x_{0}})^{\lambda}\prod_{\alpha=0}^{\infty^{n+1}}(x_{\infty}-x_{\alpha})^{1-\lambda_{\alpha}}$

$\cross\int_{\varphi(c_{i})}(x_{\infty}-u)^{\lambda- 1}\infty\prod_{a=0}^{n+1}(u-x_{\alpha})^{\lambda_{a}-1}du$ ,

o\‘u la branche est d\’ecid\’ee comme plus haut. En utilisant cette expression, con-
sid\’erons le changement de $w_{k}$ qui correspond \‘a la permutation de $x_{i}$ et de $x_{j}$ .
Pour \’eviter les troubles donn\’ees par la multiformit\’e de $w_{i}$ , repartons de $a=$
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$(a_{0}, \cdots, a_{n+1})$ avec $\{a_{\alpha}\}$ croissant et $C_{a}$ , et $conside^{f}rons$ le prolongement analytique
le long de la courbe: $x_{\alpha}=a_{\alpha}(\alpha\neq i,$]), $x_{i}=x_{i}(t)$ , $x_{j}=x_{j}(t)$ $(0\leqq t\leqq 1)$ o\‘u $x_{i}(0)=$

$x_{j}(1)=a_{i_{3}}x_{i}(1)=x_{j}(0)=a_{j}$ et ${\rm Re} x_{j}(t)\geqq{\rm Re} x_{i}(t)\geqq 0$ . Puisqu’on peut voir les change-
ments de la fonction et du chemin de l’int\’egrale, on voit facilement ceux $\tau_{ij}w_{k}$

de $w_{k}$ : si $0\leqq i<j\leqq n+1$ , on a
$i+1$ $j$

$\tau_{ij}w={}^{t}(\tau_{i_{2}}w_{0}, \cdots, \tau_{tj}w_{n+1})=K_{ij}[diag(1\cdots 11-\mu_{j}\mu_{i}^{-1}\mu_{j}\cdots\mu_{i}^{-i}\mu_{j}01\cdots 1)$

$j+1$

$+M_{i+1}(0\cdots 0\mu_{j}0\cdots 0)$

$+ \sum_{a=i+2}^{j}M_{\alpha}(0\cdots 01-\mu_{j}i+10\cdots 0\mu_{j}(1-\mu_{i}^{-1})j+10\cdots 0)$

$i+1$

$+M_{f+1}(0\cdots 010\cdots 0)]w_{(ij)}$ ,

et
$i+1$ $t+1$

$\tau_{i\infty}0_{\grave{}}=K_{i\infty}[diag(1\cdots 1-\mu_{\infty}\mu_{\infty}\mu_{i}^{-1}\cdots\mu_{\infty}\mu_{i}^{-1})+\sum_{\alpha=1}^{i}M_{a}(0\cdots 0-10\cdots 0)$

$i+1$

$+ \sum_{\alpha=i+2}^{n}M_{\alpha}(0\cdots 0-\mu_{\infty}0\cdots 0)]w_{(i\infty)}$

o\‘u $w_{(ij)}={}^{t}(w_{(ij)0}, \cdots , w_{(ij)n+1})$ dont $w_{(ij)k}$ est la fonction qu’on obtient de $w_{k}$ en
remplagant $\lambda_{i}$ par $\lambda_{j}$ et $\lambda_{j}$ par $\lambda_{i}$ , et o\‘u

$K_{ij}=1$ $(0<i<j<n+1)$ ,

$K_{0j}=[(x_{n+1}-x_{j})/(x_{n+1}-x_{0})]^{\lambda_{\infty}}$ $(J\neq n+1, \infty)$ ,

$K_{in+1}=[(x_{i}-x_{0})/(x_{n+1}-x_{0})]^{\lambda}\infty$ $(i\neq 0, \infty)$

$K_{on+1}=\exp\pi\sqrt{-1}\lambda_{\infty_{3}}$

$K_{i\infty}=-\mu_{i}^{-1}$ exp $(-\pi\sqrt{-}1\lambda_{t+1i+2\cdots n+1})\cdot(x_{n+1}-x_{0})^{\lambda_{\infty}-\lambda_{i}}(x_{n+1}-x_{i})^{-\lambda_{\infty}}(x_{i}-x_{0})^{-\lambda}\infty$

$\cross\prod_{0\leqq a\leqq i- 1}(x_{i}-x_{a})^{1-\lambda_{\alpha}}\prod_{i+1\subseteq\alpha\leqq n+1}(x_{a}-x_{i})^{1-\lambda_{\alpha}}$ $(i\neq 0, n+1)$ ,

$K_{n+1\infty}=-\mu_{n+1}^{-1}(x_{n+1}-x_{0})^{-(\lambda+\lambda})$

et

$K_{0\infty}=-\exp\pi\sqrt{-1}(-\lambda_{\infty}-\lambda_{0})\cdot(x_{n+1}-x_{0})^{\lambda_{0^{-\lambda}\infty\prod_{\alpha=1}^{n+1}(x_{\alpha}-x_{0})^{1-\lambda_{a}}}}$ .

Si on choisit $w^{0}$ comme \’etant les bases, en d\’ePnissant $w_{(ij)}^{0}$ de la m\^eme

mani\‘ere que $w_{(ij)}$ , on peut d\’eterminer uniquement la matrice correspondant \‘a $\tau_{ij}$ ;

si $0<i<j\leqq n+1$ , on l’a en enlevant le premier rang et la Premi\‘ere colone de la
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matrice plus $ha\llcorner^{f}t$ par rapport \‘a $w$ et on a
$i$

$\tau_{0i}w^{0}=K_{0i}[diag(\mu_{i}/\mu_{0}\cdots\mu_{\ell}/\mu_{0}-\mu_{i}1\cdots 1)+\sum_{\alpha=1}^{i-1}M_{a}(0\cdots 0-\mu_{i}/\mu_{0}()\cdots ())$

$+ \sum_{\alpha=i+1}^{n+1}M_{\alpha}(0\cdots 0-\mu_{i}0\cdots 0)]w_{(0i)}^{0}$ $(i\neq\infty)$ ,

$i$

$T_{i\infty^{\omega^{0}=K_{i\infty[diag}}}(\mu_{t}/\mu_{\infty}\cdots\mu_{i}/\mu_{\infty}\mu_{i}(1-\mu_{\infty})/\mu_{\infty}1\cdots 1)$

$-(\mu_{i}/(1-\mu_{i}))M_{i}(p_{1}\mu_{i}\cdots p_{i-1}\mu_{i}\mu_{01\cdots i}(1-\mu_{\infty})\mu_{\infty}\beta_{i+1}\cdots\mu_{\infty}\beta_{n+1})$

$+ \sum_{a=i+1}^{n+1}M_{\alpha}(\rho_{1}\mu_{i}\cdots p_{i-1}\mu_{i}(1-\mu_{\infty})(\mu_{01\cdots i}+\mu_{i}/\mu_{\infty})\mu_{\infty}p_{i+1}\cdots\mu_{\infty}p_{n+1})]w_{(i\infty)}^{0}$

$(i\neq 0)$ ,
et

$T_{0\infty^{\omega^{0}=K_{0\infty[E_{n+1}+(\mu_{\infty}/(1-\mu_{0}))\sum_{\alpha=1}^{n+1}M_{\alpha}(\beta_{1}\cdots\beta_{n+1})]w_{(0\infty)}^{0}}}}$ .

De ce qu’on vient de voir, il est \’evident que, si $\lambda_{i}=\lambda_{j},$
$\tau_{ij}$ est une transforma-

tion lin\’eaire de $w_{i}$ \‘a un facteur pr\‘es, et que $\tau_{ij}$ rend la forme hermitienne $A$

invariante \‘a un facteur pr\‘es d’apr\‘es l’int\’egrale plus haut sur la sph\‘ere de Riemann.
Donc on a un nouveau corps de fonctions automorphes dont le groupe est
engendr\’e par tous les $\tau_{ij}$ avec $\lambda_{i}=\lambda_{j}$ et tous les $\rho_{ij}$ , parce que ce groupe est
l’image d’une repr\’esentation lin\’eaire du groupe de tresses. Le domaine fonda-
mental est le domaine obtenu en divisant $Y_{0}$ par le groupe engendr\’e par tous les
automorphismes de $\mathscr{D}$ qui correspondent aux permutations $(ij)$ avec $\lambda_{i}=\lambda_{j}$ .
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