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Introduction.

Les propriétés intéressentes de la fonction hypergéométrique F(a, $, 7, x) ont
donné naissance a beaucoup de fruits de ’analyse, dont 'un des plus beaux sera
le résultat di a H. A. Schwarz [10]. Soit w,(x) et w.(x) deux solutions linéaire-
ment indépendantes de 1'’équation différentielle

x(1—=x)y"+[r—(a+B—1)x]y"+aBy=0

vérifiée par Fi(e, B, 7, x) et supposons que 7—1, a—f et y—a— 8 soient contenus
dans

Z*={1/4| 2 est un entier sauf +1 ou l'infini} .

Alors la fonction inverse de z(x)=w:(x)/w.(x) est uniforme et elle définit une
fonction automorphe sur un domaine isomorphe a la sphére de Riemann, le plan
complexe ou le cercle unité. Le groupe est induit par le groupe de monodromie
de cette équation et le domaine fondamental est 'image par z(x) de la sphére
de Riemann avec une coupure passant en 0, 1, co. Si a=f=1/2, y=1, c’est la
fonction modulaire elliptique x=2A(z).

Aprés qu’Appell a présenté les séries hypergéométriques a deux variables,
E. Picard [6]~[9] a généralisé le travail de Schwarz au cas de deux variables
en utilisant Fi(e, 8, B, 7, x, ¥), mais la démonstration ne semble pas tout a fait
compléte. L’inverse de l'application sur l'espace projectif définie par les trois
solutions linéairement indépendantes du systéme d’équations différentielles vérifiées
par F, est uniforme si tout A;+2;—1 (, 7=0, 1, 2, 3, o0, i) est élément de Z*
ot 4i=1—8, ,=1—F', =0, L=7—a, 2=3—(41+2+2:+2.); et elle donne un
corps de fonctions automorphes. Le Vavasseur a trouvé tous les assorti-
ments des paramétres qui remplissent ces conditions. Ensuite l'auteur s’y est
occupé au cas de n variables mais ne I'a pas encore parachevé.”

1) On n’a traité que les cas ou n=2 et ;+1;—1=0 et ol n=3 et 1;=2/3. Et de
plus la démonstration était incompléte si le domaine fondamental est non-compact. D’ail-
leurs, G.D. Mostow [4] annonce qu’il I’a démontré au cas ot n=2 et 2;+2;—1=0.
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Ici nous présentons, sous la condition qu’aucun des A; n’est pas entier, tous
les cas ou linverse de l'application définie par les n+1 solutions linéairement
indépendantes du systéme (F;) de I’équations différentielles hypergéométriques
d’aprés Lauricella est uniforme et par suite définit un corps de fonctions auto-
morphes sur la boule unité. Si n=1, comme on le sais bien, il existe un nombre
infini d’exemples. Mais au cas de 2, 3,4 et respectivement 5 variables, il en
existe 27, 7, 1 et respectivement 1, et il n’y en a pas d’autres. D’ailleur les corps
de ces fonctions automorphes sont tous purement transcendantaux; et méme au
cas de trois variables il existe des exemples dont le domaine fondamental est
compact.

Dans Section 1, on présente quelques résultats déja connus et les faits élé-
mentaires en déduits. Dans Section 2, on examine l'aspect des solutions du
systéme (F,) d’équations différentielles hypergéométriques sur les points critiques.
Section 3 donne les conditions nécessaires pour qu’on peut obtenir des fonctions
automorphes. Dans Section 4, on montre que ces conditions sont aussi suffisantes.
Dans Section 5, on a lintention de diviser le domaine fondamental pour établir
une relation de ces fonctions aux modules de courbes algébriques et aux travaux
de G. Shimura [11].

D’ailleurs cet article n’épuise pas encore toutes les possibilités de construire
des fonctions automorphes provenant de fonctions hypergéométriques. En effet
on a repoussé le cas ol quelques-uns de A; sont des entiers et considéré seulement
I'application particulier sur P,(C).

§1. Préliminaire.

Nous allons exposer les résultats déja obtenus a fin d’expliquer les définitions
et les notations et en déduire quelques conséquences. D’abord quelques notations:
N,={0, 1, -+, p+1}, Np=N,\U{co} et surtout N=N, et N'=N,,; M,(---) exprime
la matrice dont le /-éme ligne est (---) et dont les autres sont nuls, diag(---) est
la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont (---), et E, est la matrice

unité d’ordre p; 2; GEN’) sont des constantes complexes avec 3 A,=n-1 et
tEN’

pi=exp2rv—14;; I={i,} CN’ (ae N,_,) étant donné, Ar=Aigt - iy — P, pr=
exp 2y —12z, fi=plor..i-1:(1—p,) et $I=(le nombre des éléments de I) ; un ensemble
{a.} de nombres étant donné, on dira que {a.} est croissant si tout a, est réel
et on a a,<ag pourvu que a<pB. Dailleurs, les deux notations différentes des
¢léments de N ou de son sous-ensemble qui paraissent en méme endroit expriment
des éléments différents: 7,575, i#].

1. Domaine de définition. Sur l'espace projectif X & n dimensions, nous
introduisons les coordonnées homogénes a déplacements: on considére I’ensemble
de tous les assortiments (x,, xi, -, *»+1) de nombres complexes dont tous ne sont
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pas égaux, et, les deux x et x’ en étant donnés, on dira qu’ils sont équivalents
si et seulement s’il existe une constante complexe ¢; non nulle et une autre c,
(peut €tre nulle) telles qu’on ait x;=c,x;+c, pour tout ;& N. Dans cette circon-
stance on désigne
D=D,=X\S et S= U Si;
0si<jsn+1
S;; est Phypersurface linéaire de X définie par x;=x;.
THEOREME 1, [13]. Pour toute application analytique F de D a lui-méme dont

y . ’ . \ . . - . . 0 1 res n+l (oe)
Pimage ne réduit pas a un point, il existe une permutation P—(poz)1 o st De

telle que F coincide a automorphisme Fp® : x—x’ défini par
X’(pi, pi} pk} pl):x(i’ ]‘, k; l) (Z-’ _7', kr ZEN,’ xm:x;EOO>

ou x(, 7, k, )=x0, 7, k)/x(, 7, D), x@, J, k)=x0, k)/x(j, k) et x(, /)=x;—x;.
En conséquence, si n=2, le groupe d’automorphismes de D est isomorphe au groupe
symétrique de degré n—+3, et, si n=1, il est isomorphe & celui de degré 3.

Puis nous essayons de faire visible 'espace de revétement universel 9 de 9.
Etant donné un point a=(a;) (€ N’) de 9, on marque, sur la sphére de Riemann
U avec la coordonnée u, les n-+3 points a; (&N) avec a.=oo, aucuns deux
desquels ne sont égaux; on y trace une courbe C, simple, fermée, rectiligne qui
passe tous ces points a; par cet ordre, et on désigne par U(C,) le domaine dont
le contour est la courbe C, et qui s’en situe a gauche. Et puis désignons par
@(C,) 'ensemble des automorphismes topologiques ¢ de U admettant que 'image
¢(C,) est une courbe simple, fermée, rectiligne, et que p(co)=co. Etant donnés
les deux éléments ¢, ¢’ de @(C,), on dit que ¢ et ¢’ sont équivalents si et seule-
ment §'il existe deux constantes complexes ¢; (#0), ¢, et une famille {p,} (0=s=1)
continue d’applications de @(C,) telles qu'on ait ¢,=c1¢’+cz, Qo=¢ et @ a)=
¢ola;) pour tout 0=s=1 et ;&N’. Cela posé, désignons par & l'espace de quotient
de @(C,) par cette équivalence. Soit /; x;=x;() (N, 0=t=1), une courbe sur
9 partant de a, alors on peut construire une famille {¢.} (1=¢=0) des éléments
de @(C,) telle que ¢ (a;)=x41) GN’). On a ainsi obtenu une application de 9
sur &.

THEOREME 2 [13]. L’espace 9 de revétement universel de D est analytique-
ment isomorphe a lespace &.

L’élément A;; (€N, j&N’) du groupe fondamental 7,(D, a) de 9 qui fixe le
point a est défini par la courbe: x,=a, (a%7), x;=u;;(t) (0=t=1) ou la courbe:
u=u,;(t) est un lacet autour de a;, partant de a; et passant dans U(C,). Pour
I={i,} CN (a=N,), on utilise la notation

AI:Aioil-"ipﬂ:AiO"'ipAioipﬂAhipﬂ Aipipﬂ ’

2) Fp correspond & Tp! de Théoréme 1 de [13].
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et on dira que z,(9, a) admet les relations R, si ona A;;=A;; pour tout 7, jE N,
et qu’il admet R, (1=p=<n) si on a AIHAiaiﬁ pour tout IC N croissant et
ia, ip€l, ou« signifie la commutativité.

THEOREME 3 [13]. Le groupe fondamental =D, a) est engendré par
{Aili, jeN, i+j} et les relations entre ces éléments se réduisent a Ry, Ry, R, et
a Avr..ns1i=unité. De plus, n,(D, a) a les relations R, (3=<p=n).

2. Systéme d’équations différentielles hypergéométriques et représentation
par l’intégrale. Ici, posons x,=0, x,+,=1 et considérons x,, ---, x, comme étant
les coordonnées inhomogénes de 9.

Les constantes 1; (& N’) étant données, considérons le systeme des équations
différentielles, avec 0;=0/0x;:

xi(xi—l)a%FJr[xi(xi—l)lsa%} a#i(l—za)/(xi—‘xa)_*_loi_l
(Fy) ’
1 +(2~—2i—lom+1)xi]81F+(Zi—l)ls Py $,xa(xa—1)aaF/(xi“xa)

+2(1—2:) F=0 (1=i=n)

qui est, en posant F=!(F, x,0,F, -+-, x,0,F), équivalent a

dF={3[Cudlog i+ Cinnd log (xi— D]+ _3_ Ciid log (xi—x )} F,

ou
1+1
Coo="Mi (1 2—1 - Aoy—1 205 dss1—1 -+ 2, —1),
it1
Cin+1:]\/[i+1(loo(2i_1) Ai—1-2;—1 lin-;-l'—llii'—l a1
et
it1 j+t
Ciy=M;11(0-02,—10 - 01 2,0 - 0;
‘L+1 J+1

- M;r(0 - 01—2,0 - 02,10 --- 0).

Puisque dD=DAD=0 (ot dF=DAF), il existe juste n--1 solutions linéairement
indépendantes.

D’aprés Appell et Lauricella, si A,.;#1, il est équivalent au systéme a n
équations :

(F) Q= ﬁ_ll [xa(xs—1)0:0oF—(2i— 1) x 000 F1—[ At Ans1— (A= 112 10:°

—(A—1DAF=0.

Car, avec I'équation
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(xj'—l)ani—'(xi—l)ain:O
on a
(Aps1—D[(xs—x,)0:0;F4(A;—1)0,.F—(2;—1)0,;F]=0.
Mais, si 4,+1=1, ce n’est pas vrai. En effet, soit ¢ une constante et g une fonc-

tion avec g(txy, -, txn)=t"*~g(xy, :*+, xn), €t pOSONS

= 5 5 D/ Gucbrmt - Ama)] A= 2, moxps/m,!

mi1=0

(si 4. est un entier non positif, h= > H(l — 2, mo)x™i/m; 1), ou (A, m)=

Myt +mp=— A =1
A(A+1) -+ (A+m—1). Alors g+ch est une solution de (F,)’, parce quon a Q;=
at[(é xaaaF+2mF)(xi-l)l_xi] .
a=1
Selon Appell et Lauricella,

, - = (&, mut o 4ma) 2 (B, me) .
Fl\a: 481) ’ ABn! Ty X1, ’ xn)—m‘léo m%::() (T, m1+ +7nn) = mi! i
. . .. - (‘B‘L; ml) mq .
<s1 7 est un entier non positif, F;= > (a, 7‘)H xP%) dont Lauri-
Myt +mp=-7

cella a utilisé la notation Fp, et ou a=2., B:=1—A4;, r—lw+ln+1, est une solution
de (Fy). D’aprés [12], on peut obtenir toutes les solutions de (F;) par les com-
binaison linéaires des prolongements analytiques de F; pourvu qu'aucun de A; ne
soit pas entier. D’aprés Picard [5], on a la représentation intégrale, si A. ni
An+1 D'est un entier:

1 2 1 A1-1, — An-1(1, —1\An+1-1
F,= B(zm,znﬂ)g 0= (g — 1 ) A1 e (g x) My — 1) Anri-1d y

Ultérieurement, la branche de la fonction a intégrer sera précisée et on verra que
cette représentation est toujours valable.

3. Groupe de monodromie. Parce que les recherches de solutions de (F)
reviennent a examiner lintégrale du type d’Euler si aucun de A; n'est pas un
entier, repartons de cette intégrale.

En revenant au début, soit x,, ---, Xns+: les coordonnées homogeénes a dépla-
cements de X. Fixons un point a=(a,, -+, an+1) de D tel que {a.} soit croissant,
et définissons C, et U(C,) comme plus haut. Etant donné un point ¥ de & avec
les coordonnées x, -+, Xn41, POSONS

1 X n+1 B

T s w—xo) =T (u—x ) du,

(1— ) (1 — o) Swi)(" n—xo) e I w=x)""du

ou ¢; est un double lacet qui tourne a; et a. en passant seulement dans U(C,)
et prés de ces points, et ou ¢(c;) est I'image de c¢; par une application ¢ de
@(C,) correspondant au point ¥ de 9. La branche de la fonction intégrée est

w(X)="
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choisie de la maniére qu’elle prende une valeur positive lorsque ¢=identité, u est
réel et u>da,4;. Comme on I'a vu dans [12], w; vérifie (Fy), et toute solution
en est représentée par une combinaison linéaires des w;. Mais ils ne sont pas
linairement indépendants; on a

Désignon par p;,w: le prolongement analytique le long d’'une courbe repré-
sentant I’élément A;; de 7,(D, a), et notons w==(w,, *** , Wn+1), VI=W;—w, €t @*=
(@}, -+, wy+1). Parce qu’on peut construire effectivement une famille d’applica-
tions {¢.} pour toute courbe: x,=x;() et quon peut savoir explicitement le
changement du chemin de l'intégrale et de la fonction a intégrer, on a

—t —
pijw”‘ (Pija)(u ) Pijwn+1)—Bijw;

oy, si 0=i<j<n+1,
i1 j+1

Bij=Ents+ M40+ 0 _/«li(l‘:“/lj) (1'"111')(1’—[1;') o (L= pa)(1—p5) 1_:_#1; 0---0)
—'Mj;,, (méme que les précédents)

(pour Bgp+s, il faut multiplier le deuxiéme membre par f.), et
i+1

Biw= 7 Ensat 17 Mespri—1 -+ =1 pria—1 prapti—1) - prepti—1))

(si 7=n+1, il faut multiplier le deuxiéme membre par px').

Ces matrices ne se décident pas de la maniére unique, mais lorsqu’on choisit
®? (1=/=n-+1) comme étant les bases, on peut déterminer les matrices uniques
qui expriment la monodromie: on a

pi,va)(’:B%ja)O y
oy, si 0<i<j=<n-+1, on a BY, en éliminant de B,; la premi€re ligne et la pre-
miére colone,
BY=E st M(—1—pt0) -+ —(1—p0) pro—1 —pro(l—pr) =+ —po1—42))
(si z=n+1, on le multiplie par g.),
Blo=p7'Enii— Mi(pteofly ** ptoofii-y ptoofis—1)—1 foofiisr =" foofin+1)
- S M, (méme que les précédents)
a=i+

(#0; si i=n-1, on le multiplie par p'), et

n+1
Bgoo:(l/ﬂﬂ)(En+l+ﬂoan=1Ma(ﬂl ﬁnﬂ)) .
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Incidemment, pour l'utilisér ultérieurement, nous présentons ici le changement

n+1
Qo1..m correspondant a Ayr.m. Comme wj:wj—i—z())ﬂawa, on a aussi
P

n+1
‘On+looa):[ﬂ01--~nEn+2+az__:lMa(ﬂo v fig 0)+Mn+2(0 =0 1_/«501'--71)]0) .
Or par la définition des courbes qui exprime A,i;w, ON a

. 1 -_—
l'unitée=Ao1..n+1=A4or.nBons1lin+1 * Anns1=Ao1-2 Ak

et par suit Ay.n,=An+1. Parce que les matrices représentant p;; €t poy.n SONt
uniques pourvu que les éléments de la derniére ligne et colone soient nuls sauf
I’élément diagonal, que Ay, est un produit des A;; (7, 7€ N,-1), €t quU€ Por..n™=
On+1e ON VOIit, en considérant le cas de dimension ,

Pot..m w:#o1---mEn+1+i§)A/[i+1(ﬂo et fim O)+Mm+2(0 -0 1_#01---m) .

Si for.m+1=1, il existe un peu de trouble mais cela se réduit si on pense la limite.

4. Forme hermitienne invariante. Si tous les 1; (& N) sont réels, il existe
une matrice hermitienne

A= BFMAEN i+ oo i (VL= ) L= FOVTT Fourn/Fom = i/ )
ol +/p=exXprl.+/—1, qui vérifie, pour p;; arbitraire,

(pi; 0V Api;0°=(")*Aw®.
A est unique a un facteur réel prés. La signature de A est comme suivant.

LEMME 1 [12]. Supposons que tout A; soit réel et aucun d’eux ne soit entier,

et posons A;=mn;+A; ot n; est un entier et 0<<A;<1; la forme hermitienne A est
de signature (k+1, n—k) ou k= 2 n,.

ieN!
En effet, la signature de A est méme que celui de B¥*AB avec B=[diag (g,
-+ fins1)]7%, et est invariante quand 4; se changent continument pourvu qu’aucun
d’eux ne prenne pas de valeurs entiéres. Donc on peut supposer que A;=1—¢

G=1, -, n—F), L=e (j=n—k~Ll, -, ntl) et %:Zézn—k—{—l/Z ol & est un

nombre positif suffisamment petit. En cette situation, il est facile de savoir com-
bien de valeurs propres sont positives.

§2. Aspects des w; sur les points critiques.

Nous allons maintenant examiner la propriété des w; sur S, ce qui est né-
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cessaire pour voir la possibilité de construire de fonctions automorphes. Désignons
d’abord par ¢, 'ensemble de tous les sous-ensembles propres I de N, avec $/=2
et notons N=N,,.

1. Espace modifié X de X. Comme les sous-variétés S;; de X ne croisent
pas en position genérale, on va practiquer les o-processus de Hopf a X pour que,
dans le nouvel espace X, les points critiques consistent en nombre fini de sous-
variétés régulieres qui se croisent en position générale. Mais, pour utiliser ulté-
rieurement, définissons X de la maniére un peu plus générale.

Un sous-ensemble M de N admettant la condition

(SP): si #1=3 et T€M, tout | avec JDI est un élément de M, et WM contient
tout I avec $1=2

étant donné, pour tout /&M, soit X,;¥ l'espace projectif avec les coordonnées

x7.; G€I) homogénes a déplacements, confondrons X (resp. x;) avec Xy (resp.

Xn,:) et posons HXZI%XI, X1.0=00, X, )=%7,—%1j %10, §, R)=x0, k)/
[

x1(7, k) et x;(, 7, k, D=x,0G, 7, R)/x,G, 7,1) ou 1,7, k,l€I\J{o}. Dans la
variété TIX, on définit un sous-ensemble analytique X=Xy par les équations
simultanées

MD):  x;G, R)xs(7, R)y=x,(j, R)x,0, k)

ou on les considére pour tout paire (I, J) avec ISJEM et tout 7, j, k1. Et
pour tout /=M, on choisit j; et k; avec x;(j;, k;)#0, pose u; ;=x;0, j1, k1)
(eI) et désigne par 6 =on=ox, @ la projection naturelle: X—X.

PROPOSITION 1. I, J comme plus haut, si on a l’équation (MD) pour j=j,,
k=PFk; ot tout i<I, on l'a pour tout i, j, k<l.

La démonstration est triviale.

Posons, pour 7€M\ {N},

$i=Sa.1=, [y (), B RIxsi, =0,

pour £ X,

Me={IeM|2eS,;, 5I=3}U{I | £]=2, 285, {J | /=2, 2€S,, INJ= B} =@}
et
L={IeM|S; 22} \M;.

Pour <X, M7 signifie le sous-ensemble de N qui vérifie (1) pour tout IeM,,
il existe un et un seul JeM] tel que IC/, (2)si I, JeM) et INJ+D, il existe
un KeMy tel que I\VJCK et (3) si ICJeM] et =2, I€M]; l'existence de
MY est évidente. Un sous-ensemble & de M sera dit admettre la condition (AR)

3) X; étant de dimension 0, lorsque #/=2, on peut éliminer la deuxiéme condition
de (SP). C’est seulement pour abréger.
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st, pour tous les paire I, J€&, on a INJ# @, IC] ou bien IDJ. Un L admettant
(AR) et un I étant donnés, on désigne par Mq(J) 'élément K de € tel que
K21 et qu’il nexiste aucun JeQ tel que K2 /21,

PROPOSITION 2. Soit I, JeM et IS ], et 2X. Alors, (1) si on a x;G, /)=0
(z, j€l) en %, on a aussi x;(7, 7)=0, et (2) st on a x,;(, 7)=0 pour tous les i, jE1,
il existe un KeWM avec ISKC] tel que < Sk.

La démonstration est évidente.

LEMME 2. WM étant comme plus haut, X=Xu est une variété reguliere.

Ce sera démontré en méme temps que Lemme 3.

LEMME 3. Soit WM, X, £, comme plus haut. Alors (1) Mz\IM] admet (AR),
(2) en posant Me={l.} (1=a=p), M{={Kg} (1=p=q) et Kg={Bo, -, By}, on
peut trouver un systeme de coordonnées, dans un voisinage V de %,

Fo(1Sasp), £g, 1Sp=q, 1S7<ms) avec p'+§3lmﬁ:n et p=p’

tel que §,amV:{fca:0} et que
U SinV)=U U {% =12 g5}

Ieim’é 158=2q057<0sm g

ot £,0=0, et (3) MNAMI=Q et, si IEM}, on a $I=2.
En effet, (3) est évident. Si I, JeM% on a INJ=@ par la définition. Si

IV]=K=+I,] et In]>a et si K€M, on a, pour tous les 7, ;e K, xx(i, a)=

xx(j, @)=0. Donc xx(i, /)=0, ce qui contredit, et par suite (1) est démontré.

Pour tout JeQ=WM:U{N}, soit {J.|lZaZn,}={I|MD=]} et Jo=]\
(}21 ]a), et posons

Ci:= {uJ,j[]‘EJOU(QI{j‘]H’ k“})}'

Jeg

C; contient exactement n fonctions holomorphes en £, non-constantes. Et pour
tout €M, u,;; G=I) sont des polynomes de u, ;=C;. En effet, si I=J=8 et
i€, Cest evident. Si I=J<& et si c’est vrai pour tout J, (a=1, -+, n;), pour
1€ ]a ON @ Uy =Ug p—Usy iUy s—Ug. ;) (R=R;s,, j=]s,). SiI&E, il existe, par
un J=8 tel que x,(j;, kr)#0 et on a u; ;=x,(, 75, k;). En con-
séquence, par récurrence et Lemme 2 est démontré.

Quant a (2), il ne faut que poser £.=uz.s—uz,e (L=Msla), s=j1,, t=Fks,)
(1=a<p), £gy=ur s, —ur s, (L=Ms(Js) et que déterminer £, (p<a=<p’) con-
venablement. C.Q.F.D.

LEMME 4. W et X étant comme plus haut, on a S= 1 §,=6"YS) et, pour
IEM

IeM, 3(S)={x€X|xa=xs, a, B&I}. Et de plus, si Men{|$I=3}=0, & est
biholomorphe en %.
La démonstration est triviale.
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THEOREME 1,. Soit M admettant (SP), X=Xm et P une permutation

(0 L. n—{-—]_OO)) posons mP: {[p'[egn} 072, avec P(I): {pz‘zel}, IPIP(I) (P(I)
popl pn+1p°°

Poo) et Ip=N\PI) (P(I)>c0), et supposons que Mp aussi admette (SP). Alors
il existe U'application biholomorphe Fp: XHX’:X;mP qui est Uextension de Fp, et
on a Fu(S)=S;,=Sup 1p-

En effet, en posant p,=co, on définit Fp: £—4%’ de la maniére suivante.
Pour IeQ=M;\J{N}, si k] et i1, on pose, avec x7,(p;,, Pr,) 70,

u}P,pi:x}p(pi, pjjy ka’ OO):uI,'i/xI’(ia jl: k))

ou I'=Ms(I\J{k}); ce qui est possible vu Lemme 3 et le fait k£ 1. Si P(/)>o,
pour 7¢I, en choisissant un je Mg(I)N] on pose

x}P(pi) pj; ﬁw):xl'(i, ]., OO; k))

ou I'=Mg(I\J{i}); Ce qui est possible parce que x;.(7, £)+#0 vu Lemme 3 et
le fait k=l Alors, comme dans la démonstration de Lemme 2 et Lemme 3,
I'application Fp est bien définie et biholomorphe. C.Q.F.D.

2. Espace Xp,q et voisinage de S,. Soit Y (resp. Z) Uespace projectif de
dimension p (resp. ¢) avec les coordonnées a déplacements y; (€ N,) (resp. z;
(7EN), My (resp. Mz) un sous-ensemble de N, (resp. N,) admettant (SP) et

Xpgis={yeY | vi#F vy} X{e€Z|z;#2:} XV p,

ou V,, est I'espace numérique avec les coordonnées v, (1=k<r=n—p—q). Et
définissons un espace fibré vectoriel & base ¥ X Z en identifiant, dans I'ensemble

P+1¢+1 .
v Jszlqui,-, les deux point (y, z, V)€ Xpgs5 et (v, 2/, V') E Xpgirj» lorsquon a y=y’,

z=z' (comme point de 'espace projectif) et
ve/yizi=vi/ vz (1=k=r), (avec y,=30=0, zo=2,=0)

dont on désigne par m,, la projection. Puis, en posant Y:ngy, ZzZmZ, oy=
Oy.m; €t 0z=07 m,, désignons par X pa— Xpemym, (avec la projection #,,) 'espace
fibré vectoriel 4 base ¥XZ qui est induit par oy X oy

Ensuite préparons encore quelques définitions et notations. O,, est la zéro-
section de X,, et U,,=U paliyly €St un voisinage de O,q qui est ensemble de
points de Uintérieur de, avec y,=z,=0,

(]

+1

D+1
&Zé( J \J{(y, 2, 0) € Xipgss lyazﬁvr/yizjlél(léaépﬂ,léﬁéqﬂ,lérér)})

i=17j=1

s,

)

OU 8 pq: Xpg—Xp, est 'application induit par oyX ez Pour JeR, (resp. N,), soit
Sy.; (resp. Sz ;) défini comme S, et notons

2588y, X 2)=S,r.s  (resp. 235 xSz, )=S8p4z.1).
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Surtout on désigne U,gmym, (resp. Sper.s, Spez.s €t Opg) seulement par U,=
Upmymy (tesp. Spy.s, Spz.s et 0p) si g=n—p—1 et par Up=Ulm, (resp. Shy,s
et 0,) si ¢=0. U, et U, étant donnés, par lintermédiaire de application:
(3, 2, VVEXpn-p-15;—(’, v)E Xpoi; définie par les formules y=y’ et vh=vzs/z;
(1=B=r'=n—p), une application holomorphe, birationnelle ¢,=¢y  :U,—U} est
bien définie.

LemME 5. U,, U, et ¢, étant comme plus haut, on a

ﬁbp(ng,J):g;)Y,J (JeMy),

¢1)(§pz, J): {vj():vjlz :vjq+1} (q:n_p_lﬁ UOEO) ]: {]0 "t jq+1}> ’
et
?’)17(017):020 .

Et, lorsque p=n—2, la restriction de ¢, sur U,\O, est biholomorphe.

La démonstration est triviale.

Etant donné M admettant (SP), X, IeM et 7,1, on désigne par U ,;=Ux, ;=
Us, 1,1, 'ensemble de points de l'intérieur de

a7 [\ AxeX|x(, j,i9=1)).

iel,jJENNT

U; est un voisinage de S,. Et soit Py=Py,;, (resp. Pz) une application biuni-
voque de I (resp. N\I) sur N, avec p=4#I—2 et Py(i,)=0 (resp. N,\{0} avec
g=n—p—1), et posons My={Px([)|JEM, JEI} et Mz={Pz(])|JeM, INI=D}Y
{Pz(JND\JA{0} | J21F. My et M, admettent (SP). Puis définissons une application

¢I:¢I,9R.Py,Pz, ig - 01 —> Up
par Vintermédiaire de l'application: U I\§—>quij avec £—(y, z,v) ou y(a, 0)=
Ya—Yo=x(Pya), i) (1=a=p+1), 2B, 0)=1/x(Pz'(p), i) (1=f=q+1) et v=
x(Pg'(@), Pz'(7), o).
LEMME 6. L’application ¢; plus haut est bien définie et biholomorphe. D’ail-
leurs, on a, pour JEM,

(/)I(SJ):OP (J=I), :Spy,Py(J) (JEI)
:ng,Pz(J) UNJ=Q) et :ng.PZ((J\I)U(O)) (J21I).
En effet, Théoréme 1, assure que ¢; est bien définie et biholomorphe, et
les autre enoncés sont évidents.

Enfin définissons encore une modification X de X. Soit M=(M,, M,) une
paire de sous-ensembles de N qui admet la condition

(SP): M, admet (SP), M, C{I =M, |$]=n} et pour I, JEM, Swy, 1N\Sm,, 7=D,
ot Sw,, 1 est la sous-variété dans XI:Xsml.

Alors il existe une variété X=X et une application birationnelle ¢: X,— X telles
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que ¢ est biholomorphe sur X\( \U Sm,, 1) et que, pour tout I€M,, I'application
Iemz

Doprtedp: (7;,—+¢(U1,) (avec #I=p-+2=n) est biholomorphe, ou U, est le voi-
sinage de Sy, ; dans X, et ol, en définissant ¢;, on détermine i,/, Py et P,
arbitrairement. Désignons ¢(Sm,, ;) par S, et %S‘, par S.

IeM;

LEMME 3. Soit M=(M,, M,) admettant (SP), X:'Xg)}, un point ﬁEgb(S‘gml,K)
avec KeM, et, avec L=M \M; et {7, j} =N\K,

W,={I=8|4[=2, £S,, il existe un ] tel que $]J=2,INJ#D et £=S,},

Me={[e8|2S,, I=n—1} "W,
et
Mr={Ie| 2SN WM;z\UM,).

Alors on a

et il existe un sous-ensemble WM de NN\, tel que M\ IM;\J{K} admette (AR)
et quun I avec $I1=2 et {i, j} #1I soit un élément de W, si et seulement s’il existe
un JeW] avec IC].

En effet, il ne faut que remarquer Lemme 3 et la définition de X.

THEOREME 1.. Soit M=(M,, M,) admettant (SP) et P une permutation de N’
avec po=00, et posons Mp=(M1p, Myp) avec Myp={Ip|IeM,} (a=1, 2). Alors il
existe une application biholomorphe FP:X—eXmP dont la restriction sur X\S
coincide avec Fp et dont on a Fp(Sq, 0=Sxmp 1p TEM\M,).

En effet, c’est évident d’aprés Théoréme 1, et la définition de X.

Un ensemble analytique T sur une variété de dimension n sera dit admettre
la condition (GN) ou (GN)s,n, en un point y avec les composantes T; (1=i<n]) et
Tia U=j=<n,, a=0, 1, 2) 5"l existe un voisinage V de y et un systeme de coordon-
nées y; (1=1=ny) et y;o 1=7=10,, a=1, 2) avec ni+2n,=n et n,=n; tel qu'on ait

TinV=1{3:=0, T;anV={y;a=0  (avec y=31—5).

LEMME 7. (W, M,) admettant (SP), S est la réunion des sous-variétés régulieres
S, TeM \M,). Et st MyD{I|4=4}, S admet (GN) partout sur X.

En effet, la premiére partie est évident et on voit la deuxiéme par Lemme 3/,
Lemme 4 et Lemme 5.

3. Etats des w; sur les points critiques. Maintenant nous examinons les
ramifications des w; sur leurs points critiques. D’abord présentons quelques
définitions. Une variété Y de dimension 7, un sous-ensemble analytique 7" de YV
de codimension 1, un assortiment w=(w,, w,, ***, Wnr4+) des fonctions localement
holomorphes sur Y\T et un groupe G de transformations linéaires de dimension
n+1 étant donnés, on dira que w est de type linéaire ou de type G lorsque w;
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sont linéairement indépendents et toute branche de w est un transformé d’une
branche par un élément de G. Un point yeY, une fonction f localement holo-
morphe sur V\T ou V est un voisinage de y étant donnés et T étant composé
des sous-variétés T,={y,=0} (1=i=r) sur V ou y; sont d’ordre 1 sur VT, on
dira que wy=(fwy, **+, fWn+1) admet la condition B((T), (e), (m)) avec (T)=(T)),
(e)=(es), (m)=(m,) (1=i=r) lorsque le déterminant wronskien de w; est de la forme

r
]_'I mie;-1
gi=1y1

ou g est un fonction holomorphe ne s’annulant pas en y et que, un voisinage V,
de y existant, pour tout point y'e(T N \U T.)NV, on a, si e¢; n'est pas
I1sasr, a#i

mi n+1
entier, fwkzgak,-yiigj+, Z+1akjgj (1=k=n+1) ou g; sont holomorphe en y’
j= j=my

et a,; sont constants et, si e¢; est entier,
mi-1 n+1
Jwi= 2 awyiigit 3 angitain yig’logyityig”)
ou g;, &', g” sont holomorphes, a=max(e;, 0) et b=min(e;, 0).
LEMME 8. Soit X=Xy, Rs={{eN|S,;24}={I} (1Zi<r) avec 2= X et wy
(1=k=n+1) les n+1 solutions linéairement indépendantes de (Fy). Alors, si f=
£7% on §;={%,=0}, w;s admet

1SEs7,{0, n+11CI 5
B(( ’ Sliy )7 (”' ’ 211;) '”)7 (“' ) #11—1: "'))'

En effet la condition concernant au wronskien est montrée de ce que le
wronskien des w;—w, par rapport a x; - x, (avec x,=0, x,.;=1) est, & facteur
constant pres, égal a

(= x,) 452
0siljsn+1

([12] Corollaire 1 de Théoréme 1). Quant a l'autre, il ne faut que le démontrer
au cas ou r=1 et on peut supposer, sans restreindre la généralité, que I,=I=
0,1, -+, p} et {x;,,:} (k€l) et {x;} ((N) soient croissants en £, puisqu’il ne
Sagit que les points reguliers de S, que, par une permutation P ou le change-
ment des w, par l'application Fp est explicitement donné dans Section 5, on peut
transformer 7/ a cette forme et que la pseudoconvexité et le théoréme d’identité
assurent la rationalité de la derniére hypothése.

En ce cas, désignons par wj (0<k=<n-1) le prolongement analytique de w, le
long d’'une courbe: x;=x;(t) (0=t=1) telle que {x,(!)} soit croissant si ¢+#1 et
x:0)=a;. 11 est evident que w; (p+1=7<n-+1) sont holomorphes. Avec x,=0
et xp,11=1, Ei=x:/x, et x; (1<i<p=j=n) sont les coordonnées en £. Et en
posant u=vx;, On a

n+1 oo P

- 2 -
(-i[_,[o(u—'xa)la ldu—yZ;‘ hu(xp+1, ) xn>xpl+pvyH0(U _an“ 'dv
= < a=
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ou &==0 et £,=1 et cu h, sont holomorphes en £. Par suite, on a, si 1=</=<p,
’ r AL o (50 A Ag-1
Wi—We=Xp ygﬂhyxp N LIO(U—*Ea) a~'dy

ou on définit cette intégrale par un double lacet si quelques Reld, sont non-

D n+1
positives. Puisque (1—p) wit+g+g'=0avec g= 2 f, (wo—wq) et g'= 2 faWh,
a=0 a

Zp+1
les w; (p+1=k=n-+1) et wi—w{ (1=k=p) sont linéairement indépendentes si
p:#1, ce qui acheve la preuve si y,;#1. Lorsque z;=1, d’aprés la forme de la
matrice correspondant a p;, on a

P IWe=Wotg
et par suite

w6:27\17j1>g10gxp—}—h

ou % est uniforme et holomorphe sur {x,#0}. Ensuite, en calculant lintégrale
d’Euler en divisant le chemin en deux parties: |u|=<¢c et |u|=e¢, ¢ étant suffisam-
ment petit, on voit que |w{|/|x,]*"7 (avec >0 et A=min (1, 0)) est borné
lorsque x, se situe sur un domaine angulaire au centre l'origine. Puisque g-+g’
=0 et que g’ est holomorphe, ce lemme est démontré aussi au cas ou g;=1.

§3. Condition nécessaire.

On déja savait que les n+1 solutions de (F;) définissent une application w
localement biholomorphe de & sur I'espace projectif a n dimensions, en les re-
gardant comme les coordonnées homogénes. Maintenant examinons la condition
pour que l'inverse w™' soit uniforme.

1. Condition nécessaire.

LEMME 9. Soient fi, -+, fn des fonctions holomorphes dans un voisinage V
de lorigine O de ['espace numérique avec les coordonnées xi, -+, Xy, A un nombre
complexe et p un entier positif avec p=n. Et définissons une application w par

(@) yi=xif: AI=i=p), y,=f; p+1l=j=n)

(A n'est pas un entier ni 'inverse d’un entier),
(b) yi=logxi+xify, yi=xifs QZi=Zp), y;=f; (p+1=j=n)
(A est un entier négatif, et fi(0)=0 2=i=<p)),
(©) yi=xilogx,+fi, ye=xif: QZiZp), y,=f; p+1=7=n)
(A est un entier positif et f(0)=0 (p+1=j7=n)).
Alors, si le déterminant jacobien est de la forme xfP~'f, ou f, est une fonction
holomorphe ne sannulant jamais, U'inverse w™' n’est pas uniforme.
En effet, (a) on peut supposer f:;(0)=0 (2<i/<p), en considérant une trans-
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(o s [a)

formation lindaire. Par la forme du jacobien, on a f,(0)#0 et P —3—9&0
2, "7, Xa

en O. Donc, comme f,(0)=0 (2=<7/=p), on peut supposer x;=f; (2=<i=<n) et par
suite, avec x;=0 (2=<7/=<n), le probléme se réduit au cas d’une variable: est-ce
que l'inverse de y=x*f(x) est uniforme?

(b) En supposant x;=f; (2<i=<p), on encore arrive a 'uniformité de I'inverse
de y=logx+x*f(x) avec f(0)+0. Soient ¢ une constante positive, C une courbe
sur le plan de x formée par |x|=2¢, |x|=¢/2, argx=rx/4, argx=—n/2 qui
contient x=¢ dans son intérieur. En posant F(x)=logx+x*f(x)—loge—e?f(e),
on a F(¢)=0, et, si ¢ est suffisamment petit, on a |[F(x)|>2x sur C; donc

(I/Zn\/:'i)scdlog[F(x)——27r\/:1]>0; conséquemment il existe une valeur &’

(#¢) avec F(e/)=0.
(c) Si on pose yj=y;/x* (1=<i=<n), on arrive a (b). C.Q.F.D.

2. Valeurs de 1; vérifiant les conditions nécessaires. Par le lemme pré-
cédent, on voit que, pour que l'inverse @' soit uniforme, il faut que, pour tout
ICR, 2;=Z7*. En effet, on n’a besoin que Lemme 9, Lemme 8 et la formule
g+g’=0 dans la démonstration de Lemme 8.

Au cas d’'une variable, il existe un nombre infini d’exemples ou ces condi-
tions sont vérifies. Mais au cas de deux variables, il en existe seulement 27 a
permutation prés:

o» @ & @ O
Ao=A=A=A= 2/3 3/5 5/8 5/9 7/12
o= 1/3 3/5 1/2 7/9 2/3

® O ©®& © q Jdn d2 I3 14 s

A=Ah=2X= 2/3 2/3 1/2 1/2 3/4 3/4 5/8 3/5 3/4 3/4
A= 1/2 5/6 5/6 3/4 1/2 3/8 7/8 9/10 7/12 5/12

o= 1/2 1/6 2/3 3/4 1/4 3/8 1/4 3/10 1/6 1/3

16 17 18 19 @0 @) (@2
2/3 7/12 7/12 3/5 5/9 3/4 5/8
7/12 11/12 3/4 11/15 17/18 9/20 17/24
5/12 1/3 1/2 7/15 7/18 3/10 5/12

23 24 @5 26) @)

Ao=A= T7/12 5/12 7/12 Ao=A= 3/4 2/3
A== 3/4 2/3 2/3 A= T/12 1/2
A= 1/3 5/6 1/2 A= 5/12 1/3

lo= 1/2 '5/6
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Au cas de trois variables, il en existe 7:

28) (29) (30) @D 32 @3

A=A=A=A=A= 2/3 3/4 5/8 A=4h=A=A4= 2/3 3/4 3/4
o= 2/3 1/4 7/8 A= 5/6 1/2 7/12

(34) A=2,=2.=3/4, A=2A=2.=T/12 A= 1/2  1/2 5/12

Au cas de quatre et cinq variables, il en existe respectivement un:

(35) A=A=A=4=A4=2=3/4, 1.=1/2,

(36) Ay=A=A=A===A=A.=3/4.
Au cas de deux variables, ce liste n’est qu’'une partie de celui de Le Vavasseur
[8] Son liste contient le cas ou quelques-uns de 4;; sont 1 qu'on doit exclure
comme on vient de le voir, et aussi le cas ou quelques-uns de A; sont entiers
qu'on a exclu au début mais il reste encore la possibilité de construire des fonc-
tions automorphes: un probléme. Si n=3, on obtient ce liste comme ce qui suit:
la méthode est tout a fait pareil au cas de deux variables. En effet, on peut
supposer que A,=A;=A:=A:;=4,=2.. D’abord, (28) est une solution. Autrement
il faut que A,,=1/2, et par suite 4,=2,=5/8; donc 2,,=1/2 et A;,=1/4. Si A=
1/4, on a A,;= -+ =4.=5/8, 2,=7/8. Si A,=1/3, 1,=5/6, donc A,=2A,=2/3. En
conséquence, A;=14,=2/3, 2.=1/2. Si 2,,=1/2, on a A,=A4,=2,=3/4 et 2A,=1/3.
Si A;=1/3, on a A3=24,=2.=7/12. Si 23=1/2, on a A;=3/4 et de suite en suite
les autres.

§4. Fonctions automorphes provenant de F,.

Nous allons maintenant dans tous les cas enoncés dans la section précédente
construire un corps de fonctions automorphes.

1. Lemmes. On se donne d’abord une variété Y connexe de dimension n,
un ensemble analytique T (resp. T,) de Y composé d’'un nombre fini de sous-
variétés reguliéres de codimension 1 (resp. de quelques composantes de 7)) et
n=+1 fonctions w=(w;, ws, **+, Wy4;) localement holomorphes sur Y\T. On peut
regarder w comme application localement holomorphe dans l’espace projectif si
tous les w; ne s’annulent simultanément en aucun point. Et les notations y, V=
V4, Zy, et respectivement w; signifient un point de Y, un voisinage suffisamment
petit de v, une variété connexe étalée au-dessus de V avec la projection zy
propre dont zy'(y) consiste en un point, et respectivement les fonctions (fw,, -,
fwnyer) o0 f est une fonction algebroide en y.

REMARQUE. Aprés avoir pris un V, il y aura le cas ou il faut raccourcir V,
mais on utilisera la méme notation V aussi pour le nouveau voisinage sans rien
en dire. Et il en sera de méme de Z,. D’ailleurs, on confondra quelque fois T
avec TNV, etc.

LEMME 10. Supposons que T admette (GN)q,n, avec les composantes T; (1=i=n,)
et Tjo (1751, a=0, 1, 2), qu'il existe au plus un i, disons i,, dont T, est la
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seule composante de T, passant en y et qu’il existe une fonction algebroide f telle
que wy admette B((---T;, -, Tja’ <)oo ey, e, Cjas e )emy, o, Mja, =) ol
e:,=0, 0<e;€Z7* (i+10), mi=m;o=1 et ou e;, satisfont a l'un de (a), (b) suivants
a permutation des a (=0, 1, 2) pres

(@) en=e;pp=1/2, 0<ecZ™,
(b) e;=1/2, ejn=e;=1/3.

Alors 1l existe V et Zy tels que toute branche de fw, 1=k=n+1) soient locale-
ment holomorphe sur Zy,=ZyNZr, (Zy,=nv (Ty) et que wy, comme fonctions
sur Zy, admette B(Zr, 0, 1) en z=n3'(y).

En effet avec T,={y:=0} et T;a={y;a=0} (¥j0=y;:1—yj), il ne faut que
considérer comme Z, le domaine riemannien défini par le prolongement analytique
simultané de y%, z; et z, (1<i<n,, 1=<7<n;) ol zj, (a=1, 2) sont définis,
suivant le cas (a) ou (b), par

@) Ya=(2T—(—D%2%)*
(b)  yi=[(z:—C*2:)(2:+L*2) (2, + (140 2) (21— (1 —0)z2) 1°
Ye=[(21+{*2:)(2:+L2:)(2, — P (1 —0)ze) (2, — (1 —L%)25) 1°

ol {=expa+/—1/6 et ol on désigne yj., 2. €t respectivement 1/e;, seulement
par ya., 2. €t respectivement m. On a aussi

(@) za=(p}?—(—=Deyi/H4™, %Q’_lg‘)“=g1'(y1yz)”2(y1—yz)”"°

(21, 22)
ou
— 3 1/2 —[rs 11/2 a(y2’y2)__ 2/3
(b) 21——(772’_C 770) 12, z=[( (772’“771)] 2, W—gz'(ylyz) ! (yl—yz)m
1y 2

ot 93=(yi*—C*¥yi®)/(1—-LHC2 -2 (=0, 1,2) et ol g; et g, sont holomorphes
et ne s’'annulent pas en y. On voit donc, en supposant f=1 sans restreindre la
généralité, que w; (1=k=<n+1) sont localement holomorphes sur Zy, vu la pro-
priété pseudoconvexe de domaine d’holomorphie. Ensuite, avec zy=2y; my, z, est
une fonction holomorphe sur Z, telle que Zr,={z,=0} et il existe un point
ZeZp, tel quon ait wy=cigologzt+g, 1=k=n+1), g, 0=k=n-+1) étant
holomorphes en z’ et ¢, etant constantes. Par une transformation linéaire, on
peut supposer ¢,=0 (k=2) et donc, w, étant linéairement indépendantes, g, (2=2)
sont holomorphe sur Z, vu la pseudoconvexité. Par le prolongement analytique
de w; le long d’'un lacet par rapport & Zy, on voit g, une combinaison linéaire
des w; (k=2). Donc g, et par suite, g, sont aussi holomorphes sur Zy, ce qui
achéve la démonstration.

Y, f, w, G, un sous-groupe G, de G, un élément s,=G, et une forme F=

n
Iwn+1|2-—i§lw¢|2 étant données, on dira que la paire (w, G,) admet la condition
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L(f, so, F) en y lorsque G, est engendré par s; (0=/=n,) avec s;S,==5,S;, que, d
étant une valeur propre de s; on a |d|=1, que s; est aussi une transformation
linéaire de w; avec s;(fwr)=d;fs;(ws) et |d:|=1, que F|f|* est fini et positive
en y et que G, rend F invariant.

LEMME 11. Soit la situation de Lemme 10, et, G,CG et F étant donnés, sup-
posons que (w, G,) admette L(f, so, F) en y ot s, est défini par logy,,—logy;,
+2x+/—=1. Alors, pour &>0 arbitraire, il existe un voisinage V. de y ne dé-
pendant pas de s G, tel qu'on ait

F/|s(wa1)? <e

sur Vo=V T, pour tout s<G,.
En effet, d’aprés Lemme 10, on peut supposer sans restreindre la généralité
que f=1 et qu'une seule composante T';, de T passe par y et par suite Z,=V

n-1
et z,=y;,. On désigne, en abrégeant, w,.:, w, et respectivement > |w;|* seule-
i=1

ment par w, w’ et respectivement W. Par une transformation linéaire rendant
F invariant, on peut supposer w=g,logh+g, w'=ag,logh-+g’ avec h=y;, g, 8’
et g holomorphes en y et a constante, et w; (1=/=n—1) holomorphes. Alors ona

F=(1—|al®|g.logh|*+2Re(g—ag")g,logh+|g|*—|g'|*~W.

Comme sT(F)=F pour tout entier m, on a |a|=1 vu le coefficient de m* et par
suit on peut supposer a=1; et selon le coefficient de m, on voit Im(g'—g)g,=0
et par suite
g’ —g=cg, (avec ¢ constante réelle).
Puisque F>0, on a
c>0.
Pour s G,, posons

s(w)y=bw-+b'w'+W, (avec szn_z:biwi);

évidemment, avec K:Eilbilz et t=b+b’, on a |b|?=1+K+|b'|? et

s(w)=tgolog h-+tg+cgd’+Wp.

Or par les formules sos(w)=sw)+2xv —1tgo, ssow)=s(w)+27+ —1s(g,) et ss,
=5,5, ON a

S(go):tgc .

Donc, g, est une fonction propre pour tous les s=G,, et, s étant un produit des
s, on a |t|=1 et par suite Reb’=—K/2. En conséquence, on a

Is(w)*= 1 gol?|log h+cib’'|*— | g |*— [ W|®
=|gol*llog|h|—cK/2|*—|g|*—KW
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et, donc, dans un voisinage suffisamment petit de y,
F/|s(w)|*=[—2Re(c|g,*log h)+|g1*]1/(| go|*log | h|)*=—c/log | h|

ce qui achéve la démonstration, parce que g, ne s’annule pas vu le wronskien.
LEMME 12, Y, T, Ty, w, G et F étant donnés, supposons que Y, T et T,
soient compacts, que T, consiste en les composantes T avec TP NT =@ (G+7)
et qu'on soit dans la situation de Lemme 10 en tout point y de Y avec une fonc-
tion algebroide f ou le sous groupe G, est, si yeT{, le groupe des transforma-
tions de w obtenues par les prolongements analytiques dans un voisinage Y9
suffisamment petit de T. Alors w définit une application wz localement biholo-
morphe d'une variété Z étalé au-dessus de Y, avec la projection m & la boule unité

B:{§1|wi|2<lwn+llz}

dans Uespace projectif aux coordonnées homogenes w; (1=i=<n-1); et de plus, si,
pour une courbe | continue sur Z, la longueur L de wz(l) mésurée par la métrique
de Poincaré-Bergman

ds*=(|(dw, w)|*—(dw, dw)(w, w))/(w, w)

n
ou dw=(dw;, -+, dwns,) et, par exemple, (dw, w)= 2, W;dwW;— Wn+1dWn+1, €St finie,
i=1

on a lynTo=@ ol iy est la fermeture de ly==(l) dans Y.

En effet, la variété Z n’est rien d’autre que le domaine de Riemann uni-
formisé, défini par les prolongements analytiques simultanés des w;/w,+; 1=7<n).
Par Lemme 11, Z est bien définie et donne une application w; localement biholo-
morphe. Si IN[Z z~'(UY )] avait un nombre infini de composantes connexes,

J

L ne serait pas fini parce que Y est compacte et que, wy étant localement
biholomorphe et G rendant invariante la forme F, la métrique sur B donne
naturellement une métrique sur Z invariante par les transformations de revéte-
ment. Donc il ne faut démontrer qu'au cas ou /y est contenu dans un seul
Y, Sl existait un point de [y T, par Lemme 11, dBNw;({) ne serait pas
vide et par suite L serait infini. C.Q.F.D.
LEMME 13. Soit Y, une variété complexe, connexe, de dimension n, Z wune
variété complexe, connexe, étalée au-dessus de Y, avec la projection w, B une variété
complexe, simplement connexe, avec une métrique riemannienne et w une applica-
tion localement biholomorphe de Z a B. Et pour tout point y de Y, il existe
un voisinage V dont chaque composante connexe V, (=1, 2, --+) de = (V) con-
tient seulement un point de n~(y), dont la restriction de © sur V, est propre, et
dont il existe, pour tout a et B (=1, 2, ---), il existe une application biholomorphe
Tapg: Va—Vp tel que womap=m, que la restriction w . (resp. w)), de w sur V,
(resp. Vg) soit biholomorphe et que wgy°TapgeWiay Soit isométrique. D’ailleurs
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supposons que, pour toute courbe continue | sur Z dont la longueur L de w(l)
est finie, la projection w(l) soit relativement compacte. Alors w est une application
biholomorphe entre Z et B.

En effet, soit z’ (resp. b) un point de Z (resp. B), £ l'inverse de la restric-
tion de w dans un voisinage suffisamment petit de z’ et [z une courbe continue
sur B joignant le point w(z’) 4 b telle que la longueur L de [ soit finie et que
2 puisse se prolonger analytiquement le long de la courbe /z=Iiz\{b}. Alorsla
courbe [=202(/p) est bien définie et, (/) étant relativement compact, il existe une
suite {z™} (v=1, 2, ---) de points de [ telle que =n(z®) tende vers un point y de
Y, et que {Jizgw(z”’)zb. Soit {z4} ac1,2,..=7m " (y), et les voisinages V et V,

comme plus haut. Comme lim z(z*)=1, pour tous les v suffisamment grands, il
Y00

existe un a() tel que z¥ V5, ou Vo=V .Nr ' (V’), V’ étant un voisinage de
y avec V'&V. €Sl existait un nombre infini de v tel que a()#a(v+1), la
longueur L serait infinie; il existe un vy, et un «, tels quon ait z* & Z,, pour
tout v=v,. En posant z=V, 7 '(y), on a Iyifgz("’:z et w(z)=>b, et par suite £

peut se prolonger jusqu’a b le long de la courbe continue /5. Donc, comme on
le voit facilement, £ peut se prolonger partout sur la variété B simplement
connexe. En conséquence, I'inverse w~'=£ de l'application w localement biholo-
morphe est uniforme et définie partout sur B, ce qui signifie que w est biholo-
morphe. C.Q.F.D.

2. Corps de fonctions automorphes. Maintenant nous construisons un corps
de fonctions automorphes pour chaque cas dans Section 3. Dans ce numéro,
donc, nous sommes dans une situation de (1)~(36) et surtout supposons que
0<2;<1 GeN").

D’abord en posant x,=0, x,.,=1 et wi=w;—w, et en calculant

n+1
SS T | u—x: 2D dudi,
U i=0

on a

n+1 —_
F’:iéla“wéw§>0 (avec A=(aqy))

sur 9; F’ est, comme on 'a vu dans Section 1, uniforme sur 9, parce que la
représentation p rend invariant la forme A. Or, A étant de signature (1, n)

(Lemme 1), il existe un systéeme w=(w;, '+, wn4+,) de solutions de (F;) tel que,
avec

F=wap|'— 3w,
1=1

F soit uniforme et positive sur 9, et que w soit de type G ou G est le groupe
de transformations linéaires engendré par les p;; (0</<j=<n-+1).



Fonctions hypergéométriques 471

Pour chaque cas de (1)~(36), considérons une variété ¥=X= Xy avec M=
(M, My) ou

M={IeR|[=2tI{IeN[$[=3, 1,20},
M={IeN|#]=n, 1,<0}.

Y=2X est bien défini. Si ICJ et 2,<0, on a 1,<0 vu 0<A;<1, ce qui montre
que M; admet (SP). Si n=3 et #/=n-+1, un calcul montre que I=M,, ce qui
montre, d’aprés Lemme 3, §sml,Jm§gy2,K:® si J, KEM,. Sin=2etlI, JEM,, on
a INJ+ @ parce que 0<2..<1; par suite #K=3 avec K=I\JJ et 2x<0; donc on
a KeM, et §m1,1m§sm1,J=®; ce qui montre que M admet (SP).

Par Lemme 7, ’ensemble analytique T=8 admet (GN) en tout point y de Y
et w; peut se considérer comme fonction multiforme sur Y\T. Et puis ’ensemble
analytique T 0———1\1):0.? ; consiste en nombre fini de sous-variétés réguliéres mutuelle-

ment disjointes, de codimension 1. En effet si ;=2;,=0et INnJ=@, (resp. IC]J),
on aurait Ax=—1 avec K=I\UJ (resp. A;.;=1). Donc, par Lemme 3’, on a
$,nS,=3; ce que S; est régulier est evident.

Ensuite pour chaque y=%<Y, posons

{I, -+, I} =M M| ID {0, n+1}},

a1, oy Irz} ={IeM " M,|1,<0}
et
71 T2
f=TL&5% II i3
a=1 a=ri+1
ou S 1,=1%.=0} et c,=2;,. Avec cette fonction f, w, admet la condition
B((+, T, =, Tiay =), €a oy @y =)oor ) Mgy =+ 5 Mya, -+-)) €1 Y, 00 1=<iZm,,
1750, 0=a=2 et my=m,,=1 ou T; (resp. e¢;) coincide avec un S, (resp. |2:])
tel que &Mz et ol T, (resp. ;) coincide avec un Sy, (resp. |47,,l) tel que

2
{L0, 131, 15} =M% ou aL.—on j«EMY (voir Lemme 3); ce qui est une conséquence de

Lemme 8. Et de plus e;, (=0, 1, 2) remplissent la condition (a) ou (b) de
Lemme 9, ce qui est montré par des calculs directs des ;. Z étant la variété
étalée au-dessus de Y\T, défini par les prolongements analytiques simultanés
des w;/wq+1 (1=5i<n) et B étant la boule unité

B:{izz:ll wi/wn+112<1} ,

par Lemme 9, w donne une application localement biholomorphe : Z— B parce que
| f|12F est définie et non-negative sur V\T, V étant un voisinage de y, et que,
B étant strictement pseudoconvexe, on a | f|2F>0.

Ensuite soit T{¥=S, une composante de Ty a=(a,-- ans;) un point de
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UNT avec U,;=¢(Un,, 1), w. un élément de w en a et G,=G§* le sous-groupe
de G consistant en les transformations obtenues par les prolongements de w,
dans U;. Alors (w, Go) remplit L(f, s,, F) en y ou s, est la transformation Or
ou éventuellement un conjugé de p;. En effet, par une transformation Fp, on
peut supposer I={0, 1, ---, p} et {a;} croissant. Alors G, est engendré par les
pij tels que {7, 7} CI ou bien {7, ;}NI=@. Ce que sy~p;; devient de Lemme 6
ou de Théoréme 2 et sa conséquence ([I13], Lemme 2).

Donc, par Lemme 12 et Lemme 13, w donne une application biholomorphe:
Z—B. Et en conséquence, 7w~ donne un corps de fonctions automorphes sur
B, ou 7 est la projection naturelle: Z—Y. Le groupe est induit par la représenta-
tion p et le domaine fondamental est isomorphe a ¥,. Comme Y, est biration-
nellement équivalent a Pn(C)\(}JOU%(S%'I»’ d’aprés la pseudoconvexité de

P

domaine de méromorphie, le corps de fonctions est purement transcendantal. Nous
sommes ainsi arrivés au

THEOREME. Pour chaque cas (1)~(36), on peut construire un corps de fonc-
tions automorphes purement transcendantal sur un domaine B bitholomorphiquement
équivalent a la boule unité. Le groupe est donné par la représentation linéaire p
et le domaine fondamental est biholomorphiquement équivalent a la variété Y,
plus haut ; par suite il est compact, pour (2)~(5), (11)~(15), (17)~(25), (30) et (34),
et pour les autres, il est non-compact.

§5. Domaine fondamental divisé.

Les fonctions automorphes ainsi obtenues correspondent a la fonction modulaire
A(z) et pas 4 j(r) qui est le module exact de courbes elliptiques. Donc, pour
établir une relation avec une famille de courbes algébriques, nous nous occupons
a diviser le domaine fondamental par un groupe fini.

1. Transformations de solutions de (F;). On va examiner la transforma-
tion de w; que donne un automorphisme de 9. Pour cela, introduisons une

. Xi—X Xn+1— X9 .
nouvelle coordonnée x. sur X et considérons ———=° / x’” o (i=1, -, n)
17 Ao n+1" Ao

comme étant un systéme de coordonnées inhomogénes; on a

1 (xn+1—x0 1 Ao +1

- .
O A ) Tx—xa)

Xoo—Xn+1 Xeo™™Xo
n+1 2
XS (Xeo— )= T (u—x o) e du,
@(cy) a=0

ou la branche est décidée comme plus haut. En utilisant cette expression, con-
sidérons le changement de w, qui correspond a la permutation de x; et de x;.
Pour éviter les troubles données par la multiformité de w; repartons de a=
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(ao, -+, an+1) avec {a,} croissant et C,, et considérons le prolongement analytique
le long de la courbe: x,=a, (a#i, j), x;=x;1), x;=x;) 0=t=1) ou x,0)=
x{)=a;, x{(1)=x,;0)=a; et Rex;t)=Rex,;(t)=0. Puisqu’on peut voir les change-
ments de la fonction et du chemin de I'intégrale, on voit facilement ceux z;;w,
de w;: si 0=/<j<n+1, on a

i+1 i

Ty 0="T 50, -, ri,-wnﬂ):Ku[diag(l 1 1= gty ptpy e gy 0 100 1)

J+1
A+ Mia(0 - 0 4250 -+ 0)
j i‘g’l j-g—l
+ 3 Ma(0+0 1—pt; 040 1,(1—47) 0+ 0)
1+1

+1 j+1<0 b 010 O)]w(ij) ’

et
H;l i 'L+1
z'.iooa;:Kiml:diag (Lo 1= loo flooft3 o ploopt7))+ > M0 -0 —10--0)
. z+1
+ 3 Ma(O---O—ﬂwo"'O)]w<iw)

a=i+2

01:1 ww):"(w(mo, LRI w(ij)n+1) dont @Dijyk est la fonction qu’on obtient de w, €n
remplacant A; par 1; et 4; par ;, et ou

K;;=1 0<i<j<n+1),

Koj=[(xns1—x,)/(Xner—x0)1*=  (J#n+1, ),
Kinai=[(xi—x0)/(xns1—x0)]* (7#0, o)

Koni1=exp 7V —1 20,

Kiw=—p7"€xXp (— 7V =1 is1142n41)  (Xna1— X0) =7 (X nyy—x0) 7 (a3 —20) 7 H

X I (xi—x)'%a TI  (xa—x9)'%a  @#0, n+1),

0sasi-1 i+1sSasn+1
n
Kn+1°°:—ﬂ;}l—l(xn+1_xo)_um*—)\n+1)‘;[;[0(xn+1'——xa)1~la ’
et
_ X n+1 .
Koeo=—exXp VvV —1(—2—2) (X ni1—x0) 207 2= [ (x o — x o)~ 2a .
a=1

Si on choisit ®® comme étant les bases, en définissant w?; de la méme
maniére que @;;, on peut déterminer uniquement la matrice correspondant a ;; :
si 0<i<j<n-+1, on I'a en enlevant le premier rang et la premiére colone de la
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matrice plus haut par rapport 4 @ et on a
i=1
TOiw":Koz[diag(m/ﬂo e ptal e — gt Lo 1) 2 Ma(0 -0 0 —pre/ gy 0 -+ 0)

-+ nzéil.Mra(O-..O——#i()...o)]w%i) (i),

im0 K| ding (et 1/ o 1=t 1+ 1)
"‘(M:‘/(l_ﬂi))Mi(ﬁlﬂi e il #01---1(1_ﬂm) Hooflivy o ﬂwﬂnﬂ)

n+1 ]
+a§+1Ma(/jlﬂi s Pl (1_}1w)(#01---i+ﬂi/#w> Hooffisr ﬂwﬂn+1>Jw?iw)

(@+0),
et

0= Koe| B (] (1= 1) S Mol ) e

De ce qu'on vient de voir, il est évident que, si ;=2y, z;; est une transforma-
tion linéaire de w; a un facteur prés, et que 7,; rend la forme hermitienne A
invariante a un facteur prés d’apres l'intégrale plus haut sur la sphére de Riemann.
Donc on a un nouveau corps de fonctions automorphes dont le groupe est
engendré par tous les t;; avec A;=1; et tous les p;; parce que ce groupe est
I'image d’une représentation linéaire du groupe de tresses. Le domaine fonda-
mental est le domaine obtenu en divisant Y, par le groupe engendré par tous les
automorphismes de @ qui correspondent aux permutations (z7) avec A;=4,.
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