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§0. Introduction.

Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel, connexe et simplement
connexe, d’algébre de Lie g. G agit dans I'espace dual g* de g par la représen-
tation coadjointe et il est bien connu que le dual G, 'ensemble des classes
d’équivalence des représentations unitaires irréductibles, de G est paramétré par
'espace des orbites g*/G (cf. [1], [12]).

On munit G de la topologie de Fell et g*/G de la topologie quotient.
Depuis que Kirillov a annoncé cette méthode des orbites dans la théorie de
représentations unitaires d’'un groupe de Lie nilpotent, il est bien conjecturé que
'application de Kirillov pg: g*/ G—G est un homéomorphisme.

On va y donner dans cette note un résultat partiel: il existe dans ¢*/G une
partie ouverte partout dense ol pg est un homéomorphisme, et dont l'image par
pe est aussi ouverte dense dans G.

Groupons des résultats connus sur cette conjecture.

1. L’application de Kirillov est continue [12], [14].

2. La conjecture est vérifiée pour le cas nilpotent [4], [11].

3. Pour feg* posons m(f)=g(f)+[g, g1 avec g(f)={Xeg; f([X, YI)=0
quel que soit Y =g}. On considére la suite centrale descendante de m(f):

m*(N)=m(H)Dm(f)=[m(f), m())ID -+ Dm*(H=[m(f), m**(/)]D .

La conjecture est alors établie a condition que f([jom"( f))=0 pour feg*
quelconque [3].

4. Soit g l'algébre de Lie complétement résoluble de dimension 4 définie
sur la base (T, X, Y, Z) par les crochets [T, X]=—X, [T, Y]=Y, [X, Y]=Z.
Alors G=expg est le plus simple des groupes qui ne satisfont pas a I’hypothése
du résultat précédent. En faisant usage de la continuité des caractéres infini-
tésimaux [2], Rosenberg a montré la conjecture pour G et il m'a tenu au courant
du fait que cette méthode avait récemment permis a Boidol de trouver le méme
résultat pour des groupes de dimension inférieure ou égale a 5.

Cette recherche a été partiellement supporté par “Grant-in-Aid for Scientific Research
(No. 56740039), Ministry of Education”.
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Je tiens a remercier M. Jonathan Rosenberg des conversations instructives sur
ce probléme. '

§1. Quelques lemmes.

Dans tout ce qui suit, soit G=expg un groupe de Lie résoluble exponentiel
d’algébre de Lie g (avec cette notation, G est sous-entendu connexe et simple-
ment connexe). Toutes les représentations d’'un groupe seront supposées impli-
citement continues et on confondra parfois une représentation unitaire d’un
groupe avec sa classe d’équivalence.

Choisissons une fois pour toutes un idéal g, de codimension 1 contenant [g, g]
et un élément non nul /&g* s’annulant sur g,. On identifie toujours gF avec
un sous-espace de g* de sorte que g*=RI/Pg¥, au moyen d’une injection fixe de
g¥ dans g*.

Il s’agit de la représentation coadjointe de G dans g* et '’élément [=g* est
évidemment invariant. Posons, pour f&g* arbitrairement fixé, L,=f-+RIl. 1
se produit deux possibilités :

ou bien L;NG-f={f}, oubien L, NG-f=L;.

En d’autres termes, la droite L; rencontre l'orbite G-f en un seul point, ou
bien y est complétement contenue.

Suivant ces deux possibilités, qui ne dépendent que de l'orbite, une orbite
sera dite respectivement non-saturée ou saturée (cf. [10], [13], [15]).

On note pg: g*/G—G Papplication de Kirillov pour G. Remarquons d’abord
le:

LEMME 1. Soit feg* tel que [lorbite G-f soit non-saturée. On a alors
06(G-(f+al))=X.Qps(G- f), 0 X, est le caractere unitaire de G défini par, pour
Xeg, X (lexpX)=ev-12"% gyvec a=R.

LEMME 2. Soit O un sous-ensemble ouvert partout dense de G,. On considére
la partie de G constituée par les représentations dont la restriction au sous-groupe
G, contient faiblement un élément de O. Elle est alors ouverte et partout dense
dans G.

DEMONSTRATION. On note 9(G) 'ensemble des classes d’équivalence des
représentations unitaires de G de dimension au plus dénombrable muni de la
topologie de Fell [8]. Chaque 7= a(G) est faiblement équivalente 2 un unique
sous-ensemble fermé Sp(z) de G appelé spectre de =.

Pour n=g(G), on note 7 |G, la restriction de = au sous-groupe G,. Con-
sidérons deux applications continues:

p:620—0|Geq(Gy) et P :Gydr—ind] re9(G).
0
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Sur définition, U(0)={r=T(G,); Sp(x)N\O+ @} est ouvert dans I(G,), et la
partie énoncée dans le lemme est égale a 'ouvert p'(0)=p Y (U(O)).

Supposons maintenant qu’il existe une partie ouverte O’ non vide et dis-
jointe de $'(0). On sait que O”=H"*(U(0")) est une partie ouverte non vide de
G, (cf. [10], [15]). Montrons par I'absurde que O” est disjointe de O, ce qui
est contradictoire.

Supposons donc qu'il existe =< G, appartenant & ON0O”. Puisque 7 apparti-

ent a 07, Sp(indg 7)NO’ n'est pas vide. Quant a la représentation indg 7, il se
0 0

produit deux possibilités: elle est irréductible, on la note %, ou bien elle se
décompose en Pintégrale hilbertienne des représentations irréductibles z,€G a
un paramétre t<R telles que, pour ¢t R quelconque, 7;|G, soit équivalente a =

(cf. [10], [15]):

. G
indt 7=\ m.dt, =:|Go=x.
Gy R

Suivant l'alternative, on observe que Sp(indg 7) est adhérence ou de # ou
0

de l'ensemble {z;;t=R}CG pour la topologie de Fell. D’aprés ce qui précéde,
on a #€p(0)N0O’, car #|G, contient faiblement z, ou bien {r,; teRyC5'(0)
et {r;;t=R}NO’ n'est pas vide. En tout cas, on en a tiré le fait que O’'NH'(0)
n'est pas vide, ce qui est absurde. c.q.f.d.

Le lemme suivant reste valable pour un groupe localement compact séparable
de type I. La C*-algebre de G se notera C*(G).

LEMME 3. On cosidere la partie de G constituée par les représentations r<G
telles qu’il existe un élément positif x de C*(G) ayant les deux propriétés suivantes:

(i) =n(x) ne soit pas nul;

(i) la fonction G2 0—Tra(x) soit finie et continue en = Clest alors une
partie ouverte partout dense dans G.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 4.4.2 dans [5], on voit aussitét que la
partie O dans Pénoncé est ouverte dans G, car la C*-algébre C*(G) est post-
liminaire.

Supposons qu’il existe une partie ouverte O’ de G non vide et disjointe de
0. Alors O’ s’identifie au spectre d’un idéal bilatére fermé non nul de C*(G)
(cf. Propositions 3.2.1, 3.2.2, [5]), qui est une C*-algébre postliminaire. Ceci
étant, d’aprés le lemme 4.4.4 dans [5], O’ contient une partie ouverte O’
contenue en méme temps dans O, ce qui est absurde. c.q.f.d.

§2. Un théoréme.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver un résultat partiel sur notre
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probléme.

THEOREME. Il existe dans G une partie ouverte partout dense on l'application
oGt est continue, et dont I'image par pg' est aussi ouverte dense dans ¢*/G.

DEMONSTRATION. La démonstration se fait par récurrence sur la dimension
de G. Si dimG=1, le théoréme est trivial. On suppose le théoréme démontré
pour les groupes de dimension strictement inférieure a celle de G. En gardant
les notations précédentes, on considére le sous-groupe invariant G,=expg, de
codimension 1. Par hypothése de récurrence, il existe dans G, une partie
ouverte O, partout dense sur laquelle pg) soit continue et pgi(O,) soit dense dans
6¥/G,. En appliquant le lemme 3 a G,, on obtient la partie O, énoncée 1a de
G, ouverte partout dense. Alors O,N0,; est un sous-ensemble partout dense de
G, auquel sapplique le lemme 2 pour nous donner une partie cherchée O de G
ouverte partout dense.

On constate tout d’abord que le sous-ensemble ouvert pg'(0) est partout
dense dans g*/G. En effet, pz'(0) contient toutes les orbites dont la projection
sur gf¥ contient une orbite appartenant a Pzl (0,NO0y) (cf. [10], [15]) qui est
ouvert dense dans g¥/G,, d’ou le résultat.

Puisque la topologie de Fell pour G admet une base dénombrable, donnons-
nous maintenant une suite {z,}%.; dans O convergeant vers un élément z de O.
Soit £2,=pz'(xw,) (resp. 2=pz'(x)) lorbite dans g* correspondante & x, (resp. «)
pour chaque n. Il s’agit de trouver dans g* une suite {f,}%-, vérifiant f,=2,
pour tout n et convergeant vers un €lément f de 2.

Désignons par q: g¢*=RIPgfF—g¥ la projection naturelle. Vu la continuité
de P'application de restriction p: G—a(G,), 'hypothése de récurrence nous assure
qu’il existe dans gF une suite {f%}5-; vérifiant f4=q(2,) quel que soit n et
tendant vers un élément f° de ¢(2) (cf. [10], [15]). En extrayant au besoin
une sous-suite, on peut se placer dans le cas ou toutes les orbites £, sont de la
méme espéce.

Pourvu qu’elles soient toutes saturées, il ne reste rien & montrer. Supposons
désormais que toutes les orbites 2, soient non-saturées. Quand on regarde [
et f° comme des éléments de g*, l'application de Kirillov pg étant continue, on
se donne des représentations z%=ps(f%)=G tendant vers n°=pg(f")G.
D’aprés le lemme 1, en posant Lf%f\Qn:{f‘},+‘Bnl} avec B,€R, on voit d’ail-

leurs que m,=Xs,Xx% pour tout 7.
En résumé, il existe dans O deux suites convergentes :
o= a=pa(f) et wp=X_5,Qm, - 7'=pe(G- ), ey

ou f° appartient a ¢(Q).
Si Q est saturée, 2=G-f° et 7=z". Si £ est non-saturée, en posant
LoN2={f"+p.} avec B,&R, on observe que n°=X_g®=n. Compte tenu de
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mh=X_5,Qn—n’=X_5,Qx, on voit également que Xz,-3,Qm,—x (cf. [9]). En
tout cas, on récrit les données (1) comme Ssuit :

T, et X,Qr,ow, (2)

ou on a noté a, au lieu de —pB, ou B,—f3, conformément aux deux possibilités.

S’il en est ainsi, on se propose de montrer que la suite {a,}%-; reste bornée,
ce qui achévera la démonstration a condition que £ soit saturée. On suppose
pour cela, extrayant au besoin encore une sous-suite, que a, tende vers linfini.

On notera %, (resp. %) l'espace de Hilbert ot opére la représentation =,
(resp. w). Pour & un élément arbitraire, qui sera précisé plus tard, non nul de
4, il existe, d’aprés (2), un élément &, (resp. 7,) dans &, tel que la fonction
de type positif définie par (z,, &,) (resp. (X, ®m4, 74)) tende vers celle définie
par (x, &) uniformément sur des compacts de G. Comme les vecteurs indéfini-
ment différentiables pour =, sont partout dense dans J4(,, on peut imposer a 7,
d’étre indéfiniment différentiable pour =,.

Par conséquent, étant donnés un nombre positif ¢ et une fonction ¢ indéfini-
ment différentiable & support compact sur G, il existe un entier n, tel que

o (@) m(@)nm | ) —Xap (@) no( @)Yy D) | <o

quels que soient m=n, et g appartenant au support de ¢. Il s’ensuit que, une
mesure de Haar a gauche sur G se notant dg,

| @ 1) = | @ty an @ s @)7ns 1)1 < | (8)1 dg

pour m=mn, Lorsque m-—co, compte tenu de notre hypothése a,— 0, il est
évident que

98,0 (800, 1) A 0.

On voit ainsi que (7 (P)Ym | 7n)—0, 00 (Tn(x))n]| Hm)—0 pour tout x C*G).
Cela revient au méme de dire que |zn(x))n|—0 pour x=C*(G) quelconque.

D’autre part, la fonction |7a(g)sn—Enll®=2{|6n]*—Re(wn(g)énlén)} tend
vers 2{||&/2—Re(n(g)&,| &)} uniformément sur tout compact de G. Il en résulte
que, pour ¢>0 arbitraire, on peut trouver un petit voisinage symétrique U, de
Iélément neutre de G de sorte qu'on ait

“ﬁm(g)Sm—Em“ <e

pour tout geU, et tout m assez grand.
Soit T un élément non nul de g supplémentaire au idéal g, de sorte qu'on a
g=RT®q,. Chaque élément g de G sécrit alors de maniére unique sous la
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forme g=g(t)g, avec g(t)=extiT (t=R) et g,=G,. On considére une fonction
¢ continue a support compact sur G de la forme ¢(g)=¢.(£)do(go) pour g=g(t)g,
ol ¢, (resp. ¢,) est une fonction continue a support compact sur R (resp. G,).
On impose de plus 4 ¢. de jouir des propriétés:

) ¢.205 i) | gu0dt=1; i) supg.C{t<R; gOSU .

Posons maintenant, pour chaque 7, 7,=p(r,)=r,|G,€G, et ’'=p(r)=7|G,
=9(G,). Daprés ce qui préceéde, on voit, pour m assez grand, que

HSR¢E(t)ﬂm(g(_t>)§mdt—$m” <e

et donc que

(@@ m|Em)—(@m(Po)ym|Em)| <eldholcsop [ 7mll -

Puisqu’on a déja vu que |[7n(¢d)nn|—0, et que [l restent bornées, il en est
de méme de (n(@o)Pmlén): (Tm(Po)yml|En)—0. Vu larbitraire de ¢,, on vérifie
également que

() pmlém) — 0 3)
quel que soit x = C*(Gy).

Lorsque £ est non-saturée, n’<G, appartient a O, et, C*G,) étant post-
liminaire, il existe un élément positif x, de C*G,) tel que o(x,) soit un pro-
jecteur de rang 1 pour tous les ¢ =G, d’un voisinage de =z’ (cf. Lemme 4.4.2,
[5)). Si tel est le cas, prenons dans limage de z’(x,) 'élément &, supposé de
norme 1, utilisé dans ce qui précéde.

Lorsque 2 est saturée, la désintégration de z’ en représentations irréducti-
bles s’effectue comme

n/:SRyr(t)dt, eC,  (ct. [10], [I5].

Il existe donc un {, <R tel que z(t,)=0,CG, et on peut trouver un élément
positif x, de C*G,) de méme maniére qu’avant. Soit & un élément de norme
1 contenu dans l'image du projecteur =(¢,)(x,) de rang 1. La forme positive sur
C*(G,) definie par (z(t,), &) est limite faible de formes positives associes a =z’
(cf. [7]). On peut donc prendre cette fois I'élément &< introduit ci-dessus
de telle sorte que, étant donné e>0 arbitrairement,

[(7'(x0)€0|E0)—(m(to)(x0)50l0)| <&,

cest-a-dire |(7'(xo)&]E0)—1] <e.
D’aprés notre choix de & <.%, que l'orbite £ soit saturée ou non, la valeur
7=(7"(x0)&0|&0) vérifie
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[r—1[<e. (4)
Or X.|G,=1 pour tout acR et x,&C*G,), dou
(Tn(x)énlén) — 17 et (Tn(X)Ynlya) — 7. (5)

Lorsque m est suffisamment grand, choisissons un élément {,<.4, de norme 1
tel que mhL(x,) soit le projecteur sur C¢,. D’aprés (5),

I(Em‘Cm)lz -7 et ](ﬁm[im)‘z - 7. <6>

D’autre part, d’aprés (3),

En groupant les résultats (4), (6) et (7), on y trouve une contradiction cherchée.
Il nous reste donc a envisager le cas ou £2 est non-saturée, ce qui sera
supposé dorénavant. En tenant compte de ce qu'on vient de voir et en suppo-
sant la suit {&,}2., convergente, on désigne a, sa limite finie. Pour terminer la
démonstration, il suffit de montrer que a, n’est autre que 0.
Reprenant les notations précédentes,

(Tn(gmlén) — (n(g)60l&0),
(@)Y mlnm) — X-a)(@)@(g)EslE0)
pour gG. Comme dans le paragraphe 1 de [6], quelle que soit ¢< LY(G),
(X)) Tn(@)am(x0)nln) — (&' (xD7(P)7’(x6)E0]E0)
(@R ()T (@) Tn(X0)Pm|Pm) — (T (xEXA- 2 @TUP) 7" (x0)E0]E0) -
Cela revient a dire que, car =’(x,) est le projecteur sur C&,,
| EmlCm) | M(mm(@)lm ) — (w($)E0lE0),
D |C) X (@) | Cm) > (-2 (@7)(B)E01E0) -

Compte tenu de (6), on a nécessairement

(m(P)EolE0)=((X-a,@T)B)E0lE0)

pour toute ¢= L' (G). Enfin, en utilisant ¢ de la forme ¢@(g)=a,(t)@s(g,) pour
g=gt)g,=G, on en déduit que

[ o1t —Dg0atg®)8aly)di=0

quels que soient ¢= LY(R) et p=J. Dot visiblement a,=0. c.q.f.d.
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