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Untersuchung Selbergscher Zetafunktionen

Von Ulrich CHRISTIAN

(Eingegangen am Mai 23, 1988)

§ 0. Einleitung.

Bei dem Versuch, den Rang der Schar der Spitzenformen zu elliptischen
Modulgruppen auch fiir kleine Gewichte g mittels der Selbergschen Spurformel
zu berechnen, wird man auf das Problem gefiihrt, die Selbergsche Zetafunktion
(zur Bezeich s. Christian [37])

. log N(P,) 1 ~2s
— g - J—
Cq, g, s)= ‘P%@ (sign Tr P) N(P)”Z—N(P)"”z(z cosh 5 log N(p))
|Tr P1>2

auf meromorphe Fortsetzbarkeit in die s-Ebene zu untersuchen. Dabei ist H(q)
die Hauptkongruenzgruppe g¢-ter Stufe zur elliptischen Modulgruppe. {P}.acp
durchlduft die Konjugiertenklassen der hyperbolischen Elemente aus #(g), weiter
ist P, das zu P gehorige primitive Element und N(P) die Norm von P; schlieB-
lich bezeichnet s eine komplexe Variable und Tr die Spur.

Die Funktion {(q, g, s) tritt auch schon bei Hiramatsu [197, [20], §5.2, (8)
und bei Hiramatsu und Akiyama auf.

In diesen Arbeiten wird aber nur der Fall g=1 betrachtet und die Funktion
C(q, g, s) wird nur in einer Umgebung des Nullpunktes untersucht. Wir lassen
alle g&Z zu und untersuchen {(¢, g, s) in der ganzen s-Ebene. Wir zeigen,
daB {(q, g, s) nur Pole erster Ordnung besitzt. Diese Resultate wurden unab-
héngig von bis gewonnen.

Wir werden uns in dieser Arbeit weitgehend auf Fischer stiitzen. Al-

__(1)> enthalten.

lerdings betrachtet Fischer nur Gruppen, die das Element <_(1)
Bei uns gilt (_(1) _(1))5:‘5/14((1) (¢g=3). Das hat einige kleine Abdnderungen zur

Folge. Insbesondere erscheint durch diesen Unterschied der Term (sign Tr P)#
unter der Summe von (g, g, s). Wir werden {(q, g, s) fiur jedes Gewicht g
meromorph fortsetzen. Beachten wir dann, daB {(q, g, s) nur von der Restklasse
g mod2 abhédngt, so ergeben sich explizite Formeln fiir die Rénge der Scharen
der Spitzenformen vom Gewicht g,

SchlieBlich betrachten wir statt {(g, g, s) zundchst die Funktion
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B . log N(Py)
Z((], &, G) - (PI%(Q)(SIgnTr P>gN(P)1/2_N(P>—1/2

ITr PI>2

G(log N(P))

mit einer relativ allgemeinen Funktion G(¢). Erst spdter wird die Spezialisierung
G()=(2 cosh (¢/2))"%* vorgenommen.

Fiir Literaturhinweise danke ich K. Hashimoto, Y. Morita und S. J. Patter-
son. Ferner danke ich T. Arakawa dafiir, daB er mich auf mehrere Schreib-
fehler hingewiesen hat.

§1. Grundlagen.

Es sei 3(1)={z=x+iy | y>0} die in C gelegene obere Halbebene. Fiir N=
(21 S)ESL(Z, R) setze man

az+b

9] Nzy = cztd

= xnx+iyy, N{z} = cz+d,
wobei xy, y¥ Real- und Imaginirteil von N{z)> bezeichnen. Ferner sei

‘ N g " igarg N(z) — (N{ })g/z .

dabei ist g&Z. Durch die Zuordnung z— N{z) wird 3(1) bijektiv auf sich abge-
bildet. Fiir w, z&3(1) gilt

Mwy—Nzy ...  w—z
Nws—NGs = 8@ 2 —=  (NESL@, R)).

Das unter SL(2, R) invariante Volumenelement in 3(1) ist

3

4) do, = HD
y
Fiir eine Funktion f(z) und NeSL(2, R) werde
(5) Fa(2) =(fILN, g])z) = j3(g; 2)f(N<2D)

gesetzt. Bei der Bezeichnung fx(z) ersieht man das Gewicht g aus dem Zusam-
menhang.

Man bilde
. 0 0 .0
(6) 4, = yz(W +W>—zgy-—a? .
Dann gilt
4, =4,
(4. NHIIM, gl =4,(fI[M, gD (M&SLEZ, R)).
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Fiir g N sei JM(q):{NeSL(Z, Z), N=1I ::((l) (l))mod q} die “Hauptkongruenz-

gruppe g-ter Stufe” zur elliptischen Modulgruppe #(1)=SL(2, Z). Wir treffen
die folgende

VERABREDUNG. Fiir ¢=3 ist das Gewicht g&Z. Ferner gilt
%) g=0mod2 (¢=1,2). |

Es seien §(¢) ein Fundamentalbereich von #(g) und & =00, &,, -+, &,¢p Seine
beziiglich #(¢) indquivalenten Spitzen. Aus Christian [3], S. 59, folgt

® p(g) = s(q)"qul}q(l—p*“z).

das Produkt ist iiber alle in ¢ steckenden Primzahlen p* zu erstrecken. Weiter
ist

(1 (=12
© @={, (o |

Es seien R,=I, R;, -+, RppE M(1) Matrizen mit
(10) R:<5:> = ([:11 Tty P((]))-

Das nichteuklidische Volumen von $(g) ist
(@ (@) = [HA)/ x> : nﬂ’l(Q)/(um‘m(q)Jﬂ)(%ﬂ)) .
Aus Koecher [247], Seite 403, folgt

(11 LMY caryt HQ)/ - nmep) = qp(@) .
Bekanntlich gilt

(12) ZGENES
Also
13) o) = qp(q)g— .

Zur spdteren Benutzung beweisen wir

HiLrssATz 1. Es ist

(14 p)=1, p2)=3, p4)=6,
(15) 41p(q)  (g=3 und ¢=5),
(16) 12{gp(e)  (¢23).

BEWEIS. folgt aus (8) und (9). Weiter sei
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(17) g =2%p¥ ... px  (4=0; a,eN; ac=0UN)

die Primfaktorzerlegung von ¢ mit verschiedenen ungeraden Primzahlen p%, .-,
p¥. Wegen (8), (9) ist die Aussage gleichbedeutend mit

1 (a=0) 20 ,-2, , x2
(18) 8|{3.22a_2 (agn}'gl $0Cp=Y pat 1)

Aber p¥*—1=0 mod8. Fiir r=1 ist also richtig. Ist »=0, so ist wegen
g=3 oder ¢=5 stets «=3. Dann gilt auch. Damit ist bewiesen. Aus
folgt 4p(4)=24. Somit gilt fiir ¢g=4. Es geniigt also, fir ¢=3
und ¢=5 zu zeigen. Wegen reicht es hin, 3|¢p(g) zu beweisen. Vermoge
8), (9), ist das gleichbedeutend mit

1 (a=0)
(19) 3l {3-23a-2 (a=1)

Aber pX(p¥'—1)=p¥(p*¥+1)(p*¥—1)=0 mod3. Fiir r=1 ist [I9)also richtig. Fiir
r=0 ist =1, und dann gilt [I9) auch. Hilfssatz 1 ist bewiesen.

};}li[l :30"‘0—3]5;';( ;{;2_1).

Es sei P=%(g) ein hyperbolisches Element. Dann gibt es eine durch P
eindeutig bestimmte Zahl a(P)= R mit

(20) oy = (3 a“‘?P)) — RPR™,
ReSL(2, R) und

(21) la(P) > 1.

Es gilt

(22) a(P*) = (a(P)*  (REN),
(23) Tr P = a(P)+a"'(P),

wobei Tr die Spur der Matrix P bezeichnet. Aus folgt

(24) sign a(P) = signTr P.
Aus [22), folgt
(25) sign Tr P* = sign (Tr P)* (keN).

Mit H(q) ist auch RM(q)R~* diskret, also existiert ein eindeutig bestimmtes
a,€R mit |a,|>1, so daB
_qay, 0
Do = (0 a51>

fiir ¢=3 den Zentralisator von D(P) beziiglich R#M(q)R~' erzeugt. Fir ¢=1, 2
gilt dasselbe, wenn man —1I als weiteres erzeugendes Element des Zentralisators
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hinzunimmt. P,=R~"'D,R erzeugt (bei ¢=1, 2 zusammen mit —/) den Zentrali-
sator Z(P) von P beziiglich M(q). Es gilt a(P)=a, und
(26) P = P¢
mit passendem k< N.

DEFINITION 1. Die Zahl
@7 N(P)=a*P)>1

heiBt die “Norm” des hyperbolischen Elementes P= . H(g). Die Matrix P, heiBt
“primitives hyperbolisches Element” von H(gq) oder auch “das zu P gehorige
primitive hyperbolische Element”. Zwei Matrizen P,, P, H(q) heiBen “kon-
jugiert”, wenn es ein M< H(g) mit

(28) Pg — M—1P1M

gibt. Die zu P konjugierten Matrizen bilden die “Konjugiertenklasse” {P} g cg-
SchlieBlich ist {P,} %(p eine “primitive hyperbolische Konjugiertenklasse”.

Offenbar gilt:

HiLrssaTz 2. Sind P,, P, konjugiert, so ist a(Py)=a(P,). Genau dann ist
P, primitiv, wenn P, primitiv ist.

Es sei H(g) die durch 1 ga (aesZ) gegebene Untergruppe von H(q)
0 1

bei g=1, 2 hat man =+ 1 qa zu nehmen ). Die Eisensteinreihe werde durch
0 1

(29) E(g, g, 2, 5) = = YN, g

NeEMeolO\H (D

erklidrt. Hierbei ist z=x+iy=3(1).

Die Reihe konvergiert fiir Re s>1 absolut und stellt eine holomorphe Funk-
tion in s dar. Wie man z. B. aus Christian [4], §2 entnimmt, ist E(q, g, z, s)
meromorph in die s-Ebene fortsetzbar. Es gilt

(3()) ERlel((L g, 2‘+‘(]; S) - ER[REI(q, g, <, S) (‘, IC:1., Y p(Q)) .

Dabei sind die in (30) benutzten Bezeichnungen durch (5) und (10) erklirt.
Wegen (30) kann man E, (g, 8, z, s) in eine Fourierreihe beziiglich x=Rez
entwickeln. Nach Christian [4], Hilfssatz 5 hat der 0-te Fourierkoffizient die
Gestalt

€19) 05y +6ulq, g, $)y'*.

Dabei ist 0%=1, 0%=0 (¢#k). Die Funktionen ¢,.(q, g, s) werden in Christian
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[4], Hilfssatz 5 ndher beschrieben. Man bilde die p(g)X p(g)-Matrix

(32) D(q, g, s) = (9.(q, g, $))
und setze
(33) &(q, g, s) =Det®(q, g, s).

Fir (= ist R,R;'=1, also
(34) ¢H(q’ g’ S) = ¢n((], g; S) ((:1, Tty p(f])) .

HiLrssATz 3. Es ist

(35) $ulg, g, s)=0  (g=1 mod2)
und
1y _ &g _

Dabei ist e(q) durch (9) gegeben.

37 @) =11 (1- 5
g p*

ist die Anzahl der primen Restklassen modgq.

BEWEIS. folgt aus Christian [4], und oder auch aus Hira-
matsu, Akiyama [2I] Es sei

(38) g =0 mod2.
Eine Formel fiir ¢,,(q, g, s) bekommt man aus Christian [4], [(44), wenn man
dort (g+s)/2 durch s ersetzt. AuBerdem gilt Christian [4], nur fiir ¢=3.

Um auch ¢=1, 2 hineinzubekommen, muB man den Faktor &(¢) einfiigen. Es
folgt

_ 227 ['(25) 1
(39) ¢11<Q9 g’ S) - (_l)glquﬁ(s_{_g/z)l"l(s__g/z) 23_1 L(Q: g: S)’
(40) Lo g 9="2 F e
& $56 e
Aus [(39) folgt
1 27
1 ) y o ) = —1 18112 »
60 8 5 ) = (D T
(41) b= lim 5—71L(, g, 5).

Eine leichte Rechnung zeigt
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T

(—1) ez =1
I'Q2+1gl/2Ia/2—\g1/2) ’
also
1 2b
(42) ¢u(q: g, E‘) = ? .
Aus Christian [4], folgt mit der dortigen Bezeichnung
43) L, 8 9= 24,0, 1,29+, 0, ~1, 25).

Aus Christian [4], [59) folgt 16]=1, p=1, ¢s=¢q. Wegen [43) und Christian
[4], [€5) also

L, g, 5)= 25 Sprgome.

Mit Christian [4], also

_ ;E(Q)Q_“ 4 2
(44) L, g, s)= %) £, ¢% 1, 2s).

Wegen Christian [4], somit

e(g)g™p*(, ¢*, 1, 25){(2s—1)
P*(g)X(2s)
Dabei bezeichnet { die Riemannsche Zetafunktion. Beachtet man noch {(0)=

—1/2, so folgt aus

(45) L(g, g, s)=

9 w1, g2 1, 1),

T 209%(g)

Christian [4], liefert p*(1, ¢%, 1, 1)=¢> Also

L))
(46) b=~y
Aus (46) folgt [36) Hilfssatz 3 ist bewiesen.

Man setze

0 (g=0 mod2)
4 * = ,
4D £ {1 (g=1 modZ)}
Dann ist stets
(48) g=g* mod2.
Weiter sei

P14 590 (14120 mod2)
(49) Bg, g)=Bg, g¥) =1 4 ¢*(q) .

0 (lgl=1 mod 2)
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HiLFssATz 4. Es ist
(50) 2B8(q, 0)=N.
Weiterhin bezeichne p* eine ungerade Primzahl
(51) *=1 mod4.
Ferner sei n=N. Dann gilt

(52) Blg, e N  (g+1,2, p**, 2p*"),

3) Blg, 0 €T N-N (=12, p*, 25",

BEwEls. Aus (8), (9), [49) folgt

1 3
?7 ‘8(2) 0) - 71

Dann ist die Aussage richtig. Weiter sei ¢=5. Wegen (9), [15), geniigt
es dann zu zeigen:

B, 0) = BB, 00=2 A4,0) =3.

(@) .
54 2N *n2pkn
p(q)
55 N—-2N =p*n, 2p*™M).
Es sei
(56) g =2pt" - p¥"  (a=0UN; ay, -+, a,EN)

die Primfaktorzerlegung von ¢ mit paarweise verschiedenen ungeraden Prim-
zahlen p%, ---, p¥. Dann ist
() 1 24-1.3 (CZ_>_:1) T ~
o Fo= T el LPERD.
Es ist p,+1=0 mod2. Fir r=2 ist also p(g)/¢*(g)<2N. Jetzt sei r=1. Fur
*¥*=—1 mod4 gilt auch p(g)/¢*(¢)=2N. Essei p¥=1 mod4. Dann gilt p(g)/9*(q)
2N fir a=2 und p(q)/¢*(q)=N—2N fir a=1, 2. SchlieBlich sei »=0. Wegen
g=5 ist a=3. Also p(g)/9*(g)=2N.

Hilfssatz 4 ist bewiesen.

HILFssATz 5. Fiir die durch erkldrte Funktion gilt: Die logarithmische
Ableitung (¢'/9Xq, g, s) ist in C meromorph und hat hochstens Pole erster Ordnung.
Auf der Geraden Res=1/2 ist die Funktion holomorph. Fiir t=R gilt

¢ 1.y .
(58) (e & 5 +it) =001,
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BEWEIS. Siehe Fischer [11], Seite 34 unter (1.5.7); Seite 35, 1.5, 9 Proposi-
tion, Seite 97, 2.4.17 Corollary. ¢(q, 0, s) wird von Efrat [8] explizit berechnet.

DEFINITION 2. Der Rang der Schar der holomorphen Spitzenformen zu H(q)
vom Gewicht g& N werde mit 7(g, g) bezeichnet.

DEerFINITION 3. Fir g&Z sei B(g, g) die Menge aller Funktionen f: 3(1)—C
mit
(99) fILN, gl=f (Nedy).

Fiar ¢=0,1,2, .-, o bezeichne 3B‘g, g) die Menge der f&B(g, g) mit
stetigen partiellen Ableitungen bis zur Ordnung ¢ nach x und y. SchlieBlich sei
Bg, g)CB=(q, g) die Menge der Funktionen, die beziiglich x und y reell
analytisch sind. Ist 2&C, so bedeute %(q, g, A) die Menge der f=3B%q, g) mit
folgenden Eigenschaften:

Es gilt:

(60) —dof =2f.
Es gibt ein k=R, so daB gleichmiBig in x gilt
(61) fr(2) = 00"  (y—oo) (ReM()).

Die Funktionen aus %(q, g, A) heiBen “automorphe Formen zur Gruppe H(g),
zum Gewicht g und zur Kennzahl 2”.
Fir seC werde schlieBlich

(62) B(g, g, 5) = Bg, g, s(1—s))
gesetzt. Dann ist

(63) B(g, g, ) =Blg, g, 1—3).
Es sei $(¢, g) der Hilbertraum aller f=%8B(q, g) mit
(64) 117 = 1f@)1de, < o

Das skalare Produkt in diesem Hilbertraum ist durch
(65) f, =\ TEhEde,
T

gegeben. Man setze §(q, g, D=5(g, &)NB(q, g, A, H(q, g, )=, £NB(g, g, s).
Letzteres ist unter der Substitution s—1—s invariant. In $(q, g) betrachten wir
—4, auf folgenden Definitionsbereichen:

(66) g, g)=1{f; f=q, gNB*q, g); —4.f€9(q, g)},
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(67) *(q, g) = {f; f€B=(q, g); f hat mod %(g) kompakten Triger}.

Die Einschrdnkungen —d4, auf §%4q, g) bzw. 9(¢, g) mogen mit —4% bzw.
— 4% bezeichnet werden. Offenbar ist $°(¢, g)C%q, g).

SATZ 1. Die Bereiche 9%q, g) und 9°(q, g) liegen in 9(q, g) dicht. —A4%
und —4% sind in $(q, g) wesentlich selbstadjungiert und haben dieselbe selbstad;-
ungierte Fortsetzung —J ¢ mit dem Definitionsbereich g(q, g). Es gilt gz(q, g)=
:9(q, 2N\BXq, g). Der Operator —4, hat ein kontinuierliches Spektrum und ein
Punktspektrum. Die Eigenfunktionen und FEigenpakete von —A4, sind mit den-
Jenigen won —A4% identisch. Das kontinuierliche Spektrum liegt in der Halbgeraden
[1/4, o>=R. In jedem Punkt dieses Intervalls hat es die Vielfachheit p(q).

Das Punktspektrum liegt in der Halbebene [(|g/2)1—|gl/2), co)CR. Esist
abzahlbar und hduft sich nur bei . Es seien

(68) Z—T(q» g)(q: g) = I—g_‘l‘(l—%i> < 21-,<q,g>(q, g)< v K 2-p<q,g)_1(q, g)

1
=0<2-p0. 00, 8) < <2(q, g) < Alq, g) = Z<21(q, 2)<2(q, g)<-
die verschiedenen Figenwerte von —J ¢ mit den endlichen Vielfachheiten

#v(q: g) (V:_T(qy g): “')'

Wir lassen p.(q, g)=0 (v=—1(g, ¢q), -+, —p(q, 2)—1,0) zu. Wie unter diesen
Umstinden die “Eigenwerte” A-.(q ¢5(q, &), = » A-pcq. 09-1(q, &), A(q, &) zu erkldren
sind, beschreiben wir weiter unten. Es gilt

(69) S ule, OUg, £ < o0,

(70) IL((], _g) = 21.»((]’ g); ﬂy((], —g) - ﬂu(Q; g) (U:—T(f], g)» 1—‘7((]: g); )
(71) 1»(0: g) - Zy(q: g*); #y(Q) g) = [1»((1; g*) (V:”‘P(q; g); 1_.0((]; g); ) .

Man setze

— 1 —
(72) 7'y(q, g) - \/2u<q: g>.— 4 > 0 (l)—-l, 2; )'
Dann gilt r.(q, g)=R und
(73) 0<7’1(q: g><?’z<(], g) < .
Der Eigenwert 2q, g) werde durch

1

(74) (g, g) = T

erkldrt. Es gilt

(75) tolg, g =1(g, 1) (g=1 mod2).
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Weiter se:

(76 0.0, = L=20g, >0  w=—clq, ), ~, —D.
Dann gilt a(q, g)=R und

77 a-(q, g) < a-xq, g) <.

Die Eigenwerte A-pcq. g5 ==+ A-1 heiBen “exzeptionell”. Fiir g=1 mod2 treten
diese nicht auf. Es gilt also

(78) (g, ) =0 (g=1 mod2).

Weiter hat man

(79) 35 Lpanle, < <lulg, <7 (g=0 mod?),
(80) 0<aulg, )< <aopqolt, OS5 (=0 mod2).
Es gilt

81) (g, 0) = plg, 0)+1,

(82) Aepeqgm-1(g, 8%) =0,

(83) A-peg go-1(g, 8%) = % ,

(84) L-pcqn-1(g, 0) =1,

(85) (g, H=0.

Dabei ist der Eigenwert -, qm-1(q, g%) durch erklirt. Hiermit sind die
Fille g=0, 1, und wegen (70) auch g=—1 erledigt.
Jetzt sei
g =0 mod2, lgl=2.
Dann setze man

86) (g, £) =04, 1g1) = £ 1400, 0

und definiere
87) A(q, g) = A(q, |g|) = (—v—p(g, 0))(1+p(g, 0)+v)
(v=-—r(g, g), =+, —p(g, 8)—1).
Andere nicht positive Eigenwerte kann der Operator —4 ¢ nicht haben. Es gilt
1
@) alg, &) =alg g = —(u+p(q, 0>+7) (v=—r(g, 8), -, —plg, £)=D),

(89) #u(qy g) = #)J(qr [gl) = 77(0, 2(“”"‘{3((]» 0))) (V:"r(qr g)’ R ""P((]y g)_l) .
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Fiir
(90) g =1mod2, lg|=3
setze man

—1
o g, £) =g, lg)) =15
und definiere

1

(92) Zv(q, g) = 1»(‘], Igl) = Z_yz (”:'—T((L g): ) '_1) .
Andere nicht positive Eigenwerte kann der Operator —4, nicht haben. Es gilt
(93) a»(q, g) - au(q’ Ig]) = -V (y:_T(Qy g)y Tty _1) ’
(94) ©(q, 8) = (g, lg) = n9(g, —=2v+1)  (v=—1(g, g), -+, — D).

BEwEIS. Alles, was weiterhin nicht erwdhnt wird, steht in Christian [4],
Satz 1. Beweise der Aussage [(69) findet man auch bei Efrat [8], Seite 83, Theo-
rem 9.7 und Fischer [11], Seite 38, 1.6.5 Theorem. Es sei g=1mod2. Wegen
(71) ist po(g, g)=po(g, 1). Aus Christian [4], Hilfssatz 3, folgt u.(g, 1)=7(g, 1).
Daraus folgt Die Aussage folgt aus (68) und Christian [4], Satz 16.
Daraus folgt Die Aussage bekommt man aus Roelcke [27], Teil I,
Seite 319, Satz 5.1; aus (68). Aus Roelcke [27], Teil I, Seite 306, Lemma
3.1 und Lemma 3.2 und Seite 320, Satz 5.4 folgt, dab die nicht-positiven Eigen-

werte des Operators —J, nur die Gestalt bzw. haben kénnen. Wir
wihlen alle diese Zahlen als “Eigenwerte”, wobei die zugeho¢rigen Vielfach-

heiten aber Null sein kénnen. Dann gelten [86), (88), [91), (93). Aus Roelcke
[27], Teil 1, Seite 306, Lemma 3.1 7) folgt

95) (9, &) = (g, 1g]) = t-rqec-v-pq00(q, 2(—v—p(g, 0))) (g=0mod2),
96) (g, &) =g, 1g1) = prcq -24n2(g, —2v+1) (g=1mod2).
SchlieBlich liefert Christian [4], Hilfssatz 3 die Aussage

97) L-cq 15004, 181) = 1(g, 1g1).

Aus (95), (96), folgen (89), [94). Satz 1 ist bewiesen.

Die Gammafunktion 7/'(z) hat Pole erster Ordnung bei den nicht-positiven
ganzen Argumentstellen. Es gilt

98) Res ['(z) = 1"

o !

(ne0UN).

HiLrssAaTz 6 (Stirlingsche Formel). Es gilt

12j—»0Z
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(S]]

wenn sich z von der Achse der negativen reellen Zahlen unendlich entfernt.
BEWwWEIS. Nielsen [25], Seite 96, (1).

Wie {iblich setze man

I"(2)

I'z) -

¢(z) ist in C meromorph und hat nur Pole erster Ordnung bei nicht-positiven

ganzen Argumentstellen.
Aus Nielsen [25], Seite 15, (2) folgt

(100) $(z) = d—dz~ log I'(z) =

(10D ZE?TSL P(z)=—1.
Aus Fischer [117], Seite 121, (3.2.2) folgt
(102) P(z) = logz—ziz+0(z‘2) (lz]—e0) (largz|<n—0<m).

HILFSSATZ 7. Die Barnes’sche G-Funktion é(z) ist holomorph in C. Ihre
Nullstellen sind genau die Punkte 1—n mit Ordnung n (neN). Es gilt

(103) Gy=1,

(104) Gz+1) = I'2)G(z),

, G+ _ 1 1

{105) C(z+1) =3 log Cr)+ > z+z¢(z).

BEWEIS. Barnes [1].

§2. Einige Resultate von Fischer.

In diesem Paragraphen wollen wir Fischer [11], Teil 2 einschlieBlich der
ersten zwei Seiten von Teil 3 auf den Fall der Gruppen #(g) iibertragen. Es
gilt ( é_?)eﬂ(q) (9=1,2) und ( é_(l)
sich als symmetrisch in g und —g. Fiir das Folgende ist es daher praktisch,
|g| statt g zu schreiben. Der Resolventenkern zum Operator —4, werde durch
Fischer [1I], Seite 26, (1.4.7) erkldrt, wobei fiir ¢=3 der Faktor 1/2 wegzu-
lassen ist. Wie bei Fischer teilen wir diese Summe dann in vier Teilsum-
men auf, entsprechend M=/I=Identitdt, M hyperbolisch, M elliptisch, M para-
bolisch. Wie bei Fischer fithren wir die Funktionen Hi(s), Snyp(s), Zen(s),
B par(s) ein.

)%JM((]) (¢=3). Alle Formeln erweisen

HiLFSSATZ 8. Der Anteil der Identitat ist
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(106) 5.(q, g, )—exp[qp(q>{slog(2z)+s(1-—s)+—|g|2+l1 r(s+-50)

+1—2|g'logl”(s—*|—gl IogG(s~%-]g| +1) logG(s—L‘g—l—H)H,

(107) L(q, g1, 9= —@2s— DD (g(s1.1$ l)+¢(3_|§i>)

[1]| Iy
-

BEWEIS. Man benutze und Fischer [117, Seite 114, 3.1.3 Remark.
HILFSSATZ 9. Der Anteil der hyperbolischen Elemente ist fiir Res>1

(108) Enyp(g, 181, 8) = Enyplg, g%, 5)= 1II ﬁ(1—<signTrPo>'g‘N(Po)“‘"‘),

(Py) H¢qy m=0

1Tr Po1 >2
(109) 27%g, |gl, )= 2%, g% )= 5 (signTr P)* log N(po)ﬂ)l—T
‘:’hyp dhyp (P} H (q) l._N(P)
ITr PI>2
N(Py)-"*
= 1gin _AVULT)
(Po)§(q) nzx (signTr F,)''" log N(P°>1—N(P0)'" )

ITr Py1>2

Hierbei durchlaufen {P} % die hyperbolischen und {Po} s die primitiven hyper-
bolischen Konjugiertenklassen von M(q). Weiter ist P, das zu P gehirige primi-
tive hyperbolische Element. Fiir q=1,2 sind =P bzw. =P, zu identifizeiren.
Die Ausdriicke (108), (109) konvergieren fiir Re s>1 absolut und stellen holomorphe
Funktionen in s dar.

BEwEls. Wie bei Fischer [11], Abschnitt 2.2, mit folgendem Unterschied:
Fir ¢=3 ist (_(1) __cl))eé._%(q). Wir kénnen uns daher in dem Produkt (108) bzw.

der Summe (109) nicht auf die P mit Tr P>2 beschrdnken, sondern wir miissen
alle P mit |Tr P|>2 betrachten. Ist D(P) durch erklirt, so folgt aus (2),

(110) Jo(g; 2) = (signTr P)%.

Fihrt man dann alle Rechnungen von Fischer [11], Abschnitt 2.2 durch, so
kommt man auf (108), (109). Im Falle ¢=1,2 ist g=0mod2 laut (7). Dann
besteht kein Unterschied zu Fischer.

HiLrssATz 10. Der Anteil der elliptischen Elemente ist

(111)  Eeulg lgl, )=1 (¢>D),

(p\

(112) i(q,!gl,S)* (g>1),
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F(s/2+!g|/4+1/2)F(s/2—|g|/4+1/2)>1’4<<'1>'g"2’.

I'(s/2+1g1/0I(s/2— g1 /4)

(F (s/3—1gl /6+2/3)).;A(L%ﬂ)( I'(s/3—1gl/6) )-;A(L&;:_l)_
I'(s/3+1g1/6) I'(s/3+]g|/6+2/3)

(F(s/B lgl/6+1/3)) 118
I(s/3+1g1/6+1/3)

U13)  Eall, lgl, 9=

(¢=1, |g|=0mod?2),

(114) gé“(l,lgl,s)z(_lgw(gb(z el D re(5- %'— 2)-o(5+1E1)
-G 5 D)
Y D) SN

( |g| 3)) (¢=1, |g|=0mod2).

Dabei sind (—) Legendresche Symbole. Diese verschwinden, wenn Zdhler und
Nenner nicht teilerfremd sind.

BEwEIS. Fiir ¢>1 ist H(q) fixpunktfrei; daraus folgen (111), (112). Fur
g=1 geniigt es, (114) zu beweisen. Dann ist klar, daB (113) eine Stammfunktion
ist. Wegen (—(1) _(l))e:M(l) konnen wir die Resultate von Fischer direkt

anwenden. Man setze

0 D s=( D,

Die elliptischen Konjugiertenklassen von (1) werden dann durch J, S, S? re-
prisentiert. Wir definieren v(R) und @=6(R) wie bei Fischer [11], S.61, 2.3.4

Proposition.

Dann ist

(116 WD=2, US)=uSH=3,

17 on=%, 60=% ew=%

Aus Fischer [11], Seite 61, 2.3.4 Proposmon und Seite 68 folgt mit £=|g|/2

(118) Heu(l],lgl $)= Z_ZS%% 4( —1/2¢( 5 > ~~1/2¢(S \gl)

37'1. 2 -371/2 1 gt el 1‘ =1/3
rertrg(g gl ) e g ) s (G HE)
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_e-zi/3¢<3 Igl)+ ﬂ¢( lgl 3)_ wi <i_jgi+3)

ey ) -“”w(S—‘g’ +3))

Zez-n|gl/3

g2/ 181\ _ ,-2ets0 | omi | | 1
+mg( o5+ e (5 g|>+ o(3+%+3)

e G e )-8 )
Also

(119) “e“w,l 9 =" g+ Bl D)3 181 5

~g(5+ED) (5 )+ o { P sin (g1 +0(g(5~ L+ 2)
—o(g+ %“»Jr V3o gUs-(e(z-5) ez +§+3)

_2 s_lal 1
Jasinglal(#(z—¢ +3) H3+6 +3
Nun gilt fiir |g|=0mod2:

)
+
B
+
—
N—
==

_(lgl+1

(120) —esin 215141 = (1),

. T _/lgl—1

121) esin Z(1g1 -1 = (),
(122) \/ésm ™ 1g1 = (&),

Dabei sind (—) Legendresche Symbole, welche verschwinden, wenn Zihler und
Nenner nicht teilerfremd sind.

Aus (119), [120), (121}, (122) folgt (114). Hilfssatz 10 ist bewiesen.

HILFsSATz 11. Der Anteil der parabolischen Elemente ist wie folgt gegeben.

Die g1, pm, Gn, M, N seien wie bei Fischer [11], Seite 96, erkldrt. Dann ist fiir
Res>1

—
(123)  Eoalg, lgl, s)= 2—p<q>s<F(s+|g|/2)F(3 ,g}/2))_

I'(s) ' (s+1/2)
l (p(q)/z><1-¢“<|g:,1/2)). s, M s—1/2 \ ¥ s—1/2\-
<5"2> o nE1<1+p —1/'2)E1(1+qn—1/2

exp(—7 <qi;11//22> >JNI+1<1 —11//22>—1<1+275n—_li//32>—1
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1, 1y 1 1
eXp("”z“(“?) '((qn—1/2>2+(qn—1/2>2))

Efar p(q) lg1\, »(9) lg]
120y Seerg, = —p(g)log2 o Pls—5
120 Z2=, 18], 9) = —p(@)log2+ == ¢( 5 2+ 9 ¢( 2)

~ b~ p@(s+5) + 2 (1-du(lg1, 5))

1
+@s—Dgr g ((3—1/2)Z+t2 1/4+t2) <‘g" ;Jr”)d

BEwEls. Aus Fischer , Seite 103, folgt

- 1
(125) &}—S—m((s-—l/?,)z-%—ﬁ—l/‘l—l-fz) <2+ t)dt

2s—1 1 » 1 2s—1
( )log 6t 2s 1.2 1(s—l+pm P )—23—1n§1<s——1+qn_ g )
1 1 1 2s—1 23——
—23—1 ng%n(s—l—i—qn—l_s—l—i—qn dn ) (Re s> 2)

Damit ist klar, daB (123) eine Stammfunktion von (124) ist. (124) folgt aus
Fischer [11], Seite 101, 2, 4.20 Lemma, Seite 103 und [(34) dieser Arbeit. Hierbei
ist zu beachten, daB fiir die parabolischen Elemente N aus H(q) (¢=3) stets
Tr N=2>0 gilt. Daher kann man Fischers Resultate anwenden.

Insgesamt gilt

(126) E(g, lgl, s)

i

(C], lgl; S)'Ehyp(q; Igi 3)'5e11(q, Igly S)'Epar(q; lg'; S))

(127) g(q,lgl,3)~—(q, lgl, s)+" J‘”’(q, lgl, S)+Z°"(q, lg!, S)+“"“(q, lgl, s).

§ 3. Die Selbergsche Spurformel.

DEFINITION 4. Es seien 0>0, » eine komplexe Variable und H(») eine holo-
morphe Funktion in dem Streifen

(128) {rEC; lImr|<max(%, %)Jra}.

Es gelte

(129) H(r)= H(—r)  (fiir alle 7)

und

(130) |H(»)| = O(|Rer| =)  (fiir |[Rer|->co).

Man bilde die Fouriertransformierte
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(131) Glu) = —Z%SZH(r)e“””dr.
Dann ist
(132) H(r) = S“’ Gw)evdu .

DEFINITION 5. Es sei

(133 Tiq gl )= """ uia, 12D Hialg, g1,
(134 Tdo, g% H)=__ 31 pla, ) Hialq, g%),
(135) Ti(g, g%, H) = polg, g9HO),

(136) Tdg, g H)= 3, e9H(rl, 2,

(137> A = Tl(qy |g|’ H)+T2(q7 g*’ H)+T3(q’ g*r H)+T4(QI g*) H)-

HiLrssaTz 12. Es sei B eine reelle Zahl aus dem Intervall

1 ]gl-1 lgl
»(138) max( 5, =5 ) < B< max(2 , )+'()‘
Dann ist :
1 (B+iw g’
(139) A= " F {0, 181, 5 +u)du

BEWwWEIS. Man benutze (71) und Fischer [11], Seite 164, 4.1.2 Notation und
4.1.3 Lemma.

Man setze

1 rB+

(140) A= mH(zu) (0,151, 5 +u)du,
i 5 hvp * _1_

(141) 2,”53 - Hiu) thp(q,g Su)du,
1 B+iw Fl,

(142) o= il H S (g g1, 5 +u)du,
1 (B+iee apar

(143) A= """ Heiu) = (o &l 5+u)du.

Aus (108), (127), [I39) bis [T43) folgt

(144) A= A+ A+ A+ A,

Man hat also fiir A die beiden Darstellungen [137) und (144). Das ist die Sel-
bergsche Spurformel.
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DEFINITION 6. Im folgenden seien f,(u) (v=0, 1,2, 3, ---) Funktionen mit
folgenden Eigenschaften: f,(u) ist fiir alle x=C meromorph und besitzt nur
Pole erster Ordnung. Auf der Geraden Reu=0 ist f,(x) holomorph. Fiir v€R
gilt

(145) L@y =0(v]")  (Jv]—).
HivrssaTz 13. Es gilt
_apg) & _ y—1y 1 pie :
(146) 4, =1 PEIZngm(u DH(*57)+ 5| fH .

BEwErs. Aus (107), (140) folgt

i) 4= O (315 o0 o5+

Es sei R eine groBe positive reelle Zahl und €(c, B, R) (¢<1/4) das positiv

durchlaufene Rechteck mit den Ecken ¢—iR, B—iR, B+iR, ¢c+iR. Dann ist
1

(u)ugb( +'g'+ Yau=0,

ZTEZSG(O B.R)

H(iu) u</)(u——‘—g—l~——)du =C,

XQ(O B,R)

(148) C = Summe der Residuen von H(z'u)u¢(u—!gl2~1> im Intervall 0<u<B.
LdBt man R—co streben, so folgt wegen [102), (130)

(149) A= =D ey 1 o HGd

Dabei ist wegen [(102)

(150) £ty = — 2D o ((+E ) g (u— 1B lel=hy)

eine Funktion der in genannten Art.
Zur Berechnung von C bedenken wir, daB ¢(u—(lg|—1)/2) nur bei

(151) u= %ﬁl,m (me0UN)
Pole besitzt. Aus 0<u<B und [I138) folgt leicht
(152) m=0, -, ['g'2_2].
Also
[Clgi-2)/2 —

Wegen somit

(154) E(Igl 2)/2]<|g|—- ) (Z(L‘%—:*l—m)).
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Substituiert man hier v=|g|—2m, so folgt

(155) C=—2 % -nuEG).

2 y=2
v=1gimod2

Aus [(149), bekommt man [146). Hilfssatz 13 ist bewiesen.

DEerFINITION 7. Es sei

: log N (Py)
= * = &
(156) 2(¢, g, G) = 2(q, g*, G) :gﬁ(gg(mgn TrP) NPV P_N(P) 1"

Dabei durchlduft {P}s, die hyperbolischen Konjugiertenklassen von H(g).
Weiter ist P, das zu P gehorige primitive hyperbolische Element. Fir ¢=1, 2
sind =P und *+P, zu identifizieren.

G(logN(P)).

HiLrssaTz 14. Es gilt
(157) A, = 2(q, g%, G).
BEWEIS. Fischer [117], Seite 169, 4.1.5 Lemma.

HiLrssaTz 15. Es gilt

(158) Ay=0  (¢>D).
Fiir ¢g=1 ist |g|=0mod2. Dann hat man
18 o y—1
a59) A= % (03 CENHEG ) b S Hidu.

y= Igl 0mod2

BEWEIS. (158) folgt aus (112) und (142). Nun sei ¢=1 und |g|=0mod?2.
Aus (114), (142) folgt

+<‘%‘g"3i,sz*:: e ‘%—>
R L (4
N
AL oo 5
*%(@gﬂkij?iﬂ >¢(1—+'£'+ 3 )du

(45 gl (g~
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L P ¢ B

27fl B-ix

9
(g A9 =)o

=5 (5 gz g (gE 4 ).

Uberall dort, wo ¢(u/2+positiver Ausdruck) oder ¢(u/3+positiver Ausdruck)
steht, kann man den Integrationsweg auf —ico, 47c0 verschieben. Es folgt

(ber 1 SB’““"H({Zu)gb(u—%[?’)du

(161) A, = e

Bj2~1ico

+(_1)(:’l—2)/22%&5:?:[{(’2“)9[’(”_lil;)du
w5 (5 gl 09 (= )
3 (Dhgmilan s (u— £
+3(EE 0 Hswg(u— 1wt o g Hwdn

Jetzt fahren wir fort wie im Beweis von Hilfssatz 13. Wir integrieren {iber
€, B/2, R) bzw. €0, B/3, R) und lassen R gegen <o streben. Es folgt

1
(162) Ay = CACot Cot-Cot Corty S Folw)Hiu)du .

Hierbei ist

(= . ey B
163) €, ="—2 [Remduum von H2u)g(u—"E=) im Intervall 0<u< 2},
(lgi-2)/4
a6ty ¢, =T [ Residuum von Heizu)g(u—181= = im Interva110<u<%],
1/1gl+1 [ . , _lgl=5y . E}
(165) C, = 3( : )| Residuum von Hi3u)g(u—E¢ ) im Intervall 0<u < |,
1/lel lgl=3y, ﬁ]
(166) C, = —3—( >[Res1duum von H(z3u)gb( 5 >1m IntervalIO<u<3 ,

3
_1/lzgl-1 : . _lel=1y . B
(167) C; = 3 ( 3 )[Re&duum von H(z3u)¢<u 5 ) im Intervall 0<u < 3 ]

Man erhéilt dann

(=l Ercagiom o | g —3—4m & (=1pr 1
aw o= -CRTR el L g Gl

V= Igl 2mod4
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(169 C, =TIy (ilel = = 4m)—ﬁ 'i“o“——( (),

170) Cs“—:——%(-lﬁgjjy“gngjm (1g] —5— 6m> Elg{'ﬁzmd _ <v 1>H(v l
lg | \E<lel=8>761 ]g}—3 6m £ v—1

7 Co=— ( > ( ) vz!gr—gzzmods ( )H<

172) Co= ——(’g‘_l)w ”'“H(i*—“'g'_'zl L ("v‘_é_‘

v=1glmodé

Aus [162), (168) bis (172) folgt (159). Hilfssatz 15 ist bewiesen.

HiLFssATz 16. Es gilt

a3 A=-PD S BT+, e9HO ] o H .

2
v= lglmodz

Dabei ist B(q, g*) durch [49) erklart.
BEwEIS. Aus Hilfssatz 11 und [(143) folgt

1 (Brieo 1
(749 A4:RSB_WHuu)(—p(q)log2>du+?—@——g “Hu) (5 )

27[ B-ico

plg) 1 (Bri=
P e

2 g n o HE09(

@] HG () 140

271 B-iw

INy 1 (B+ie 1
+o@(1-¢u(151, 7))2—m53_mH<m)§;du
1 (Bri w1 1 \¢' 1
+§7ESB Hawu S m<u2+t2_ 1/4+t2>5(|g]’ E-{—zt)dz‘ du.
Aus Fischer [11], Seiten 173, 174, ersieht man, daB das letzte Integral den Wert

1 (i= ¢’

T HG ¢( Fu)du
hat. Man benutze Hilfssatz 5 und verschiebe in den ibrigen Integralen von
(174) den Integrationsweg nach links, soweit das ohne Uberschreiten von Singu-
laritdten moglich ist. Es folgt

_ plg) 1 [Bti= gl—1
(175) A= —2-271'283 mH< )¢( 2

1/4~1c0

zb(q)(l ¢u(| 5 2))2mSm+m (u>_+zimsi_°:wf5(u)H(iu)du.

Im ersten Integral von (175) verschiebe man den Integrationsweg auf 1/4—ico,
1/44+i0., Es folgt

(176) A, = c*+c**+2 Si () Hiwdu
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mit

177y cx =2 [Resmuum von H(zu)gb(u— 1) im Intervall = <u<B|,

4
H ! 2 271 )1/a- m
M 1 1/4+Loo _ Ig]
T ngm Hiwg(u >d”'
Eine leichte Rechnung liefert
p(q) 12! s yv—1
¥ — M7 i
(179) CH = 5 H().
v=1lg| mod2
Zur Untersuchung von C** setzen wir noch
~ ]_ 1/44i0c0 . du
(180) C= 271'251/4 ioeH(nD—u— ’

Es sei |g|=0mod2. Dann kann man in dem zweiten Integral von den
Integrationsweg auf —ioo, ico verschieben. Beachtet man [36), [49), so folgt

A 1 (i .
(81 Cr*=28(g, gC+5-|" fuwHlindu.
Jetzt sei |g|=1mod2. Vermdge [(35) gilt dann
p(g) 1 (ua+ie lgl
(182) C o 2 2%251/4 zoc( ( )+ )H( u)du

Wegen |g|=1mod2 hat ¢(u—(|g|—1)/2) bei u=0 einen Pol erster Ordnung
vom Residuum —1. ¢(u—(|g|—1)/2)41/u ist also bei u=0 holomorph. In dem
Integral kann man also den Integrationsweg auf —ioo, 7oo verschieben.
Beachtet man noch so sieht man, daB auch fiir |g|=1mod2 gilt.

Um C zu bestimmen, substituieren wir —u statt u und beachten (129). Es
folgt

(183) C= o

A _IS—”HMH(z'u)iu— -
U

~1/4-1ic

Addition von und liefert
(184) 2C . 1 <S1/4+ioo_g—1/4+iw> (zu)fv ki 1

2mi\J 1410 J-1/4-ice RﬁwanS@( 1/4,1/4, R)

Also C=(1/2)H(0). Wegen [I8I) somit

H(z'u)—dui = H(0).

(185) C+* = Bla, OHOM 5| i) Hiu)du.

Aus [(176), [179), [(185) folgt (173). Hilfssatz 16 ist bewiesen.

HiLrssaTz 17. Es gilt
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(186) A=, g% G+ 3 10, W) 8, g9HO 5| fiwHiwdu.

V= lgImOdZ

Dabei ist

(187) rg, =200 120 1),
[ﬁ] ~1  (v=2modl2)

(188) 7, )=

v L )
[ﬁ] (v£2 mod 12)

BEwers. Dieses folgt aus Hilfssatz 13, Hilfssatz 14, Hilfssatz 15,
Hilfssatz 16, wobei man fiir ¢g=1 zunichst

_1p) p(l) ve L=l
(189) R O I - e

Yo oL _1__ v Lv—1
D=5 (=17 o 3>

bekommt.
Fir ¢g=1 ist y=|g|=0mod2. Rechnet man nun mit geraden v modl2, so
folgt Hilfssatz 17 ist bewiesen.

HiLrssaTz 18. Es gilt

$ newH(YS) (8122

»Elgvlzmod2
(190) Tiq, lgl, H)= 0 (lgl=1) -

7

H() (1g1=0)

BEWEIs. Fiir |g|=>=2 folgt die Behauptung aus [86), (88), (89), [O1), (93),
(133} Fir |g|=1 aus [78), fiir |g|=0 aus [8I), [83), Hilfssatz

18 ist bewiesen.

DEFINITION 8. Es sei

(191> 5((1, y) - n<4) V)"‘T((]; y) (”:2’ 3) ) ’
(g, 0)—B(q, 0)  (g*=0)

192 , g% =

52 2 87 {mq, 1) (g*:n}



(193) Ug, lgl, H)=
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18!
2

v—I1
dzé(g, v)H(z%—)

v=1g1|mo

- O

Aus [(49), [75), [(192) folgt

(194)

&(g, g%) = poq, g5)—Bg, 8%).

Es gilt po(q, 0)=0UN. Wegen Hilfssatz 4 ist

(195)

28, )= Z.

(lg1=22)
(1gl=1) -
(lgl=0)

527

Weiter folgt aus diesem Hilfssatz, daB &(g, 0) nicht fur alle ¢ ganz ist, also
auch nicht fiir alle ¢ verschwindet.

HiLrssatz 19. Es gilt

(196)

T«q,1, H)=0

BEWEIS. Satz 1, insbesondere und

SaTtz 2. Es gilt

197) 2, lgl, G) =2, g% G)=U(q, |1g|, H)+&(q, g )HO)+T.(g, g*, H)

BeEwEes. [135), Hilfssatz 17, Hilfssatz 18, Definition 8, [194)

1 pe
* .
+Tula, 8% )45\ folw)Hiwdu.

(lg|=1mod?2).

Fiir den in § 2 behandelten Spezialfall und g=0 steht (197) auch bei Venkov

[32], §5.1.

HiLrssaTz 20. Es gilt

(198)
(199)

og, 2)=1 (v=2),
og,»)=0 (=3).

BEwEls. Nichster Paragraph.

Aus und Hilfssatz 20 folgt

(200) Ulg, lgl, HY=U(g, g*, H)= H(”Z“)

z

(1g1=0mod2) _
0 (Jgl=1mod2)
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§4. Die Selbergsche Zetafunktion.

Es sei seC, teR. Man setze

£\-28
(201) G(s, ) = (2 cosh 3) .
Wegen also

« u -2 tur
(202) H(s, r) = S_w(z cosh —2~) T dy
Somit

Hes, 1) =" (ert1yorewsondu,

Die Substitution e*=v liefert

(203) H(s, r) = S':’(UH)-ZSUH“-WU .
Wegen E.M.O.T., [9], Band 1, Seite 9, (2), also
(204) H(s, )= B(s+ir, s—ir),
wobei

_I'0)I'(y)

die Eulersche Betafunktion bezeichnet.

HiLrssATz 21. Es sei a=C fest und s<C variabel. Dann ist B(s+a, s—a)
meromorph in der s-Ebene und hat hochstens Pole erster Ordnung. Liegt s in
einem Kompaktum, so gilt fiir r&R

(206) B(s+ir, s—ir) = O(|r|2Res-1g==1")  (fiir |r|—o).

BEwEIS. Es gilt

I'(s+a)(s—a)

I'2s) )
Daher ist @(s+a, s—a) meromorph in der s-Ebene. Pole konnen nur bei s=
—a—n; s=a—m (n, m=0, 1, 2, ---) liegen. Fiir 2a¢Z ist —a—n+a—m (n, m=
0,1,2, ). Dann konnen diese Pole nur von erster Ordnung sein. Jetzt sei
20 Z, also a=b/2, beZ. Dann ist

B 1ol bl _ I(s+1b1/2)(s—|b]/2)
208)  B(s+a, s—a)—.@(s+7, s———z—)—~ s .

Bei s=—1|b]/2, —|b|/2—1, —|b|/2—2, --- hat dann der Zdhler von (208) Pole
zweiter Ordnung, und der Nenner von (208) hat Pole erster Ordnung. Also hat

(207) B(s+a, s—a) =
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B(s+a, s—a) Pole erster Ordnung. Die Abschdtzung [206) folgt aus Hilfssatz
6 und

HILFSSATZ 22. Es sei f(u) fiir alle usC meromorph. Auf der Geraden
Re u=0 sei f(u) holomorph. Fiir r&R gelte

(209) fGr)y=0(@*")  (|r|—co)
mit
(210) deR, d<m.

Dann wird fiir Res>0 durch

211) U 9= 5] sl tu, s—urftudu,

eine Funktion definiert, welche beziiglich der komplexen Variablen s die folgenden
Eigenschaften hat.

a) J(f, s) ist meromorph auf ganz C fortsetzbar.

b) Fiir Res=0 ist J(f, s) holomorph.

¢) Besitzt f(u) nur Pole erster Ordnung, so hat auch J(f, s) nur Pole erster
Ordnung in C.

BEwEls. Wegen [206), [(209) ist das Integral in gut konvergent. Fir
Res>0 wird durch eine holomorphe Funktion J(f, s) definiert. Diese ist
nun meromorph auf die s-Ebene fortzusetzen.

Es seien ¢, TER; 0<e<1/2<2<T und £(T, ¢) die Kurve mit den Eck-
punkten —ico, —i2T, 26—id2T, 2¢+:2T, i2T, i<o ; zwei aufeinanderfolgende Punkte
sind dabei geradlinig zu verbinden. Laut Voraussetzung ist f(u) auf der Geraden
Reu=0 holomorph. Zu vorgegebenem 7T kann man & so klein wéihlen, daB f(u)
in dem Rechteck 2e¢—i2T, 2e+4:2T, —2¢+i2T, —2¢—i2T holomorph ist. Fir

(212) 0 <Res<ee, Ims| T
gilt dann
Jf 9= Blstu, s—u)f(w)du = —Res(B(s+u, s—u)fw) = £(5),
also
@13) Iy =50 @(stu, s—w)fwdu1(s).

Dieses gilt zundchst fiir (212), doch ist die rechte Seite in
(214) |IRes| < e, [Ims| T

holomorph. Damit ist J(f, s) holomorph fortgesetzt auf die Vereinigungsmenge
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der Halbebene Res>0 mit dem Rechteck Da man T beliebig groB vor-
geben und dann e passend widhlen kann, ist klar, daB sich J(f, s) tiber die
Gerade Res=0 hinaus holomorph fortsetzen 148t. Damit ist b) bewiesen.

Jetzt sei

(215) —e = Res <0, IIms} =T
und J(f, s) durch gegeben. Dann ist
JUF2)—gm] " Blstu, s—u)fwdu = f(5)+ Res (B(s-+u, s—u)f(w)

= f(s)+ f(—s).
Also

(216) U =5\ Blstu, s—uf B P, ).

Dabei ist P,(f, s)=f(s)+ f(—s) fiir alle s&€C meromorph. Besitzt f(s) nur Pole
erster Ordnung, so gilt dasselbe fiir P,(f, s).

Diese Formel gilt zundchst unter der Voraussetzung Die rechte Seite
von (216) ist aber in dem Streifen

(217) —1<Res<0

sinnvoll, und das Integral ist dort holomorph. Durch wird also J(f, s)
meromorph auf den Streifen fortgesetzt, wobei Pole nur durch Py(f, s)
hineinkommen konnen. Diese sind von erster Ordnung, sofern f nur Pole erster
Ordnung besitzt.

Jetzt sei neN. Wir machen die folgende Induktionsannahme :

J(f, s) 1dBt sich meromorph auf die Halbebene Res>—n fortsetzen; besitzt
f nur Pole erster Ordnung, so gilt dasselbe fir J(f, s).

In dem Streifen
(218) —n<Res<1—n

gelte eine Darstellung

(219) I =5

5=\ B(s+u, s—uw) fwdu+Polf, 5).

Dabei sei P,(f, s) fiir alle s=C meromorph ; es besitze nur Pole erster Ordnung,
sofern dasselbe fiir f gilt.

Um J(f,s) weiter fortzusetzen, widhle man T wieder beliebig und ¢ so
klein, daB f in dem Rechteck 2e—i2T, 2¢4:2T, —2¢+i2T, —2¢—i2T holomorph
ist. Fur

(220) —n <Res<Le—n, [Ims| T
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gilt dann

Ty =gl B, s—uf i = Pulf, 5)— Res (S(su, s—u)(w)

= Putf, 9+ EE s

wegen [98) Also
@21 J(f, 9= gl Bstu, s—u)fdut Pl f, 9+~ 1r DD oy,
2milecT, . ’ e n! I'2s)

Hierbei ist F(23+n)/[’(23):(23+n-—1)---(25) ein Polynom in s. Die Formel
(221) gilt zundchst fir Die rechte Seite von (221) bleibt aber im Rechteck

(222) —e—n=Res=Ze—n, Ims| =T

sinnvoll. Das in (221) stehende Integral ist in diesem Rechteck holomorph.
Durch (221) wird also J(f, s) auf die Vereinigungsmenge der Halbebene Res>—n
mit dem Rechteck [222) meromorph fortgesetzt. Pole kdnnen nur durch P,(f, s)
und f(s+n) hineinkommen. Diese sind von erster Ordnung, sofern f nur Pole
erster Ordnung besitzt. Da man T beliebig groB vorgeben und ¢ passend wahlen
kann, ist J(f, s) (iber die Gerade Res=-—n hinaus meromorph fortsetzbar.

Jetzt sei

(223) —e—n < Res < —n, Ims| £T.

Dann ist

1 (i= A (2s+n)
I =) o, s fnddu = Po(f, )+ (=1 SRR fsn)

+ Res (8(s+u, s—)f @) = Polf, - H1 SEED (s ) (=),
Also
224) Ty 9= Blstu, s fdut Pan £, ).
Dabei ist

I’'2s4+n)
n!I'(2s)

fiir s&C meromorph. Hat f nur Pole erster Ordnung, so auch P,.,(f, s). Die
Formel gilt zunidchst fiar [223). Sie bleibt jedoch im Streifen

Prii(f, 8) = Pu(f, $)+(—=1)" (f(s+n)+f(—s—n))

(225) —n—1 <Res< —n

sinnvoll. Das in auftretende Integral ist in holomorph. Durch
wird also J(f, s) meromorph bis Res>—n—1 fortgesetzt. In dem Streifen
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kommen Pole nur durch das Glied P,.,(f, s) hinein. Diese sind von erster
Ordnung, sofern f nur Pole erster Ordnung besitzt. Damit ist die Induktion
vollstdndig und Hilfssatz 22 bewiesen.

DEFINITION 9. Man setze

t\-28
(226) U, gl ) =2(a g1, (2coshz) ),
(227) Vig, 1gl, s)=Ulg, 181, B(s+ir, s—ir),
(228) Vi(g, g%, s) = Talq, g%, B(s+ir, s—ir)),
(229) Vs(g, g%, s) = Tdg, g*, B(s+ir, s—ir)),
(230) Vo, 181, )= 5| S8+, s—wdu.

Die Formel (197) lautet dann

@31 &g, 1gl, ) =&(g, g% s)
= Vl(q; |g|) 5)+5(q, g*>$(s; S)_{—VZ(Q) g*: S)+ V3(q: g*, S)+ V4((], lgl » S

HiLrssATz 23. Es gilt

81

—1 —1
S dene(s+ s-5)  (alz2)
mod 2

(232) Vi(g, 1gl, )= 0 (lgl=1)-

1 1
8(s+, s—7) (1g1=0)
Die Funktion V(q, Ig], s) ist fiir s€C meromorph und besitzt nur Pole erster
Ordnung.

0

v=|

BeEwEers. (232) folgt aus [(193) und (204). Der Rest folgt aus Hilfssatz 21
und (232).

HiLFssATz 24. V,(q, g*, s) ist fiir s&€C meromorph und hat nur Pole erster
Ordnung. FEs gilt

(233) VZ(Q: 1: S) = O »
(234) Vig, 0, 9= 3 (g, 08(s+ag, 0), s—a, 0).

In der Halbebene Res=0 liegen Pole genau bei a,(g, 0) (v=—p(g, 0), -+, —1). Es
gilt

(235) ReS Vz((], 07 S) = ﬂv(q, O) .

$=a,(q,0)
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BeEwels. Die Formeln [233), folgen aus [(134), Hilfssatz 19 und (204).
Der Rest folgt aus Hilfssatz 21 und [233), [234)

HILFSSATZ 25. Die Reihe
(236) Vi(g, g%, 8) = 2100, 89 B(s+ing, g%, s—inlg, g¥)

konvergiert absolut-exponentiell und stellt eine in C meromorphe Funktion dar,
welche hichstens Pole erster Ordnung besitzt. Sie ist fiir Res>0 holomorph.
Auf der Geraden Res=0 liegen Pole bei +ir(q, g*) (v=1, 2,3, ---). Es gilt
(237) iRes Vilg, g% s)=pmlg, g%) (=12, ).

BeEweis. Die Formel folgt aus [(136), (204), die Konvergenzaussage aus
(69), die Meromorphieaussage aus Hilfssatz 21. Der Rest ist dann klar.

HiLrssATZ 26. V,(q,lgl, s) ist meromorph in C und hat nur Pole erster
Ordnung. In Res=0 ist die Funktion holomorph.

BEwers. [Definition 6, Hilfssatz 22, [230}

HiLrssaTzZ 27. C{q, g}, $)=CLq, g*, s) ist in C meromorph und besitzt nur
Pole erster Ordnung.

Bewels. Hilfssatz 21, (231), Hilfssatz 23, Hilfssatz 24, Hilfssatz 25, Hil-
fssatz 26.

HiLrssATZ 28. Die in der Halbebene Res=0 gelegenen Polstellen der Funk-
tion Vi(q, |gl, s) und deren Residuen hingen nur von g* ab.

BEwEls. In der Formel (231) h&ngen alle Terme auBer Vi(q, |gl, s) und
Vg, tgl, s) von g* ab. Vg, lgl, s) hat wegen Hilfssatz 26 in der Halbebene
Res=0 keine Pole. Daraus folgt die Behauptung.

BEwWEIS VON HILFSSATZ 20 Aus §3. Fir |g|=2 entnimmt man aus (232)

(238) Vg lgh o= 5 agns(s+25 ).

= 2°° 2
v=|g1l mod?2
In der Halbebene Res>0 kann dieses Pole haben bei s=(|g|—1)/2—m (n=
0, -, [(gl—2)/2D.
Aus und folgt
lgl+y

! 2_
(239) Res  Viglgl,s)= 5 (—Lme-isnre 2 "o, v).
s=(1gi-1)/2-m y=ig —2m
1| gl mod2 lgl ___2_2"1

Dabei sind () Binomialkoeffizienten. Wegen (232) hat Vi(q, 0,s) in der
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Halbebene Res>0 nur einen Pol erster Ordnung bei s=1/2 vom Residuum 1.
Weiter ist V(g, 1, s) in Res>0 holomorph. Wegen Hilfssatz 28 also

18! lgH_y—Z —m lg|—2
(240) P2 (—1)ymre=1gnf 2 a(g,v)=1 (]gIEO mod 2, m:T),
=141 mod?2 lg|—2—2m
. lgl+>_,_
(241) é (—1)m+e-1g02( 2 8(g,v) =0
y=|gl-—2m ’
v=1g1 mod2 |gl—2—2m

(sz, N [lﬁg;g] ;m+ [—g—‘—z_—g) .

Aus diesen Relationen folgen sofort die Gleichungen Hilfssatz
20 ist bewiesen. Man siehe auch Fischer [1I], Seiten 109 bis 111, insbesondere
2.5.4 Theorem.

Also gilt auch Somit

HiLFssATZ 29. Es ist

11
325775
0 (l]g]=1mod2)

=0mod2
012 Vo el 5= Vig g%, =1 2CT ) (g1=0moa2) |

Vilq, g*, s) ist meromorph in C und hat hichstens Pole erster Ordnung. In der
Halbebene Res=0 hat Vi(q, 0, s) einen Pole erster Ordnung bei s=1/2 vom Resi-
duum 1. Die Funktion V.(q, 1, s) ist in C holomorph.

BEwegrs. Klar.
Wegen (231), (242) gilt auch
(243) Vg, 1gl, s) = Vg, g% s).

SATZ 3. Die Dirichletreihe

_ log N(P,) ( 1 -28
(244) L(g, 0, 5) = {I;ﬁg; N(P)‘/Z—N(P)'W\Z cosh 5 log N(P))

hat die Konvergenzabszisse 1/2 und die Abszisse absoluter Konvergenz 1/2. Fiir
Res>1/2 ist sie holomorph. Durch

(245)  &(q,0,s) = Vi(q,0, 5)+E&(g,0) B(s, )+ Vi(q, 0, 5)+ Vi(q, 0, )+ V.(q, 0, s)

wird sie meromorph auf die s-Ebene forigesetzt. Dort hat sie nur Pole erster
Ordnung. In der Halbebene Res=0 hat sie folgende Pole:

Bei s=1/2 vom Residuum 1,
bei s=a,q, 0) vom Residuum p.(q, 0) (yv=—p(g, 0), -, —1),
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bei s=0 vom Residuum 2&(q, 0),
bei s==+ir,(q, 0) vom Residuum p,(q, 0) (v=1, 2, 3, ---).

Die Dirichletreihe

_ . log N(P)) ¢ 1 ~28
246) g, 1,8) = (@?I(Q(Slgn Tr P) py— Nepyl 2 cosh 3 log N(P))
hat die Abszisse absoluter Konvergenz 1/2. Durch
(247) C(f], 1: S) = 77((], 1)-@(3; $)+ Vs(Q» 1; S)+ V4(C], 1) S)

wird sie meromorph auf die s-Ebene fortgesetzt. Sie hat dort nur Pole erster
Ordnung. In der Halbebene Res>0 ist sie holomorph. Auf der Geraden Res=0
liegen Pole bei

s =0 vom Residuum 27(q, 1),
s = =+ir(q, 1) vom Residuum p,(q, 1) v=1,2,3, ).

BEWEIS. Die Formeln (245), folgen aus (231), Hilfssatz 24, Hil-
fssatz 29. Die Aussagen fiiber die meromorphe Fortsetzbarkeit und die Pole
folgen aus den Hilfssdtzen 24, 25, 26, 29. Die Formeln (246) erhilt man
aus (156), Die Abszisse absoluter Konvergenz von {(q, 1, s), die Abszisse
absoluter Konvergenz von {(g, 0, s) und die Konvergenzabszisse von {(g, 0, s)
stimmen {iberein. Da (g, 0, s) bei s=1/2 einen Pol hat, muB die Konvergen-
zabszisse =1/2 sein. Konnen wir noch zeigen, daB die Reihe fiir Res>1/2
absolut konvergiert, so ist die Konvergenzabszisse 1/2. (2 cosh(1/2)log N(P))
hat die GroBenordnung N(P)'2. Die Reihe konvergiert also genau wie die
Reihe

log M(Fy) o 10g NP o _amae
2% NPYA— NPy N = B TNy YT
ITr P1>2 ITr P1>2

Wegen Fischer [117, Seite 55 unten konvergiert das fiir Res>1/2. Satz 3
ist bewiesen.

§5. Der Rang der Schar der Spitzenformen.

SATZz 4. Es sei (g, g) der Rang der Schar der Spitzenformen zur Haupt-
kongruenzgruppe M(q) der elliptischen Modulgruppe vom Gewicht g&N. Dann
gelten folgende Formeln:

1
(248) 7(g, ) =5 ResClg, 1, 5)  (¢23),
(249) 7d,2)=0,
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__qp(q) _p(g)
(250) 7(q, 2) = 15 5 +1 (g=2),

[g]-—l (g=2mod 12)

12
(251) 7, 8)= (g=0mod2),
['1%] (g%£2mod 12)
(252) 1o ="~ (22 g23).

Bewers. [187), (188), (191), Hilfssatz 20, Satz 3.

Die Formel steht schon bei Hiramatsu [19], Seite 579, und [20],
(6) sowie Hiramatsu, Akiyama .
Die Formeln stehen fiir gerade g=4 by Gunning [21], Seite 26.
Aus folgt
(253) 7(g,2)=0 (¢=1,2,3,4,5)
(254) n(g,2)2z1  (g=6).
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