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SUPPRESSION LAGRANGIENNE
DE POINTS DOUBLES

ET RIGIDITE SYMPLECTIQUE

FRANCOIS LALONDE

1. Introduction

Les theories de Pintersection lagrangienne et des plongements lagran-
giens ne jouissent pas, au contraire des immersions, de la flexibilite due
au Λ-principe. Cette rigidite explique les difficultes qu'on y rencontre: il
n'existe pas d'equivalent lagrangien (ou lagrangien exact) de la theorie
classique de suppression des points doubles. Le but de cet article est
d'examiner les hypotheses sous lesquelles la theorie classique se generalise
aux immersions lagrangiennes, en distingant les conditions topologiques et
symplectiques.

Examinops d'abord les conditions topologiques. La theorie classique
se resume en ceci: on peut supprimer par homotopie reguliere une paire
de points doubles pχ, p2 d'une immersion /: V -> E2" (V de dimen-
sion n, orientable ou non; n > 2, pair ou impair) exactement quand il
existe un lacet oriente C dans i(V) de coins pχ et p2 dont Γimage par
Γapplication de Gauss (apres regularisation aux coins) est un generateur
de πχ(G(n, n)). Comme π{(G(n, n)) ~ π{(SO(n)) ĉ  Z2 , ceci ne depend
en fait que des signes de pχ et p2 relativement a C (c'est une courbe de
Whitney quand ces signes sont differents) et on trouve la caracterisation
de Whitney pour la suppression des points doubles donnee en termes du
nombre algέbrique de points doubles [10].

La situation est, de ce point de vue, similaire mais plus riche pour
les immersions lagrangiennes, puisque Γindice de Maslov d'un lacet ori-
ente C de coins pχ , p2 prend ses valeurs dans Z (le cas lagrangien
differe nettement du cas totalement reel dont la grassmannienne est ho-
motopiquement equivalente a A(n) mais ou il n'existe pas de definition
invariante de Γindice d'une courbe de Whitney). Les courbes de Whit-
ney sont ici exactement celles pour lesquelles Γindice de Maslov est im-
pair; la partie topologique des conditions suffisantes pour la suppression
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lagrangienne de la paire px, p2 est Γexistence d'une courbe de Whitney
d'indice de Maslov egal a 1.

Voyons les conditions de nature symplectique. II y en a deux: la pre-
miere est semi-locale, comme Test la condition topologique, c'est-a-dire rel-
ative a (un prolongement d')une courbe de Whitney. Soit C une courbe
de Whitney orientee d'indice 1 et d'aire symplectique strictement posi-
tive. Prolongeons C en une courbe C' qui soit Γimage par Pimmersion
i d'un lacet lisse oriente de L, et tel que C' se decompose en trois lacets
Cj U C U C2 oύ Cf. ne contient pas d'autre point double que p.. C'est
un prolongement de Whitney si les aires de C{ et C2 sont negatives et
si —(a(Cj) + a(C2)) > a(C), c'est-a-dire a(Cf) < 0. Ces conditions per-
mettent de supprimer la paire de points doubles le long d'un disque de
Whitney positif (holomorphe apres composition avec un diffeomorphisme
symplectique ambiant) sans faire apparaϊtre de nouveaux points doubles
dans un voisinage tubulaire suffisamment petit du disque. Le contrόle
suffisant pour empecher la creation de nouveaux points doubles hors de
ce voisinage tubulaire s'exprime par une mesure de capacitέ, la capacite
lagrangienne CL definie au §2. On obtient alors le theoreme suivant, qui
est un inverse partiel aux obstructions connues pour les plongements la-
grangiens:

Theoreme 1. Soit px, p2 une paire de points doubles transverses d'une
immersion lagrangienne i: Ln -*> Cn (n > 2) qu'on suppose de signes
opposes si L est orientable de dimension paire. II existe une homotopie
reguliere lagrangienne qui supprime la paire de points doubles p{fp2 {sans
faire apparaϊtre de nouveaux points doubles) si les trois conditions suivantes
sont verifiees:

(1) il existe une courbe γ0 e Hχ{L\ Z) pour laquelle μ0 = μ(γ0) = 2 et
aQ = Jγ λ > 0, oil μ est la classe de Maslov et λ = -y dx la forme de
Liouville (ω = dλ)

(2) il existe pour la paire de points doubles p{, p2, une courbe de
Whitney a d'aire aa et d'indice de Maslov μa satisfaisant a:

(3) CL(px,p2)>l.
Les deux premieres conditions du theoreme assurent Γexistence d'une

courbe de Whitney d'indice 1 admettant un prolongement de Whitney. Re-
marquons qu'il se pourrait bien, a priori, que les obstructions de
M. Gromov et C. Viterbo (voir §2), lorsqu'elles sont l'une ou Γautre veri-
fiees sur une classe d'homotopie reguliere lagrangienne, se traduisent tou-
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jours par Γimpossibilite de trouver une courbe de Whitney d'indice 1 ad-
mettant un prolongement de Whitney. On montre qu'il n'en est rien:

Theoreme 2. La condition sur CL(pχ, p2) est rigide: il existe des paires
de points doubles admettant une courbe de Whitney d'indice 1 ainsi qu'un
prolongement de Whitney, pour lesquelles 0 < CL(pχ, p2) < 1.

§3 est consacre a l'etude des varietes les plus elementaires pour lesquelles
Γexistence de plongements lagrangiens n'est pas connue: ce sont les bou-
teilles de Klein Kn obtenues de [0, 1] x Sn~ι par identification des bords
par une reflexion. On montre d'abord la proposition suivante, generalisa-
tion d'un resultat de [6]:

Proposition 1. Soit Vn une variete admettant une metrique a courbure
non-positive, telle que Diff V agit transitivement sur les classes primitives de
Hι(V Z). Supposons qu'il existe un plongement lagrangien j : V —• T*V
de classe de Maslov non nulle et un entier positif m tels que mμ(j) e
(π o j)*(Hι(V; Z)), oil π: T*V -> V est la projection. II n'existe alors
aucun plongement lagrangien de V dans Cn .

Appelons noeud de Maslov tout plongement lagrangien exact d'une vari-
ete fermee M dans T*M dont la classe de Maslov est non nulle. On
obtient Γalternative suivante:

Corollaire 1. Soit Vn un espace homogene (plus gέneralement un dou-
ble quotient Kχ\G/K2) admettant une metrique a courbure non positive,
tel que Diff V agit transitivement sur les classes primitives de Hι(V \ Z)
(la bouteille de Klein K2 par exemple). S'il existe un noeud de Maslov
dans T*V, V ne se plonge pas lagrangiennement dans Cn .

En se servant de la chirurgie lagrangienne d'indice 1 introduite dans
[6] et developpέe par Polterovich [7], de la classification de Audin-Viterbo
([2], [9]) des plongements lagrangiens du tore T2, et d'une construction
analogue a celle que necessite la Proposition 1, on montre:

Theoreme 3. (a) Pour tout n impair, Kn admet un plongement la-
grangien dans Cn .

(b) Pour tout n pair, il existe une immersion lagrangienne j n : Kn -*
Cn de classe de Maslov egale a 1 (Γunique generateur a signe pres de
Hι (Kn Z)) avec une seule paire de points doubles qui satisfait aux condi-
tions (1) et (2) du Theoreme 1.

(c) Si un plongement lagrangien de K2 dans C2 existe, il s'obtient, a
diffέomorphisme pres a la source, par suppression reguliere lagrangienne de
la paire de points doubles de Γimmersion j 2 .

Finalement, un lemme gέneral de lissage lagrangien permet de decrire
une operation inverse de la chirurgie d'indice 1. Ceci donne lieu a une
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derniere propriete contraignante de tout plongement eventuel de la bou-

teille de Klein K2 :

Proposition 2. Soit K2 -> C2 un plongement lagrangien, soit y un
lacet simple de K2 avec [γ] e Ίoτ{Hχ{K2 \ΐ)),et soit P c C2 n'importe
quelle surface complete et lagrangienne, diffeomorphe a un plan, contenant
γ. Alors K2 coupe P non seulement en γ, mais egalement en chacune
des deux composantes de P\γ.

2. Un inverse partiel aux conditions necessaires
pour les plongements lagrangiens dans C"

Soit Ln une variete fermee admettant des immersions lagrangiennes
dans Cn. Selon le A-principle [5], ceci est possible si et seulement si le
complexifie du fibre tangent de L est trivialisable, et dans ce cas Γespace
des immersions lagrangiennes LagImm(L, Cn) est faiblement homotope
a Γespace des £/(/ί)-trivialisations de T^L<8>C, c'est-a-dire a C°(L, U{n))
quand une trivialisation de base est fixee. Les classes d'homotopie reguliere
lagrangienne sont done en bijection avec [L, U(n)], et un probleme im-
portant est de savoir si une classe donnee contient un plongement lagrang-
ien (et de savoir le construire) a la seule lecture de Γelement correspon-
dant de [L, U(n)]. La projection U(n) —• A(n) applique [L, U(n)]
sur [L,A(n)]: pour n = 2, comme les surfaces a Γexception de la
sphere sont des K(π, 1) et que U(n) —• A(/ι) induit un isomorphisme
Z —> 2Z c Z au niveau du π p les classes d'homotopie reguliere lagran-
gienne sont completement determinees par les classes de Maslov. Pour le
tore T2, qui est le seul cas non trivial bien resolu, les classes contenant
des plongements lagrangiens sont, selon la classification de Audin-Viterbo
([2], [9]), exactement celles pour lesquelles il existe une base de Hι(T2 Z)
dans laquelle la classe de Maslov est (2 ,0) .

Dans le cas de dimension quelconque, les conditions necessaires con-
nues a Γexistence de plongements lagrangiens L -> Cn (dans une classe
d'homotopie reguliere lagrangienne donnee) sont (i) la nullite du nombre
algebrique de points doubles de Γimmersion lagrangienne qui en dimension
paire (et dans un grand nombre de cas particuliers en dimension impaire)
ne depend que de L et non de la classe particuliere d'homotopie rέguliere
[2], (ii) la non-nullite de la forme de Liouville [λ] e Hι(L; R) et done de
H (L R) [4], et (iii) une borne sur la classe de Maslov de tout plongement
lagrangien d'une variete admettant une metrique a courbure non positive:
il existe une classe γ e Hχ(L\ Z) pour laquelle 1 < μ(γ) < n + 1 et par
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consequent μ ne peut etre un multiple arbitrairement grand d'une classe
primitive de Hι (L Z) [9]. On va montrer qu'il existe un inverse partiel a
ces trois conditions (Theoreme 1): si une immersion lagrangienne satisfait
a des conditions similaires a ces trois conditions, elle est lagrangiennement
regulierement homotope a un plongement lagrangien des qu'une quatrieme
condition, dependant d'une mesure de capacite, est satisfaite.

Soient pχ et p2 une paire de points doubles tranverse d'une immersion

lagrangienne Ln Λ Cn, n > 2, et C un lacet simple oriente de Cn

compose de deux morceaux, Γun joignant pχ a p2 dans i(L), Γautre p2

a pχ dans i(L) de sorte que les "extremites" de C approchent chaque
point pt sur des branches differentes de Γimmersion en ce point. La courbe
est supposee lisse hors de pχ et p2, et ne rencontre aucun autre point
double. On dit que la courbe C est de Whitney si, lorsqu'on se donne une
orientation quelconque de chacun des deux plans tangents Pχ, P[ a i(L)
en pχ et un ordre quelconque (Pχ, Pf

χ), la courbe transporte (Pχ, P[) sur
une paire (P 2 , P2) de plans tangents orientes en p2 donnant a p2 un
signe contraire a celui donne a px par (Pχ, P[). II est evident que dans le
cas oύ L est orientable de dimension paire, une courbe de Whitney existe
exactement quand les signes des points doubles sont opposes, et qu'une
telle courbe existe toujours dans tous les autres cas.

Indice de Maslov d'une courbe de Whitney. Soit C une courbe de
Whitney orientέe de l! = i(L), d'extremites pχ, p2 e Cn . On definit
d'abord la difference A(Pχ, P2 P) [3]: si Pχ et P2 sont deux plans la-
grangiens de Cn transverses a P, A(Pχ, P2\ P) est Γunique chemin, a
homotopie pres, menant de Pχ a P2 dans la cellule convexe de Λ(π) des
plans transverses a P. Si Cx est la portion de C joignant px a p2 sui-
vant Γorientation de C etsi C2 est la portion joignant p2 a px respectant
Γorientation, on definit Γindice de Maslov de C par:

μ(C) = μu[A(C2(pχf , Cχ(pχ), C2(pχ)) o G(C 2)X

o Δ C q ^ ) , C2(p2f; C2(p2))oG(Cχ)],

oύ G est Γapplication de Gauss a valeurs dans A(n), Cf.(p.) est le plan

tangent a Lf en p. auquel Ci est tangent, P± designe le plan lagrangien

orthogonal a P , et μu est la classe de Maslov Hχ(A(n); Z) ->Z. Bien

qu'elle fasse emploi de la metrique par commodite, cette definition est

symplectiquement invariante (voir egalement la definition de Viterbo dans

[8]).
II existe une seconde faςon de definir μ(C) en associant a L une

sous-variete lagrangienne plongee de C". Cette definition s'appuie sur
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une chirurgie lagrangienne d'indice 1 dont nous aurons besoin plus loin.
II est connu qu'on peut realiser toutes les chirurgies dans la classe des
immersions lagrangiennes [1]. Les chirurgies d'indice de Morse 1 peu-
vent etre realisees par des plongements lagrangiens ([6], [7]): le modele
local est donne par Γanse lagrangienne A reliant, dans T*Rn , le n-plan
( x p , xn) au fl-plan (yχ, , yn) qu'on obtient comme graphe de
la differentielle de f{x) = ^ log^ 2 + - +x2

n) au-dessus de R"\{0}.
Comme gτ(df) est exact, il n'y a pas d'obstruction a lisser sur les asymp-
totes de maniere a ce que Γanse coincide avec (xχ, , xn) U (yχ, , yn)
hors d'un voisinage compact arbitrairement petit contenant Γorigine. Soit
maintenant Px φ P2 deux plans lagrangiens de Cn, et φ un symplec-
tomoφhisme lineaire appliquant {Pχ, P2} sur {(xz), (yz)} . II est facile
de voir en utilisant la proposition qui suit que les anses φ~l(A), lorsque
φ parcourt Sp(ft), se repartissent en deux classes d'homotopie reguliere
lagrangienne (a asymptotes fixees) suivant que φ applique Pχ, P2 sur
(xt), (yt) ou sur {y.), (x.). Designons par sf(Pχ, P2) et sf{P2, Px) les
classes correspondant a (φ(Pχ), φ{P2)) = ((x^, {yt)) et (φ(P2), φ{Px)) =
((xi) 9 (y, )) 5 e t P a r A(P., Pj) un representant quelconque d'une classe. Si
Pχ et P2 sont orientes, Γanse A(PX, P2) respecte les orientations exacte-
ment quand Γorientation induite par (Pχ, P2) est Γinverse de Γorientation

(xι' ' *' > x

n ' y\' * *' ' yn)
 d e T*^n = C " C e t t e construction se generalise

a toute intersection transverse de sous-varietes lagrangiennes d'une variete
symplectique; on remarquera, en particulier, que si p est un point dou-
ble d'une immersion lagrangienne orientee Lf de T*Rn , n pair, les deux
chirurgies remplacent un voisinage arbitrairement petit de p par une anse
lagrangienne plongee et elles respectent Γorientation de Lf si et seulement
si le signe du point double est negatif quand n est impair, les deux chirur-
gies operent de faςon opposee sur les orientations: Γune des deux chirur-
gies respecte Γorientation de Lf et Γautre chirurgie inverse Γorientation
de L'.

La proposition suivante est due a L. Polterovich [7, Proposition 8]:
Proposition. Soient Pχ et P2 deux plans lagrangiens de C" se coupant

transversalement. La difference d'indice de Maslov le long des anses
sf(P{, P2) et £?{P2, P{) est egale a n - 2. Plus precisement: il est
clair que sf(Pχ, P2) determine un unique chemin σ(Pχ, P2), a homotopie

J'ai reςu apres la redaction de cet article le preprint [7] de L. Polterovich qui generalise
la chirurgie lagrangienne introduite dans [6]. J'ai trouve pour les besoins du present article
une petite partie des resultats de [7]: la presentation qu'on donne ici est done legerement
differente de celle de Polterovich. On refere le lecteur a [7] pour un traitement complet.
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ά bouts fixes pres, joignant Pχ a P2 dans Λ(π) : Γindice de Maslov de

σ{P29Pχ)oσ(Pl9P2) est n-2.

Soit maintenant C une courbe de Whitney orientee de Lf d'extremites
pχ et p2, avec Pχ et P2 les plans tangents en pχ a Lf oϋ Pχ est le plan
sur lequel la courbe entre et P2 celui sur lequel la courbe sort; definissons
Qχ et Q2 de la meme faςon en p2. Soit C la courbe obtenue de C
par chirurgie A(Pχ, P2) en pχ et A(Qχ, Q2) en p2. On definit Γindice
de Maslov de la courbe de Whitney C par μ(C) = μ(C) - (n - 2) la
proposition prέcedente montre qu'on a bien

μ(-C) = /e((-C)~) - (π - 2) = (-/ι(C) + 2(n - 2)) - (Λ - 2)

= -MC) + (n - 2) = -//(C).

II n'est pas difficile de verifier que cette definition coincide avec la premiere.
Demonstration du Theoreme 1. Voici d'abord Γidee de la demons-

tration. Les conditions (1) et (2) du theoreme assurent Γexistence d'une
courbe de Whitney C d'indice 1 et d'aire positive admettant un prolonge-
ment de Whitney C1 = Cχ U C U C 2 . A diffeomorphisme symplectique
ambiant pres, C' est une courbe standard de C1 (Figure 1) bordant un
domaine D c C 1 . Le fait que D soit holomorphe et que la sous-variete
immergee Lf soit lagrangienne entraine que Lf est partout transverse (en

FIGURE 1 graphe de g
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fait orthogonal) au domaine D. Celui-ci est done un disque de Whitney.
La condition sur Γindice de Maslov de C (μ(C) = 1) est equivalente a ce
que Γindice de Maslov le long de C du (n - l)-plan lagrangien tangent a
l! et transverse a D soit nul. Ceci permet de construire un hamiltonien
(independant du temps) sur CΛ dont le flot au temps 1 fixe D et rectifie
le germe de Lf le long de C . Le rapport /?/aire(C), oύ p est le rayon
transverse maximal sur lequel cette rectification peut etre realisee, est la
valeur de la capacite lagrangienne (cette valeur est en fait definie au moyen
de plongements symplectiques de domaines semblables a des polydisques).
Lorsque cette valeur est superieure a 1, on montre qu'il est possible de sup-
primer la paire pχ, p2 par homotopie reguliere lagrangienne en deplaςant
Γune des branches de Γimmersion le long d'un flot hamiltonien bien choisi.

On demontre le theoreme en deux etapes.
(1) Comme a est une courbe de Whitney, μa est impair. La somme

C = a - ((μa - l)/2)y0 est alors une courbe de Whitney d'indice de
Maslov μc = 1 par la condition (1), et d'aire symplectique ac = aa -
((μα - l)/2)α0 > 0 par la condition (2). Soit Ct (i = 1, 2) une courbe
fermee orientee de i(L) contenant /?•, lisse partout sauf en pi, ne con-
tenant aucun autre point double et telle que la courbe C' = Cχ LJCuC2 soit
Γimage par / d'une courbe lisse simple, fermee et orientee de L. C'est un
prolongement de Whitney de C si ar < 0 (/ = 1, 2) et ar +ar+ar < 0.
Comme il existe par hypothese une courbe γQ d'aire symplectique non
nulle, il est clair qu'un prolongement de Whitney de C existe en ajoutant
au besoin a C un multiple entier de γ0 . Ainsi les conditions (1) et (2) du
theoreme assurent que Γespace <S?(p{, p2) de tels triplets C' = Cχ UCuC2 ,
qu'on appellera triplets {symplectiques) de Whitney, n'est pas vide.

Soit C' - C, U C U C2 e &(p{, p2) et soit φ un diffeomorphisme
hamiltonien appliquant C' sur la courbe standard (Figure l )de C1 c C n

avec les aires de Dχ, D, et D2 egales a -ac , ac, et -ac . On peut

construire φ de la maniere suivante par exemple: soit Ψ: C' —> C1 c
C" un plongement ordinaire appliquant C' sur la courbe standard de
C1 et respectant les aires symplectiques, et soit Ψ,, 0 < t < 1, une
isotopie ordinaire de C1 avec Ψo = id et Ψ t = Ψ, que Γon perturbe
en chaque temps t e (0, 1) par une broderie arbitrairement C°-petite de
maniere a ce que les aires de Ψ,(C) et de Ψ^C^ ), / = 1, 2, demeurent
constantes au cours du temps. C'est alors une isotopie hamiltonienne qui se
prolonge, par le theoreme d'extension des isotopies hamiltoniennes, a une
diffeotopie hamiltonienne φt. On pose φ = φx . Comme tout ce qui suit
dans cette preuve est invariant par composition avec un diffeomorphisme
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symplectique ambiant, notons encore l! Γimmersion φ o i(L) et C' =
Cj U C U C2 le triplet obtenu apres image par φ. Puisque n > 2, on
peut supposer que Lf Π C1 = C' en perturbant l! au besoin. Comme
D1 = Dχ U D U D2 est holomorphe et Lf lagrangien, TzL

f est orthogonal
a Df en tout point z e C': ainsi -Cχ, C, et - C 2 bordent des disques
holomorphes qui sont des disques de Whitney. Si P(z) denote le (n - 1)-
espace de TzL

f orthogonal au vecteur υz tangent a la courbe C' en z, on
peut definir la classe de Maslov μ(P) de P(z) le long de C : la condition
μc = 1 est equivalente a μ(P) = 0. Or on voit sans difficulte que la parite
de μ(P) est equivalente a Γexistence d'un repere symplectique continu 3S
defini sur C avec les proprietes suivantes:

(i) & = (wχ, w2, - , w2n) avec wχ = ^ , w2 = ey^, et (w3, tt;4,

' " ' W2n) u n e ^ a s e symplectique de {z} x C"" 1

(ii) w3,w5, " ,w2n_{ sont tangents a Pχ(z),o\x P{(z) estle (n-l)-

plan P(z) choisi sur la branche de Pimmersion le long de la courbe C 1 =

C Π (Xj) (w4, w6, , it;2A1) sont tangents a P2{z), oϋ P2(z) est choisi

sur la branche le long de C 2 = C\Cι.
On peut bien sur etendre ^ a Cf Π C/ oύ U est un voisinage rectan-

gulaire ouvert de D dans le plan zχ, avec la propriete: aire(ί/ n f l j j f
aire(ί7n£)2) > aire(D).

Recollement de diffέomorphismes hamiltoniens le long d'un disque holo-
morphe. Le caractere Whitney de la courbe C est equivalent a la parite de
μ(Pz) le long de C, et comme on vient de le voir equivalent a Γexistence
d'un repere symplectique 3§{z) le long de C avec les proprietes (i) et
(ii). La nullite de μ(Pz) le long de C permet d'obtenir davantage.

Soit ^ Γespace des hamiltoniens H independants du temps sur C"
tels que H(0) = dH(0) = 0 et soit Δ: %fn -> Sympl(Cπ) l'application
associant a H le diffeomorphisme hamiltonien induit, au temps t = 1,
par le flot du gradient symplectique de H. La projection Δ:
J% (~ Δ~1(Sp(«))) —• SP(Λ) est un revetement au-dessus de Sp(fl).

Identifions le repere 3S{z) avec Γisomorphisme symplectique de C"" 1

qu'il determine de la faςon evidente:

{w2i{z)) = ey et

et notons encore 38 e πχ(Sp(n - 1)) la classe d'homotopie du lacet 3S: C
-> Sp(« - 1). Alors Faction de 3S par monodromie sur %%_x —>
Sp(«- 1) est triviale exactement quand μ(Pz) = 0 le long de C. On peut
done relever 38 en une application continue sur C (et done sur (C'nU)),
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z ,_• f G βt^-i, qu'on peut bien entendu etendre au plan zχ. Soit

/ : C x C*"1 -> R Γapplication / ( z , •) = fz. Alors le diffeomorphisme

hamiltonien Φ induit par le gradient symplectique de / au temps t = 1:

(a) fixe le plan zχ puisque / | C x { 0 } Ξ 0 et / | { z } x C »-i = fz a un gradient

symplectique nul en 0, et
(b) applique le plan tangent a l! en z e C sur (υz, x2, , xn)

et le plan tangent a Lf en z e C2 sur (vz, y2, , yn). En effet, z
est un point fixe de Φ et dΦ(z) ne depend que du 2-jet de / au point
critique z. Comme / | C x { 0 > = ° = (^/)lcχ{0>» l a m a t r i c e hessienne est
nulle hors du bloc diagonal (z2, , zΛ) x (z 2 , , zn). Le (2Λ - 2)-
espace (z 2 , ••• , zn) est alors invariant sous Faction de dΦ(z): celle-ci
coincide done avec Faction de la matrice 3§{z).

A diffeomorphisme symplectique ambiant pres et apres lissage lagran-

gien exact, Lf coincide avec (υz, x2, ••• , xn) sur un voisinage de C

de rayon ε et avec (υz, y2, , yn) sur un voisinage de C 2 de meme

rayon. En prenant ε suffisamment petit, on a:

L/ΠΓε(F) = C 1 χ ( ( x 2 , . . ,xn)nBε(n-l))uC2χ((y2, .. ,yn)nBε(n-l))9

oύ C 1 = (jcj) Π C/, C 2 = (C ; Π C/)\C l, et Tε(V) = V x £ ε(2n - 2) est le

voisinage tubulaire de rayon ε de V = U ΠDf.

Capacite lagrangienne. (2) Ce qu'on vient de faire en (1) montre ceci:

soit C' = Cx UCϋC 2 un triplet de Whitney de l'immersion i: L -> R2AZ et

Z> = Dj UDUD 2 son modele standard dans C 1 , et fixons U un voisinage

ouvert de D dans C1 ayant la propriete aire(C/ Π Z)j) + aire(ί7 Π ί>2) >

aire(D). II existe alors pour ε > 0 suffisamment petit un plongement

symplectique ψε de Γ ε(F = [/nΰ ' ) = F x B£{2n - 2) dans R2/1 tel que

Ainsi ^e~ rectifie localement i(L) pres de C et exprime localement
i(L) comme partie du bord d'un espace (symplectomorphe a un produit
int(F) x Bε(2n - 2)) disjoint de i(L).

Un triplet Cf e &{pl, p2) etant donne, soit pc> le supremum des

rayons ε pour lesquels un plongement symplectique ψε verifiant (*)

existe, et notons CL(C ;) =/£//aire(C) la capacite lagrangienne de C ' =

C j U C U C 2 . O n d e f i n i t l a c a p a c i t e l a g r a n g i e n n e d e la p a i r e p χ , p 2 ,
CL(P\ >PI) e ( ° ' °°] ' comme supremum de CL{C') quand C' parcourt
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9 Pi) L'etape (1) de cette demonstration montre que, sous les deux
premieres hypotheses du theoreme, CL(pχ, p2) est bien defini et stricte-
ment positif.

Supposons maintenant que CL(pχ, p2) > 1. On va definir une ho-
motopie reguliere lagrangienne qui supprime la paire de points doubles
pl9p2, en travaillant dans le modele. Soit g la fonction reelle d'une vari-
able reelle dont le graphe est celui de la courbe en pointille de la Figure 1,
telle que / ^ g = 0. Soit / la primitive de —g, nulle hors d'un com-
pact, qu'on rappelle sur CΛ : f(zχ, , zn) = f(xχ). La restriction du
diffeomorphisme hamiltonien induit par / au temps t = 1 a la partie rec-
tiligne Co de C' applique cette portion de courbe sur le graphe de g, et
les conditions sur les aires symplectiques de Dχ, D, et D2 assurent qu'il
n'y a plus d'auto-intersection. On coupe Faction de ce diffeomorphisme
hors du voisinage tubulaire de rayon p de Co dans Lf par une fonction
lisse kp: Cn~ι -+ R definie par kp(z) = hp(\z\) = h(\z\/p), oύ h est posi-
tive, decroissante, nulle sur [1, oo), avec A(0) = 1 et sup(|λ;(jc)|/jc) = π .
Soit Ψ le diffeomorphisme hamiltonien de Cn induit par le gradient sym-
plectique Xk j de k f au temps t = 1, et considerons son action sur

(C0ΠU)x((x29... 9xH)ΠBp(n-l)).

Soit Dχ une droite vectorielle quelconque de (x2, , xn) c Cn~ι, Dp

χ =
χ 2 n χ

DnB(2n-2), et DP

Λ} = J(DP), oϋ / est la multiplication par V^T. Soit

(jCj ,yx) et Zj = (xχ, 0) les deux points de C' ΠU ayant meme abcisse

x x dans le 3-espace affine de Cn engendre par les droites {x x} x axe des

yχ x {0 G C"" 1 }, { z j xDχ, {zχ}xDy, l'effet de Implication de Ψ a

{Zj} x Dχ est le suivant: le gradient symplectique de k f est

: -Λ (||(z2, ,zn)\\)f{xχ)ey

-/(*,)*l(ll(z2» 'Z«)ID

et comme / et hp ne dependent que de xχ et | | (z 2, , z π ) | | , la courbe
integrate γ(t), 0 < t < 1, suivie par un point s'ecrit γ(t) = (γx(t), y2(ί)),
oϋ yx(t) est une translation a vitesse constante parallele a Γaxe yx, et
γ2(t) une rotation a vitesse angulaire constante dans le plan Dχx Dy.

Quand Ίx rencontre p., les segments {(xχ, yx)}xDp

y et {(xχ ,0)}xDχ

se croisent. La courbe Ψ({zj} x ^ ) coupe done eventuellement le segment
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{(xι,yi)}xDp a moins que la rotation totale de la courbe soit inferieure
a π/2, c'est-a-dire a moins que

sup
π 2,,

= -(supI/I) (sup
V x

soit inferieur a 1, ce qui arrive exactement quand CL(pχ, p2) > 1. q.e.d.
Les conditions (1) et (2) du Theoreme 1 ont servi a obtenir une courbe

de Whitney d'indice de Maslov 1, d'aire positive, et admettant un pro-
longement de Whitney: le theoreme reste done vrai sous cette derniere hy-
pothese (qu'on appellera "condition T(pvp2)") et la condition CL(pvp2)
> 1.

La question est maintenant de determiner si la seule condition T(pχ, p2)
est suffisante pour la suppression lagrangienne d'une paire de points dou-
bles, c'est-a-dire: T(pχ, p2) etant verifiee, peut-on rendre la quantite
p2/ aire(D) aussi grande que Ton veut par homotopie reguliere lagrangi-
enne? Le Theoreme 2 montre qu'il n'en est rien, et on obtiendra la rigidite
de CL comme consequence de Γobstruction de Viterbo.

Avant de demonter ce thέoreme, notons qu'il implique une rigidite un
peu differente de celle des plongements de polydisques obtenue par Gro-
mov [4]: si CL(pχ, p2) est une quantite finie, par exemple inferieure a
1, et si le disque de Whitney holomorphe D est fixe, il n'existe pas de
diffeomorphisme symplectique fixant D et chassant Lf hors du voisinage
tubulaire ouvert de rayon r autour de D, pour r = \/aire(D).

DEMONSTRATION DU THEOR^ME 2. Soient Tχ et T2 deux copies du

/ί-tore et π: Tχ -> T2 le revetement associe au sous-groupe d'indice k,

ki x Z x ••• x Z, de πχ(T2), avec k = [(/i + 3)/2]. Soit Iχ = [-ε, ε]

un intervalle ferme de Sι suffisamment petit pour que Iχ x Tn~ι ^ Tχ

soit applique homeomorphiquement sur une partie I2 x Tn~x c T2 , soit

Jχ = Sι\Iχ = (ε, 2π - ε), et soit a € Ωι(Jχ x Tn~x) la forme fermee α =

(-θχ + π)dθχ. Modifions a de maniere a la rendre constante sur chacune

des k-1 composantes de ( ^ " ^ ^ x Γ ^ ^ n ^ x Γ " " 1 ) et, en particulier,

nulle sur l'une d'entre elles. L'image du graphe de a par T*(π): T*(Tχ) -+

T*(T2) est bien sur une sous-variete lagrangienne plongee de T*(T2). On

va prolonger a au-dessus de IχxTn~ de mainere a ce que l'image de son

graphe par Γ*(π) presente aussi peu de points doubles que possible. Apres

une perturbation C°-petite de a au voisinage des bords de Jχ x Tn~ι, la
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forme aUdg est partout lisse sur Tχ, oύ g: Iχ x Tn~ι —• E est definie

par g(θχ) = ((π - ε)/2ε)θ2

χ. Donnons-nous une fonction de Morse /

sur Tn~ι a valeur dans ( - 1 , 1), avec le minimum de points critiques et

posons aχ = a U d(g + φf), oύ a est defini sur Jχ x Tn~ι, d(g + φf)

est defini sur Iχ x Γ"" 1 , et φ est une fonction plateau sur Iχ = [-ε, ε]

satisfaisant a:

(1) φ{i)(-ε) = φ{i)(ε) = 0 pour tout / > 0,
(2) |/(^)| <(π-ε)/2,
(3) φ est egale a une constante c > 0 sur [—ε/2, ε/2].

Par la condition (1), aχ est une 1-forme fermee lisse sur T" , dont les

seuls points critiques sur Iχ x Tn~ι sont, par les conditions (2) et (3),

ceux de / en θx = 0. Posons ^j = Iχ x Γ"" 1 et soit A[ = l[ x Γ"" 1 la

composante de ( π " 1 ^ x Tn~1)) n (/j x Γ""1) sur laquelle Q J est nulle.

Les auto-intersections de la sous-variete lagrangienne L = T*(π)(gr(aχ))

se produisent toutes au-dessus de I2 x Tn~x, lorsque Γ*(π)(gr(o:1|yl1))

coupe Γimage par Γ*(π) de la restriction du graphe de aχ aux com-

posantesde (π" ι (/ 2 xΓ"~ 1 ) )Π(/ 1 xΓ / I " 1 ) . IIsuffirad'etudierΓintersection

de T*(π)(gr(aχ\Aχ)) avec Γ*(π)(gr(o;1|^
/

1)), c'est-a-dire Γintersection du

graphe de d(g + φf) avec la section nulle Γ2" de T*T% . On a besoin du

lemme suivant dont la demonstration est un calcul direct:

Lemme 1. Soient h une fonction de Morse sur une variete V, et C —

Cx U C 2 une courbe de Whitney de la sous-variete immergee V u gr(dh) c

T*V d'extremitέs deux points critiques pχ, p2 de h, avec Cχ inclus dans

la section nulle V <-+ T*V et C2 = (idxdh)(Cχ). Alors μ(C) egale la

difference d'indice des hessiens de h evalues en pχ et p2.

Ici, les points critiques de h = g + φf sont ceux de / en θχ = 0.

Comme le complexe de Morse de / est celui de Tn~ι on peut, en suivant

les trajectoires du flot du gradient, regrouper par paires (pχ, p2) les points

critiques de sorte que les indices de Morse de / en pχ et p2 different de

1. Choisissons les courbes de Whitney telles que Cχ c {θχ = 0} x Tn~ι

comme φ est constante au voisinage de {0} x Tn~ι et que g ne depend

que de θχ,

indHess(# + φf)(p2) - indHess(# + φf){pλ)

= indHess(/)(/?2) - indHess(/)(pj) = 1.

II est done clair qu'il existe une partition de tous les points doubles
de L en paires admettant une courbe de Whitney d'indice de Maslov
1. Soit maintenant /: T2 -̂> Cn un plongement lagrangien de classe de
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Maslov (2, 0, , 0), qu'on etend a un plongement symplectique 1 d'un
voisinage tubulaire de la section nulle Γ" <-• T* T" . Notons j : Γ" ->
T*T% le paramέtrage evident de L evidemment μ(J) = 0 et on a:

μ(ioj) = μ(j) + π*(μ(i)) = π(μ(ί)) = (2*, 0, , 0),

oύ 2k > n +1. L'obstruction de Viterbo s'applique, il n'existe done pas de
plongement lagrangien dans la classe d'homotopie reguliere lagrangienne
de ioj. D'autre part, comme il existe, pour l'immersion ioj, des lacets
de Hχ(T" Z) d'indice de Maslov nul et d'aire symplectique non nulle,
il est clair qu'apres composition eventuelle avec ces lacets, les courbes de
Whitney determinees plus haut auront une aire positive et admettront des
prolongements de Whitney. Si la capacite lagrangienne n'etait pas rigide,
le Theoreme 1 permettrait de supprimer tous les points doubles, ce qui est
absurde.

3. Bouteilles de Klein et noeuds lagrangiens

Demonstration de la Proposition 1. Ceci est en fait une generalisa-
tion du Theoreme 4 de [6]. Soit j : F - > Γ F un plongement lagrangien et
m > 0 un entier tel 0 φ mμ{j) e f(Hι(V;Z)). Done μ{j) = kf(β),
oϋ k > 0 et β est une classe primitive de Hι(V;Z). Si μ(j) = k'a, oύ
k' > 0 et a est une classe primitive de Hι(V;Z), alors /*(/?) = k"a,
k" > 0. Supposons qu'il existe un plongement lagrangien /: V —• Cn et
posons μ{i) = Iγ, oύ / > 0 et γ est une classe primitive de Hι(V;Z).
Soit φ un diffeomorphisme de V tel que φ*(γ) = β. Notons ioφ le
plongement symplectique d'un voisinage de la section nulle de Γ* V pro-
longeant ioφ . Alors le plongement lagrangien (i o φ)o j : V —• C" a pour
classe de Maslov

μijJTφ) o j) = μ(j) + f*(μ(i o φ)) = k'a + f*(lβ)
1 I 11 II /I I 11 H \

= k a + lk a = {k + Ik )a.

II est clair qu'on obtient, en iterant cette construction, des classes de
Maslov de plongements lagrangiens de V dans Cn qui sont des multiples
arbitrairement grands de la classe a, contredisant l'obstruction de Viterbo.

Remarque. Ceci pose de fortes contraintes, en particulier sur les plonge-
ments lagrangiens j : Tn -> TTn : si (μχ, , μ., 0, , 0) φ 0 sont les
valeurs de μ(j) sur les generateurs al9-- , an de Hχ{Tn Z), Γapplica-
tion composee
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, . . . ,an) (f=πoj)

ne peut etre injective. Quand i = n , on obtient: /+ injective =*• μ(j) = 0.
Demonstration du Corollaire 1. Si F ~ Kχ\G/K2, alors tout

plongementlagrangien exact j : F —> T*V esttelque ind((πo7*)#: π ^ F ) —•
πχ(V)) = 1 par le Theoreme 1 de [6]. Done (π o j )* : HX{V\Z) ->
Hι(V'; Z) est un isomoφhisme et le corollaire se deduit de la Proposi-
tion 1.

Demonstration du Theoreme 3. (a) et (b). On obtient un plongement
lagrangien de Kn pour tout n impair par chirurgie d'indice 1 sur le seul
point double de la sphere de Whitney Sn, en choisissant celle des deux
chirurgies qui inverse Γorientation. Quand n est pair, les deux chirur-
gies sur le point double de Sn produisent un plongement de Sι x Sn~ι

puisque le signe du point double de la sphere de Whitney est negatif (il
n'est pas difficile de voir que la formulae du nombre algebrique de points
doubles d(i) = -χ(L)/2 dans le cas prientable de dimension paire inter-
dit Γexistence d'une chirurgie lagrangienne d'indice 1 (plongee) respectant
Γorientation pour un point double de signe positif). On peut quand meme
construire une immersion lagrangienne j n : Kn —• Cn en se donnant deux
copies de la sphere de Whitney S{ et S2 translatees Γune par rapport a
Γautre de maniere a ce qu'elles se coupent transversalement en deux points
px et p2 . Comme Γintersection homologique est nulle, px et p2 sont de
signes opposes, et n'importe quelle des deux chirurgies en ^j et p2 pro-
duit une immersion lagrangienne de Kn dans C" . Si, avant chirurgie, on
eloigne S2 de Sx de faςon a rapprocher pχ et p2 , il existe avant disjunc-
tion de Sχ et *S2 une courbe de Whitney C joignant pχ a p2 dans Sχl)S2

qui est clairement d'indice 1 (selon la premiere definition d'indice d'une
courbe de Whitney). Orientons C et pratiquons la chirurgie dans Γordre
entrant-sortant (§2) en pχ et p2: le resultat est une immersion lagran-
gienne j n : Kn —> Cn de classe de Maslov 1 (puisque les deux definitions
de Γindice d'une courbe de Whitney coincident) avec une seule paire de
points doubles qui satisfait aux conditions (1) et (2) du Theoreme 1.

(c) Soit / : T2 -+ K2 let revetement a deux feuillets, et soit {aχ, bχ}

une base de Hχ(T2\ Z) avec f^(aχ) = 2a et f^(bχ) = b, oϋ b est de

torsion et a est une classe primitive sans torsion. Soit {a*, b\] la base

dualede HX{T2\ Z) et θ e H^R(T2) la forme differentielle correspondant

a b\ par Γisomorphisme de DeRham. Si gr0: T2 —> τ*T2 designe le

graphe de θ, le compose j : T2 ^ T*T2 T-ί T*K2 est un plongement
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lagrangien qui releve / . II est clair que f(Hι(K2\Z)) c 2 # 1 ( Γ 2 ; Z)

et que μ(j) = 0. Alors si i: K2 -> C2 est un plongement lagrangien

et si μ(i) = xa , oύ a engendre Hι(K2 Z), on a: μ(ι o j) = μ(j) +

f*(μ(i)) = 2xa\ et par consequent x = ±1 par le theoreme de Viterbo.

Done tout plongement lagrangien de K2 a pour classe de Maslov μ(i) =

±a*. D'autre part, K2 est un K(π, 1) et le Λ-principe montre que les

classes d'homotopie reguliere des immersions lagrangiennes de K2 dans

C2 sont determinees par leur classe de Maslov, e'est-a-dire par un nombre

entier. La seule classe, a automorphisme pres de K2 , qui puisse contenir

un plongement lagrangien est celle correspondant a μ = 1, e'est-a-dire

celle de Γimmersion j 2 donnee plus haut.

Ceci montre egalement que tout plongement lagrangien de K est ob-
tenu comme limite quand t —• 1 d'un homotopie reguliere lagrangienne
partant en t = 0 du plongement lagrangien standard du tore de classe
de Maslov (2 ,0) : quand / —> 1, deux feuilles d'orientation opposee du
tore s'identifient sur la bouteille de Klein, et la famille d'indice 1 (in-
dice geometrique, apres quotient par le groupe conforme) de disques holo-
morphes sur T2 donne lieu a une famille de meme indice sur K2 de bord
±2a eHx{K2\Z).

Demonstration de la Proposition 2. On a d'abord besoin du lemme suiv-
ant:

Lemme 2 (lissage lagrangien). Soient Lχ et L2 deux sous-varietέs la-
grangiennes de Cn contenant une meme courbe simple orientee γ. II existe
deux voisinages tubulaires compacts V c W de γ dans L2 et une isotopie
lagrangienne exacte φt de L2 egale a Γidentite sur γ et hors de W, et
telle que φ0 = id et φx{V) c L{ si et seulement si les indices de Maslov
μLι{γ) et μLp) sont egaux.

Demonstration. A diffeomorphisme hamiltonien pres, on peut supposer
que γ est un graphe au-dessus d'un cercle C dans (x{, x2). Supposons
d'abord que μL (γ) = μL (γ) = 0: comme dans la preuve du Theoreme
1, on peut perturber L{ et L2 par diffeomorphismes hamiltoniens de
maniere a ce que les plans tangents a L (/ = 1, 2) le long de γ se pro-
jettent bien sur (x{, , xn). Alors Lf s'exprime comme graphe d'une
forme fermee ai au voisinage de C, et comme fγ(a2 - aχ) = 0, α 2 - aχ

est la differentielle d'une fonction fQ avec dfo\c = 0 et done fQ\c = 0
pour un bon choix de primitive. Soit ft une homotopie C^proche de
f0 fixe hors d'un voisinage de C et dont le 1-jet est fixe sur C, et telle
que fχ = 0 sur un voisinage plus petit; alors gr(aχ + dft) est une isotopie
exacte verifiant les conclusions du lemme.
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Si μL (γ) Φ 0, on se ramene par le theoreme de Weinstein dans le cotan-
gent de Lχ oύ Γindice de Maslov de L2 sur γ est maintenant nul. q.e.d.

Demontrons maintenant la Proposition 2. On remarque d'abord que si
γ e Ύor(Hχ{K2 Z)), alors J' λ = 0, et il existe une surface P complete et
lagrangienne, diffeomorphe a un plan, contenant γ . Maintenant, les con-
ditions μ(γ) = 0 = / λ sont exactement celles qui permettent de realiser
Γoperation inverse de la chirurgie de Morse d'indice 1: on peut remplacer
un collier Γ de y dans K2, de bord d T = γ U γ , par deux disques
lagrangiens D et Df se coupant en un point et dont les bords coincident
avec le bord de T: dD = γ et dDf = γ . On procede de la faςon suiv-
ante: soit f(x) = ^log(x^ + x\) la fonction dont la difFerentielle definit
la chirurgie d'indice 1. Notons C'r le cercle de gr(rf/) au-dessus du cer-
cle Cr c (xχ, x2) de rayon r centre a Γorigine, P'r le plan passant par
C'r, et donnons a P'r Γorientation canonique de (xχ, x2) rappellee sur P'r
par la projection. Puisque / λ = 0, on peut supposer a difFeomoφhisme
symplectique pres que γ = C'r et P = P'r . Comme μ(γ) = 0, on peut,

en appliquant le Lemme 2, faire coϊncider K2 = L2 et gr(df) = Lχ au-

dessus d'un voisinage ouvert d'un anneau {x e (xχ, x2)lr2 - ĤH - Γ i)

par un lissage C°-petit. De la meme maniere, on peut lisser gτ(df)\r>r

sur P'r (dont la fonction generatrice est une forme quadratique d'indice

de Morse 0) et gr(rf/)|r<Γ sur P'r , le lissage respectant les orientations

dans le premier cas et les inversant dans le second.

Cette operation inverse de la chirurgie d'indice 1 donne lieu a une sphere
lagrangienne S = (K2\T)uDuDf. Donnons a S une orientation arbitraire
(9 \ comme K2 est non orientable, Γorientation &(D) est transportee
le long de S a une orientation tf(Df) opposee a Γorientation &'(D')
obtenue en transportant (9(Ώ) le long de gr(df). Comme on Fa vu plus
haut (definition de la chirurgie d'indice 1), la paire (<0{D), <ff(Df)) donne
a p = D Π D1 un signe negatif, et par consequent le point p, en tant
que point double de S\ a signe positif. Puisque le nombre algebrique
de points doubles d'une sphere lagrangienne de C2 est -I, S possede
deux autres points doubles qui ne peuvent appartenir qu'a (K2\T) n D
ou a (K2\T) Π D1. Comme on a pu choisir P'r et P'r arbitrairement
pres, les cardinalites de ces deux ensembles sont les memes. On en deduit
la premiere partie de la proposition: K coupe la composante bornee de
P\γ.

La deuxieme partie de la proposition s'obtient par une construction ana-
logue en inversant les lissages: au lieu d'aplanir K sur P'r (/ = 1, 2) vers
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Γorigine 0 e P'r , on aplanit cette fois K2 asymptotiquement sur P[ . Si
K2 ne coupe pas la composante non bornee de P'r\Cr , on obtient ainsi
une anse lagrangienne plongee reliant P'r a P'r , c'est-a-dire, apres change-
ment de coordonnees, une anse reliant (x{, x2) a (yx, y2) respectant ces
orientations. On disposerait alors de deux chirurgies de Morse d'indice
1, Tune reliant P a P' et Γautre P a -P', quelle que soit la paire de
plans distincts P, P' e ΛOΓ(2). Ceci permettrait par exemple de plonger
lagrangiennement toutes les surfaces orientables de genre impair dans C
en pratiquant Tune ou Γautre chirurgie sur les points d'intersection de k

copies du tore standard Tχ, T2, , Tk avec #(Γf.Π Tj) = 0 si \i- j\ > 1
et 2 si |ί - j\ = 1. Mais ceci est interdit par la formule de points doubles
des immersions lagrangiennes [2].
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