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LE PROBLEME GENERAL
DES VARIABLES ACTIONS-ANGLES

PIERRE DAZORD & THOMAS DELZANT

Introduction

La mecanique des systemes hamiltoniens completement integrables conduit

a Γetude des systemes complets d'integrales premieres, c'est-a-dire en langage

geometrique, des feuilletages lagrangiens des varietes symplectiques.

Dans cette direction trois resultats principaux ont ete obtenus:

1. A. Weinstein [42] a prouve que les feuilles d'un feuilletage lagrangien sont

des varietes affines.

2. V. Arnold [3] a prouve, ce qui constitue le theoreme des variables

actions-angles proprement dit, que si un feuilletage lagrangien ££ possede une

feuille compacte L o sans holonomie on peut construire un diffeomorphisme

symplectique d'un voisinage J^sature de L o sur un ouvert Tn invariant de

Γ*Γ Λ , transportant ££ sur les orbites de Tn, ce qui entraine en particulier

qu'au voisinage de L o on peut realiser 3? par Γaction hamiltonienne libre de

3. J. J. Duistermaat [14] a prouve que si «£? est une fibration /: M -> P a

fibres compactes, P herite d'une structure affine definie par un reseau S% de

1-formes fermees sur P, qui est un Z^-revetement de P dont Γholonomie Jί,

appelee monodromie de /, est une obstruction a ce que / soit realisee par

Γaction hamiltonienne libre d'un tore Tk. D'autre part / est un fibre locale-

ment isomorphe a Γ * P / ^ ce qui permet d'associer a / sa classe de Chern

v e H2(P, έ%). Jί et v sont les obstructions a ce que, f:M-*P soit un

Tk-fibre principal trivial.

L'analyse, la mecanique et la physique quantique imposent d'examiner la

situation plus generate des feuilletages symplectiquement complets (en abrege,

s.c.) notion due a P. Libermann [23]: y est un feuilletage s.c. si et seulement si

son orthogonal symplectique i^a est un feuilletage.
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Exemples. 1. Les feuilletages coϊsotropes sont toujours s.c. La theorie
geometrique des systemes d'equations aux derivees partielles du premier ordre
est la recherche des sous-varietes lagrangiennes de tels feuilletages.

2a. Les orbites de Faction symplectique localement libre d'un groupe de Lie
local forment un feuilletage s.c.

2b. En particulier si (/1? -,fk) sont k integrales premieres independantes
en involution d'un hamiltonien H, le feuilletage engendre par les champs
hamiltoniens Xf associes aux /, est isotrope s.c, son orthogonal symplectique
ayant pour feuilles les surfaces de niveau de / = (/,). Cette situation est
appelee integrabilite generalisee par Fomenko-Mischenko [16] et Marie [27].

3. Les feuilletages isotropes s.c. s'introduisent en quantification geometrique:
si & est une polarisation complexe admissible au sens de B. Kostant [22], le
feuilletage y\ dont le complexifie est ^ Π ^ 1 , est isotrope s.c

4. Karasev et Maslov [46] considerent une situation plus generate que celle
decrite en 2b, dans laquelle le hamiltonien F a u n groupe de symetrie G pas
forcement commutatif. Les orbites de G (exemple 2a) forment un feuilletage
s.c. y\ Pour la construction d'operateurs d'entrelacements, ils font Γhypothese
que y^Π Ψ~a est une fibration isotrope symplectiquement complete a fibres
compactes et connexes.

L'etude des feuilletages symplectiquement complets repose sur la remarque
suivante de P. Libermann [23]: Localement un tel feuilletage est une fibration
de Poisson sur une variete de Poisson. Dans le langage de A. Weinstein [44] un
tel feuilletage definit localement une paire duale. Ceci entraine que Ψ'Λ- Vo

est un feuilletage a singularites au sens de Stefan [39] et que J^= yr\ i^σ

possede, sans etre en general un feuilletage, la propriete de variete integrale
maximale. Par analogie avec la theorie des equations aux derivees partielles, les
varietes integrales maximales de 3P sont appelees caracteristiques de Ψ* (ou
i^σ). Sous certaines conditions ce sont des espaces homogenes de groupes de
Lie a isotropie discrete. Plus generalement ce sont des varietes ^-plates
discretes au sens de C. Albert [2]. Les deux outils de cette etude sont d'une part
la notion de structure de Poisson transverse d'A. Weinstein [44] et d'autre part
la remarque ([5], [6], [7]) que la structure symplectique met en relation
proprietes transverses et proprietes des feuilles d'un feuilletage.

Les resultats precedents assurent que, si Faction hamiltonienne libre d'un
groupe de Lie fournit un exemple de feuilletage symplectiquement complet,
inversement, sous certaines conditions, les feuilles d'un feuilletage isotrope
symplectiquement complet sont des espaces homogenes de groupes de Lie; ceci
invite a formuler le probleme general suivant: classifier les feuilletages iso-
tropes symplectiquement complets et en particulier determiner les obstructions
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a ce qu'ils soient obtenus par Γaction d'un groupe de Lie. Dans le cas
particulier des fibrations lagrangiennes, les travaux cites precedemment de V.
Arnold et J. J. Duistermaat apportent une reponse. C'est a la meme tache pour
les fibrations isotropes symplectiquement completes a fibres compactes (/:
(M, σ) -> (P, Λ)) (F.I.S.C. en abrege) que vont etre consacrees les paragraphes
2, 3, 4. Dans ce cas la variete de Poisson (P, Λ) base de / est non triviale
(Λ Φ 0) si la fibration n'est pas lagrangienne. Ceci constitue la nouveaute
essentielle de la situation a laquelle on generalise le resultat central de J. J.
Duistermaat [14]: a / est associe un reseau & transverse au feuilletage
symplectique ξ de (P, Λ) et constitue de differentielles de fonctions de
Casimir. 9t est un Z^-revetement de P dont Γholonomie M est appelee
monodromie de /. D'autre part si v*ξ est le fibre conormal de ξ, f est un fibre
a faisceau structural C°°(p*ξ/Sl) au sens de Grothendieck [19] ce qui permet
d'associer a / sa "classe de Chern" v c H2(P, Si). Au voisinage d'un point
JC0 c P, on a des coordonnees actions angles partielles, ce qui avait ete observe
par Nekhoroshev [33] (cf. [7] egalement). Jί est Γobstruction a ce que / soit
obtenue par Faction hamiltonienne d'un tore. Si Jt = 0, ξ est un feuilletage
transversalement parallelisable et sous certaines conditions c'est une fibration
sur une variete affine Q\ ce resultat contient une generalisation du theoreme
"periode energie" de Gordon (cf. [1], [20]). Jί = 0 = v est la condition
necessaire et suffisante pour qu'il existe globalement des "coordonnees actions
angles partielles." Ceci contient un resultat de Nekhoroshev [33] assurant qu'il
en est ainsi si P est 2-connexe.

Le lien entre v et la topologie de P s'etablit par Γintermediaire de la
cohomologie relative de (P, ξ), H*(P, ζ), cohomologie du faisceau differentiel
(C°°(^*f), d) oύ v*(ξ) est le fibre des /7-formes sur P induisant sur toute
feuille de ξ une forme nulle. Cette cohomologie avait deja ete consideree par
Vaisman [41]. A (P, Λ) on associe une classe relative [ξ], obstruction a ce que
les formes symplectiques des feuilles de ξ s'etendent en une 2-forme fermee sur
P. Ceci resout, differemment et sans Γhypothese que ξ soit une fibration, un
probleme etudie par Gotay, Lashof, Sniaticky, et Weinstein [18]. Cette classe
est generalement non nulle, meme par exemple, pour la variete formee d'une
composante connexe de Γouvert des points reguliers du dual d'une algebre de
Lie compacte, si du moins cette algebre n'est pas abelienne.

Le resultat principal est alors Γexistence d'un morphisme d: H2(P, Si) ->
H3(P,ξ) tel que dv = [ξ] ce qui lie [ξ] qui mesure la variation de la forme
symplectique des feuilles a la classe de Chern v et etend les resultats de
Duistermaat et Heckmann [15] obtenus dans le cas de Faction hamiltonienne
localement libre d'un groupe Tk.
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Inversement (P, Λ) etant une variete de Poisson munie d'un reseau &,

Γequation dv = [ζ] permet de determiner les realisations isotropes symplec-

tiquement complete (R.I.S.C.) associees a (P, Λ, St\ i.e. les varietes symplec-

tiques (M, σ) qui possedent une F.I.S.C. au-dessus de (P, ξ) de reseau 01. Le

probleme est resolu par Γinsertion de d: H2(P, ζ) -> H3(P, ξ) dans une suite

exacte. En particulier si H2(P, ξ) = 0, a tout v tel que dv = [ξ] est associee, a

un isomorphisme pres, une unique R.I.S.C.

La derniere partie (V) est consacree a la classification des germes de R.I.S.C.

au-dessus d'un voisinage d'une feuille compacte Σ o de P. Si Σ o est une orbite

reguliere de Faction coadjointe d'un groupe compact Go (que Γon peut

supposer semi-simple et simplement connexe), on peut toujours se ramener au

cas oil P = Σo xRk. Le resultat le plus spectaculaire est le suivant: Si v

considere comme morphisme de Zk dans i / 2 ( Σ 0 , Z) est un isomorphisme, si G

designe le groupe compact Go X Tk

9 & son algebre de Lie, P, s'identifie a un

ouvert de Γensemble (ouvert) des points reguliers de ^ * et le germe de la

R.I.S.C. f.M^P voisinage de Σ o est isomorphe au germe au voisinage de

Σ o de f0: G X C -> ̂ * oil C est une chambre de Weyl (duale) de # * , ouverte,

et/0(g,O=ad f.
Ce resultat est Γexacte generalisation au cas non commutatif du theoreme

des variables actions-angles d'Arnold pour lequel Σ o est reduit a un point et

G = Tk: si / : M -> P etait engendre par Faction d'un groupe G d'algebre de

Lie compacte, on a deforme Faction de G en Faction d'un groupe compact

ayant memes orbites.

La classification des R.I.S.C. est a rapprocher des resultats de C. M. Marie

[27], [28], [29] et R. Nicolai [31], [32] sur les modeles locaux d'action ham-

iltonienne de groupes.

Les resultats sur les R.I.S.C. peuvent egalement etre consideres comme une

generalisation de la quantification geometrique de B. Kostant [22] et J. M.

Souriau [36]: si (Σ 0 ,σ 0 ) est a classe [σ0] entiere et si 7T{20 = 0 Funique

R.I.S.C. au-dessus de (Σ 0 ,σ 0 ) associee a v\ Z -> H2(Σ0,Z); p -* p [σ0], est

la symplectisee de la variete quantique (£'(S1), θ) oύ θ est une S1-

connexion de courbure σ0 sur le S^fibre principal ^(S 1 ) -> Σ o de classe de

Chern [σ0]. Si πxΣoΦ0 les R.I.S.C. sans holonomie sont classifiees par

/ f 1 ( 2 0 , S 1 ) / I m i / 1 ( Σ 0 , R ) [ 3 6 ] .

Une note aux Comptes rendus de FAcademie des Sciences de Paris [6] a

annonce certains des resultats presentes dans cet article; dans divers travaux

anterieurs de Fun ou Fautre des deux auteurs ([5], [6], [7], [10], [12]) avaient

ete donnees des extensions partielles des theoremes de V. Arnold, J. J.

Duistermaat, et A. Weinstein.
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0. Notations

Toutes les donnees geometriques sont C°°. (M, σ) designe une variete

symplectique et on note # le morphisme fibre de T*M dans TM defini par

ι(*ω)σ = — ω. Si Y est un sous-fibre de TM on note Yσ son orthogonal

symplectique, vY* (resp. v*Y)le fibre normal (resp. conormal). Si Fest une

sous-variete (immergee), vV (resp. v*V) est le fibre normal TM \ V/TV (resp.

conormal) de V.

Par feuilletage on entend un feuilletage a singularite au sens de Stefan [39],

[8], [9]. Les feuilletages sont systematiquement identifies aux distributions C°°

au sens de Sussmann [40], [8], [9] qui les determinent. Les feuilletages ordinaires

[35], i.e., sans singularite sont appeles reguliers.

Les varietes de Poisson sont no tees (P, Λ) oύ Λ est le tenseur de Poisson, au

sens de Lichnerowicz [25], definissant la structure.

1. Feuilletages sy mplectiquement complets

La proposition suivante, due a P. Libermann [23], est le point de depart de

Γetude entreprise:

Proposition 1.1. Soit Ψ* un feuilletage sur (M, σ). Les assertions suiυantes

sont equiυalentes:

(i) y σ est un feuilletage.

(ii) Le crochet de Poisson de deux integrales premieres locales de Y* est une

integrate premiere.

(iii) Vespace des plaques de tout ouvert Y-distingue est canoniquement muni

d'une structure de Poisson pour laquelle la projection est un morphisme de

Poisson.

Ceci conduit a introduire la terminologie suivante [23]:

Definition 1.1. Y est symplectiquement complet si T υerifie Γune des

assertions equiυalentes de la proposition precedente.

Un feuilletage symplectiquement complet est toujours regulier.

Dans tout ce paragraphe Ψ* designe dorenavant un feuilletage symplectique-

ment complet, U un ouvert ^distingue en x 0, (PM, Λ J la variete de Poisson

de ses plaques, ττM: U -> Pu la projection canonique.



228 PIERRE DAZORD & THOMAS DELZANT

Si Σ est la feuille symplectique de y e Pu (cf. [25], [44]) π " 1 ^ est une variete

integrate de if+ if° qui est clairement une distribution C 0 0 ce qui assure [10]:

Proposition 1.2. Si if est symplectiquement complet if+ ifa est un feuille-

tage au sens de Stefan.

Soit &= if(Λ ya. & n'est un feuilletage que si ^ + if* est regulier.

Cependant si Σ est une feuille de if+ ^ σ , !F\ Σ est un feuilletage regulier ce

qui prouve que les feuilles de if, Ϋ~σ, iΓ+ if° sont des varietes presymplec-

tiques au sens de Souriau [36] et permet d'autre part de parler des varietes

integrates maximales de J5", que Γon appellera caracteristiques de if.

Inversement a tout point x0 e Σ feuille de if+ ifQ, on peut associer, U

etant un ouvert ^distingue en x 0, le germe en y0 = πu(x0) de structure de

Poisson transverse au sens de Weinstein [44]. Par construction ce germe Λ ne

depend que de la composante connexe de x0 dans Σ Π U. II en resulte qu'a un

diffeomoφhisme pres, Λ^o ne depend que de Σ et sera note ΛΣ.

Definition 1.2. ΛΣ est le germe de structure de Poisson transverse de Σ.

Si k est la codimension de Σ, ΛΣ se realise comme germe en 0 dans R^

d'une structure de Poisson. On notera K Γalgebre de Lie duale de R* muni de

la structure linearisee en 0 de ΛΣ. K ne depend evidemment que de Σ. Si Σ est

la feuille symplectique de yQ = τrM(x0), K* s'identifie a vΣ(y0) munie de la

structure linearisee de Λ y .

Remarque. D'une maniere analogue on peut associer a toute feuille V de if

une structure de Poisson Av" transverse a F."

Soit F une caracteristique de if et V (resp. Σ) la feuille de if (resp.

if+ if°} la contenant. La connexion de Bott de V induit une connexion plate

dans le fibre v*V I F -> F qui par Γisomoφhisme * se transporte en une

connexion plate V du fibre ifa\F-±F. Si x0 e F et si U est un ouvert

^distingue en x 0, Fo designant la composante connexe de JC0 dans F Π U, V

est definie au-dessus de Fo par

L'espace tangent a Fo s'identifiant a #π*v*Σ(y0) oύ Σ est la feuille

symplectique de y0, V induit sur F une connexion lineaire. Cette meme

identification munit F d'une structure de variete a crochet au sens de C. Albert

[2]. De ce que tout champ hamiltonien tangent a if commute a tout champ

hamiltonien tangent a ifa on deduit:

Theoreme 1.1. Toute caracteristique F d'un feuilletage symplectiquement

complet est une variete K-plate discrete au sens de C. Albert, Γalgebre de Lie K

ne dependant que de la feuille Σ de if+ if° contenant F.

K est abelienne sur Γouvert dense de M constitue des points reguliers de

ifa (cf. [10]).
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L'holonomie infinitesimale de la connexion construite sur F est un sous-
groupe de l'holonomie infinitesimale de V. Si on echange les roles, de "Γ et Ψ*°,
cette connexion est changee en la connexion conjuguee V σ, i.e.

VXY- VγX= [X,Y].

Si V est sans holonomie infinitesimale, ses caracteristique sont les orbites
d'une action Ίocalement libre de K. Si les champs de Killing de cette action
sont complets, un theoreme de Palais [34] montre que celles-ci sont
diffeomorphes au quotient du groupe de Lie K connexe et simplement connexe
d'algebre de Lie K par un sous-groupe discret Kx (dependant de la caracteris-
tique consideree). Dans ce dernier cas, v σ etant la connexion conjuguee,
Pholonomie de v σ est fournie par la representation adjointe de Kx . En
particulier toute caracteristique compacte F telle que les feuilles de ΊΓ et i^a

la contenant sont sans holonomie infinitesimale, est un groupe de Lie compact.
Plus generalement, V designant la connexion sur F deduite de la connexion de
Bott de V, on montre comme en [5]:

Proposition 1.3. (i) Si F est V-complete, F est isomorphe au quotient de K
par un groupe discret de diffeomorphismes preserυant les champs de K invariants
a gauche.

(ii) Si de plus Kabelienne et si Vholonomie de V est relatiυement compacte, F
est isomorphe auproduit d 'un quotient fini de tore par un espace numerique.

Les resultats precedents generalisent au cas d'integrabilite partielle des
resultats anterieurs [5], [7] etendant des theoremes de V. Arnold [3] et A.
Weinstein [42] relatifs aux feuilletages lagrangiens, qui peuvent etre caracterises
comme les feuilletages symplectiquement complets tels que la structure de
Poisson transverse de toute feuille soit triviale.

2. Monodromie des fibrations isotropes symplectiquement completes

D a n s t o u t e l a s u i t e d e c e t a r t i c l e f : M > * P e s t u n e fibration isotrope de la
variete symplectique (M, σ), symplectiquement complete, a fibres compactes et
connexes, en abrege F.I.S.C., ce qui contient le cas des fibrations lagrangiennes
etudiees par Arnold [3] et Duistermaat [14] dont on generalise les methodes.
Soit Λ le tenseur de Poisson de P. Comme / est isotrope, elle est identique a
son feuilletage caracteristique, le rang de Λ est constant et on a la relation
(1) k = dim Ker Λ = dim M - dim P.

Reciproquement si on se donne une fibration de Poisson /: M -> P, elle
definira un feuilletage isotrope symplectiquement complet si et seulement si la
relation (1) est verifiee ce qui est le cas d'integrabilite generalisee de Mischenko
et Fomenko [16] et Marie [27].
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Exemples. 1. Supposons que (M, σ) soit munie d'une action libre ham-

iltonienne isotrope d'un groupe compact connexe G. Alors necessairement

G = Tk [7] et les orbites de G definissent une F.I.S.C.

2. Si (M, σ) est munie d'une action localement libre coϊsotrope d'un groupe

G de moment J>, si les composantes connexes des varietes de niveau de J sont

compactes, elles definissent une F.I.S.C.

3. Soit & une polarisation complexe integrable [20], [21], [1]. @ Π & est le

complexifie d'un feuilletage isotrope J*~ d'orthogonal symplectique ^° admet-

tant 9* + 9* comme complexifie. Les hypotheses faites en physique quantique

[22], [45] assurent que & est une F.I.S.C.1

On note ξ le feuilletage symplectique de (P, Λ), C° °(^ ί ) le faisceau des

Λ -formes relatives, i.e. des k formes a telles que pour toute feuille is: S ^ P,

iga = 0, Z(v%ζ) le sous-faisceau des λ>formes relatives fermees. On ecrit v*ξ

au lieu de vfξ.

f:M^>P etant a fibres compactes et P etant reguliere, du paragraphe

precedent assurent que TT: v*ξ -> P qui est un fibre en algebre de Lie abelienne

a, comme fibre en groupes abeliens, une action fibree localement libre sur les

fibres de M -> P, qui sont done des tores. Plus precisement, Faction φ de v*ξ

dans M est definie ainsi:

φ(ω) - y = Fx(ω) - y si ω G v*ξ, y *Ξ f~\x)

oil Ft est le flot—complet—de # / * ω . Soit 8ix le groupe d'isotropie de cette

action. 0tx est un reseau maximal et f~\x) = v*ξ/3ix.

On note St = (Jx e p Stx et on introduit la notion suivante:

Definition 2.1. Un reseau d 'une υariete de Poisson (P, Λ) est un reυetement

de P, sous-faisceau de Z(p*f), qui en chaque point est un reseau maximal de la

fibre correspondante de v*ζ.

Theoreme 2.1 [12]. Le noyau 8% de Vaction fibree φ de v*ξ sur M -> P est

un reseau de (P, Λ).

Demonstration. Soit U un ouvert de P muni d'une section s de /. On

definit un diffeomorphisme local φs: v*ξ I υ -> f~ι(U) ainsi:

Φ,(ω) = φ(ω) s(x), ω e v*ζ.

Si i]JCo G ^ X o , le theoreme des functions implicites assure Γexistence d'un

unique germe de section de C°°(v*ζ) prolongeant ηXo et a valeurs dans 91 ce

qui identifie 9t a un sous-faisceau de C°°(v*ξ).

JSi fi(M, σ) -* (Pj9 Λ, ) sont deux fibrations symplectiquement completes, formant une paire
duale au sens de Weinstein [44], Karasev et Maslov [46] font Γhypothese que le feuilletage somme
est une F.I.S.C.
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Pour prouver que 3% est un revetement de P, on procede ainsi: soit x0 G P
e t W o ) u ι < * u n e Z-base de <%XQ. D'apres ce qui precede, il existe un voisinage

connexe U de x0 et k representant if: U -> 3iu des germes associes a η 0 . Si

xλ G ^r et si η x G # X I il existe (Λ + 1) entiers, n Φ 0, O , ) ^ , ^ tels que

A:

"*h + ΣΛιV(^l) = 0.
1

Soit η la section au-dessus de ί/de C°°(ϊ>*f) definie par nη + Σf W/V = 0. Soit

W le ferme de U constitue de point c tels que τ\{x)^ Six. W Φ 0 car par

construction xx e W. Si ^ G W, soit p Γunique germe de sections de S& defini

par η(y). np et — Σn/η1 etant deux germes de sections de 3% prolongeant

nη(y), np = — Σn^η1ce qui assure que p = η et done que West ouvert, ce qui

a son tour entraine que W = U. Mais si η est une section de ^ , Σiirij/n)^ G

^ J C Q ce qui implique que njn G Z e t permet d'affirmer que toute Z-base de

31 XQ s'etend en une Z-base des sections de 31 au-dessus de U, ce qui prouve que

9t est un Z*-revetement de P.

Que 31 soit en fait un sous-faisceau de Z(v*ξ) resulte du lemme suivant

Lemme 2.1. Si ώ est une section de v*ξ

φ(ώ)*σ — σ = —f*dώ.

Preuυe du lemme.

jtF,(ώ)*o = F*J?(*f*ώ) = Ft*dL*f.ύσ = -f dω

ce qui, par integration entre 0 et 1, donne le resultat.

Corollaire 1. Tout point x0 de P possede un voisinage U sur lequel sont

definies kfonctions de Casimir af telles que ^v= 0 * β l Z dat.

De ce corollaire, il resulte que v*ξ/3l est muni d'une structure de variete C°°

fibree en tores sur P rendant exacte la suite de fibres en groupes abeliens

0 -> 9t -> v*ξ -> v*ξ/3i -> 0,

ce qui permet d'identifier les faisceaux C°°(v*ξ)/3l et C°°(^*f/^) faisceau

des sections de v*ξ/3l -> P.

^ etant un sous-faisceau de Z(v*ξ)9 la differentielle exterieure d\ C°°(v*ζ)

-» Z(v^ξ) passe au quotient par # et definit un moφhisme J de C°°(v*ζ/3$)

dans Z(yjf). Si φ designe Γaction de v*ζ/8t sur M deduite de φ par passage

au quotient,

Corollaire 2. v*ξ/3l est un fibre localement trivial en tores muni d'une

action φ sur f: M -> P telle que pour toute section ω de p*ξ/3t -> P,

φ(co)*σ = σ — f*dω.
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Reprenant la terminologie de Duistermaat [14], on pose la

Definition 2.2. Uholonomie du reυetement 3t -> P s 'appelle la monodromie

de la fibration.

C'est un sous-groupe Jί de GL(Z, k). Jί = 0 si et seulement si & -> P est

trivial. Dans ce cas v*ζ est isomorphe a P X R\ la fibration M -> P est un Tk

fibre principal et Γon est dans la situation decrite dans Γexemple 1. La

monodromie est done Γ obstruction a ce que la fibration consideree soit obtenue

par une action hamiltonienne libre de Tk.

Si la monodromie est triviale, le feuilletage ζ peut etre defini par k 1-formes

fermees globales. ζ est done transversalement parallelisable associe a Γalgebre

abelienne R*. Cette situation a ete etudiee notamment par Molino [30]: Si ξ est

transversalement complet et possede une feuille fermee, ζ est une fibration.

Sinon la partition de P par les adherences des feuilles de ξ est une fibration.

Soit S une feuille de ζ. 8% etant constitue de 1-formes fermees normales a ξ,

la connexion de Bott de S induit sur $11 5 -> S la connexion canonique du

Z^-revetement de S. En particulier S est sans holonomie infinitesimale si et

seulement si έ% [S -> S est trivial; 9t etant un revetement, si S est propre, S

possede un voisinage U au-dessus duquel ^ est trivial. Plus generalement il se

deduit de cette remarque que pour une feuille propre holonomie et holonomie

infinitesimale coincident.

Si ζ est une fibration J\ P -* Q le diagramme P <- M -> Q est une paire

duale (isotrope/coϊsotrope) au sens de Weinstein [44]. Dans cette situation on

peut prouver:

Proposition 2.1. Si ζ est une fibration J\ P -> Q\

(i) 0t est Γimage reciproquepar J d'un Zk-reυetement de la υariete Q, &0,

constitue de l-formes fermees, et Q est un quotient d'un ouvert de Rk par un

groupe discret de diffeomorphismes.

(ii) Si de plus Γholonomie de Q est relatiυement compacte dans GL(R, k) et si

Q est complete, Q est le produit par un espace numerique d'un quotient fini de

tore.

Demonstration, ζ etant une fibration, 0txS est trivial ce qui assure (i). (ii)

resulte de ce que si Γholonomie de Q est relativement compacte, Q est une

variete riemannienne plate (cf. [5]).

La proposition 2.1 contient une generalisation du theoreme " periode-energie"

dύ a Gordon (cf. [1], [20]) qui dit que si un systeme hamiltonien est periodique

de periode C°° T(x), Test constante sur les composantes connexes des varietes

de niveau du hamiltonien.

En effet, supposons que Γon ait une action hamiltonienne de R* dans M,

localement libre, de moment Jo dont toutes les orbites sont compactes. Si



LE PROBLEME GENERAL DES VARIABLES ACTIONS-ANGLES 233

chaque feuille du feuilletage des orbites est sans holonomie, on peut considerer

la variete de Poisson P des orbites et on a une paire duale:

On est dans la situation etudiee precedemment et on sait alors que le reseau

des periodes est constant sur les composantes connexes des varietes de niveau

de J done de */0 puisque les fibres de / sont les orbites de R*.

Plus generalement si une orbite de R* a une holonomie finie relativement au

feuilletage des orbites (ceci generalise Γhypothese qu'il existe une fonction

periode), on se ramene localement au voisinage de Γorbite a la situation

precedente en considerant le revetement—fini—d'holonomie. Le reseau des

periodes d'un point contient alors celui des points voisins appartenant a la

meme composante connexe d'une variete de niveau de / 0 . On a done prouve:

Proposition 2.2. Si (M,σ) est numie d'une action hamiltonienne localement

libre de R* a orbites compactes et s Ίl existe une famille libre maximale du reseau

des periodes dependant continΐiment de x e M, c'est-ά-dire une famille Tj{x) de

functions, alors

(i) cette matrice est constante sur les composantes connexes des varietes de

niveau du moment J§,

(ii) les formes differentielles ωι = Σi<J<kTjι(x)d^ sont fermees.

3. Structure locale et theoreme des variables actions-angles

On note λ la restriction a v*ξ de la 1-forme de Liouville de T*P. Comme

& c Z(v*ζ), dλ se projette sur v*ξ/@ en une 2-forme fermee β.

Theoreme 3.1. Si f: M -> P possede une section globale s, Γ application φs

de v*ζ/& dans M de finie par φ5(ω) = φ(ω) s{ττ{ω)) est un diffeomorphisme

compatible avec les fibrations et φ*(σ) = — /? + π*s*σ.

Ce theoreme etend un resultat de Duistermaat [14] relatif au cas lagrangien

(Λ = 0).

Demonstration. Soit ω une section de v*ξ/@. D'apres le Corollaire 2 du

theoreme 2.1, (φ(ω))*σ = σ - / * dω. Des relations s*(φ(ω))* = ω* ° φf,

7r o ω = Id, ω*β = dω, on deduit que ω*(φfσ - π*s*σ + β) = 0 ce qui suffit a

prouver le resultat.

On introduit les notations suivantes: 2r est le rang de P, k la codimension

de ξ. σr designe la structure standard de R 2 r = C , d\k la structure standard
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Tout point i 0 de P possede un voisinage ouvert U equipe d'une carte

adaptee χ 0 [25], [44] a valeurs dans R 2 r X R* muni de la structure de Poisson

produit de (R2r, σr) par la structure triviale sur R .̂ Si χv est la carte de v*ξ

associee, & admettant localement une Z-base formee de differentielles de

functions de Casimir on peut assurer que χv transforme 9tυ en le reseau de

R 2 r X R* engendre par la base canonique de R *̂. Si y0 e f~1(x0), χ 0 etant

adaptee, un theoreme de Caratheodory assure que Γon peut completer les

coordonnees de / * χ 0 en une base symplectique au voisinage de y0, c'est-a-dire

construire un symplectomorphisme d'un voisinage de (0 X 0) dans (R2r, σr) X

(R2k, —σk) (le signe—devant σk est choisi de faςon que (R2k, —σk)/(0 X Zk)

= (T*Tk, dλk)) compatible avec les fibrations, ce qui permet de construire sur

un voisinage de x0 une section s de / telle que χό1*.y*σ = σr. Si ί/designe par

abus de notation ce voisinage et χv la carte de v*ζ/3lw a valeurs dans

R 2 r X Γ*Γ / c associee, ψ = ψs ° χ~ι est une carte de f~\U) telle que

ψ*σ = χ;ι*(-β 4- π*s*σ) = dλk + σr.

Theoreme 3.2 [33], [5]. Si f: (M,σ) -> (P, Λ) est une F.I.S.C. pour tout

point x0 de P, il existe un voisinage U de x0 dans P, un symplectomorphisme χ

de f~ι(U) dans Cr X T*Tk munis de leurs structures canoniques, qui est un

morphisme de F.I.S.C.

Autrement dit le diagramme suivant est commutatif:

(f-ι(U)9σ)—^-+(C'9σ,)x(T*Tk,dλk)

U • Cr X R*

Si on note (α f ) les coordonnees dans R ,̂ θ( les k 1-formes fondamentales de

Tk = ΈLk/Zk,

(1) o = χ*(σr + daιΛθi).

Les (af.) s'appellent les actions, et dans Γecriture usuelle (incorrecte) θι = dq\

(<7') les angles.

Le theoreme 3.2 generalise au cas des F.I.S.C. le theoreme des variables

actions-angles d'Arnold [3], valable dans le cas lagrangien.

Remarque. La formule (1) entraine que pour toute section locale s de /,

s*σ est une 2-forme fermee induisant sur les feuilles de ξ leur structure

symplectique.
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4. Classe de Chern

On se propose d'etendre au cas Λ Φ 0 les theoremes de Duistermaat [14]

relatifs au cas Λ = 0 (fibration lagrangienne). La principale difference est qu'il

n'existe pas necessairement sur P une 2-forme fermee dont les restrictions a

chaque feuille soit la forme symplectique de la feuille. II existe une obstruction

que Γon va construire dans une cohomologie deja consideree par I. Vaisman

[41].

(a) Cohomologie relative et classe fondamentale de (P, Λ). Pour tout feuille-

tage ξ sur une variete P on considre le faisceau differentiel [17] des formes

relatives (C0O(vtf\d)k>0 oύ d est la differentielle exterieure (cf. §11). On

designe par Z(v%ζ) le sous-faisceau des Λ>cocycles et par H*(P,ζ) la

cohomologie associee appelee cohomologie relative de (P, ξ). On ecrit v*ξ

pour pfξ.

Lemme 4.1 (Lemme de Poincare relatif) [42]. Si f est un feuilletage regulier,

pour toutp > 1, d: C°°(^*f) -> Z(v*+ιζ) est surjectif.

Demonstration. Tout revient a prouver qu'une p + I forme fermee ω sur

R" X ΈLk relative par rapport a la 2eme projection ττ2 admet une primitive

relative. Soit η une primitive de ω et pour tout y G R ,̂ iy Γinjection

JC -> (JC, y) de R" dans Rn + k, i *η est, pour tout y, fermee et admet done une

primitive ay. Soit a la (p - l)-forme sur Rn+k definie au point (x, y) par

fli*a η — dπfa est une /?-forme relative de differentielle exterieure ω. q.e.d.

ξ etant regulier, C°°(v*ζ) est un faisceau mou. Des resolutions,

o - z(vp*ή - c

on deduit [cf. 17].

Lemme 4.2. Hk(P, Z(v*ζ)) =

Cet isomoφhisme s'explicite aisement pour k = 1. Si μ/y est un 1-cocycle de

Z(y*ζ\ C°°(v*ζ) etant mou, on peut ecrire μtj = Uj - ui9 ut e C°°(v*ζ) les

formes dut se raccordent puisque dμ^ = 0 et definissent une (p + l)-forme

relative η. L'isomorphisme cherche associe a [μ/y ] -> [η] oύ [ ] designe la classe

du cocycle correspondant.

Remarque. En dimension 0 le Lemme 4.1 fournit la suite exacte suivante

(cf. [41]) 0 -> R -> 0 f -> Z(y*?) -> 0 oύ 0 r = C ° ° « f ) est le faisceau des

germes de fonctions constantes sur les feuilles. La cohomologie de Θς est

appelee par Vaisman [41] cohomologie de type (A, 0) de ξ: (Hh0(P, f ))• Elle se

trouve done liee a la cohomologie relative par la suite exacte:

. . . -> H h ( P , R ) -^ H h 0 ( P , ξ ) ^ Hh + ι ( P , ζ ) -> Hh + ι ( P , R ) ^ •••.
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Dans le cas d'une fibration J\ P -> Q la cohomologie relative est distincte,
en general, de la cohomologie basique, sauf en dimension 1 oύ Hι(P,ξ) =
H\Q, R). Par exemple si J\ R X S1 -> R, H2(P, ξ) = C°°(R). Cependant:

Lemme 4.3. Si J\ P -> Q est une fibration a fibre type compacte Σo telle
que Hι(Σ09 R) = 0, H2(P, ξ) = H2(Q, R),

Demonstration. Soit Z(ξ) (resp. B(ξ)) Γespace des 1-formes tangentes au
feuilletage qui sont tangentiellement fermees (resp. exactes). H*(ξ) =
Z(ξ)/B(ξ) est un fibre sur Q de fibre type Hι(Σ0,R). Le lemme precedent
resulte de:

Lemme 4.4. On a une suite exacte

o -> i/2(ρ,R) ̂  J Ϊ 2 ( Λ ? )

f ) 0 Γ*ρ) «r le C°°(Q,K) module des sections du produit fibre
H*(ξ)®T*Q.

Demonstration. Pour tout x e g et X e Γxg, soit X un champ le long de
^ Ή J C ) tel que JTX = X. Pour toute section α de Z(vξζ) on pose L(α)(X) =
i*ixa o u *̂5 S ^ P designe Γinclusion de la fibre de x. Comme a e Z(v£ξ),
L(a)(X) est bien defini et Γon voit, en coordonnees locales fibrees par
exemple, que dL(a)(X) = 0 oύ d est la derivation le long des fibres et que si
a = dβ oύ β G C*(v*ξ), L(dβ)(X) = J/|/>)8, ce qui assure que

L: Z(,*f) - Γ(Ztf) ® Γ*β)

passe au quotient et definit une application, encore notee L par abus de
notations, de H2(P, f) dans T(H*(ξ) 0 T*Q).

Si L[α] = 0 et si a est un representant de [α], L(α)(X) est exacte pour tout
j c G β e t tout X G Γxβ. II existe done une application /z ^ telle que dhx =
L(α)(X). On definit une 1-forme β G C°°(^*f) en posant:

De la on deduit que dβ + a = aλ est une 1-forme fermee projetable, ce qui
assure Γexistence d'une 2-forme fermee α0 sur Q telle que J^*[α0] = a.

Enfin si [α0] G 7/2(ρ,R) et si ./*[α0] = 0, il existe une 1-forme β G
C°°(^*f) telle que dβ = ./*α 0 ce qui entraine que β est projetable et done que
[α0] = 0 ce qui acheve la demonstration.

Si f est un feuilletage regulier sur P et si σ est une section de Akξ * dont la
restriction aux feuilles est fermee, soit σ une extension de σ, i.e. une /c-forme
sur P telle que pour toute feuille S, iξδ = σ ι s . dσ G Z ( ^ + 1f *) et sa classe
dans Hk + ι(P,ξ) ne depend que de σ. [dσ] est trivialement Γobstruction a ce
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que σ possede une extension fermee. En particulier, si ζ est le feuilletage

symplectique de (P, Λ) et σ la 2-forme symplectique des feuilles, on definit

ainsi une 3-classe de cohomologie relative [ξ] de (P, ξ).

Definition 4.1. [ξ] est la classe fondamentale de la υariete de Poisson

reguliere (P, Λ). [ξ] = 0 si et seulement si σ possede une extension fermee.

Remarque. Meme si ξ est une fibration, la situation etudiee est plus

generate que celle envisagee par Gotay, Lashof, Sniaticky, et Weinstein [18]:

Ainsi, si ^ est Γouvert des points reguliers du dual G* de Γalgebre de Lie d'un

groupe connexe compact G, °U est fibre sur une chambre de Weyl C a fibre

simplement connexe G/T oύ T est un tore maximal. Mais [ξ] Φ 0 si et

seulement si G n'est pas abelien. En fait les fibrations etudiees en [17] sont

symplectiquement localement triviales—ce qui n'est pas le cas de °U -> C—ce

qui implique que pour chaque fibre, il existe un voisinage ouvert reunion de

fibres sur lequel σ s'etend en une 2-forme fermee. En general [ξ] mesure la

variation de la forme symplectique des feuilles.

(b) Classe de Chern. On note C°°O*f/^) (resp. Z(v*ξ/&)) le faisceau

quotient par dl de C°°(v*ξ) (resp. Z(v*ζ)\ +l'addition dans le fibre en

groupes abeliens v*ξ/<%.

Si s est une section locale de /: M -> P on definit une carte ψ5 ainsi:

ΨΓKJO = Φ(y) - s(χ) s i *y = χ

Si st (i = 1,2) est une section au-dessus de Uh et si Uι•, Γ\ U]r = 0 soit μ^

Γunique section de v*ξ/@ au-dessus de U^ Π Uj definie par

Comme ψ5 ° ψ~ι(y) = y + μzy ° τr{y) on a prouve dans la terminologie de

Grothendieck [19].'

Theoreme 4.1. /: M -> P est localement isomorphe a v*ξ/3i -> P le faisceau

structural etant C°°(p*ξ/@).

On peut done associer a /: M -> P une 1-classe de cohomologie μ dans

De la suite exacte

o -> ̂  ^ c°°(^*f)
et de ce que C°°(^*f) est mou on deduit que le cobord δ est un isomorphisme

de H\P, C"(v*t/St)) sur H2(P, St).

Definition 4.2 (cf. [14]). δju, = v est la classe de Chern de la fibration isotrope

symplectiquement complete a feuilles compactes: f:M-~*P.

μ et done v est une classe d'isomorphismes de fibres localement isomorphes

a v*l/9l et de faisceau structural C°°(v*ξ/dί). En particulier v = 0 si et

seulement si M -> P est isomorphe a p*
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Si Γon tient compte des isomorphismes fournis par le lemme 4.2 la suite

exacte

(*) 0 -* 9t -* Z(p*ξ) -> Z(v*ξ/&) -* 0

conduit au resultat suivant:

Proposition 4.1. On a une suite exacte s'ecriυant pour tout h > 0

et commenςant par

0 -> J/°(P, Λ) -> JΪ°(P, Z(p*f)) -> ff°(P, Z(

6>M /e morphisme Δ es/ fe cobord de la suite exacte (*) et ou d est, par abus de

notation, le morphisme rendant commutatif le diagramme (h > 0)

<9M J* ^5/ fe morphisme deduit de d: C°°(v*ξ/&) -> Z(vξξ).

Demonstration. Le seul point restant a demontrer concerne J. On ecrit la

demonstration pour h = 1. L'image de [ | i l j ] ε f f 1 ( ? , C w ( i ' * ! : / « ) ) dans

H2(P, &) est la classe du cocycle pijk = μ^ + μyA: - μik oύ /i/y- est une section

au-dessus de U; Π Uj relevant μfj dans C°°(v*ξ). Le 2-cocycle de Z(f*f)

associe a pijk ayant dans Hι(P, Z(vξζ)) pour image le 1-cocycle dμ^ = dμ^

(cf. lemme 4.2). La demonstration est achevee. Pour h = 0 un examen direct

donne le resultat.

Dorenavant on identifie J et d*.

Si (P, Λ) est une variete de Poisson, on dira avec A. Weinstein [42] que /:

(M, σ) -> (P, Λ) est une realisation de (P, Λ) si / est un morphisme de

Poisson surjectif de la variete symplectique (M, σ) sur (P, Λ). Si (P, Λ)

possede un reseau 31 (cf. §2) on s'interesse aux realisations isotropes symplec-

tiquement completes a fibres compactes (en abrege R.I.S.C.) associees a S/t

c'est-a-dire pour lesquelles / est une F.I.S.C. de reseau @l.

Par isomorphisme de R.I.S.C. on en tend un diffeomorphisme symplectique

compatible avec les fibrations; un tel isomorphisme induit un diffeomorphisme

de Poisson des bases qui echange les reseaux, ce qui permet a un isomorphisme

pres de fixer la base et le reseau.
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Theoreme 4.2. Si v G H2(P, 31) est la classe de Chern de la F.I.S.C. f:

(M, σ) -+ (P, Λ) de reseau 9t, [ζ] = dv.

Inversement

Theoreme 4.3. Soit (P, Λ) une υariete de Poisson reguliere, de feuilletage

canonique ξ de codimension kpossedant un reseau 9t et v G H2(P, 0t).

(i) v est la classe de Chern d'une R.I.S.C. associee a Si si et seulement si

dv = [?]•
(ii) Les R.I.S.C. associees a $1 sont classifiees a isomorphisme de R.I.S.C.

pres, parH2(P,ξ)/dH\P,@).

Demonstration de 4.2. De la demonstration du theoreme 4.1 on deduit que

Sj(x) = φ(μjj(x)) Sj(x) ce qui assure que ^ σ = sfσ — dμ^ compte tenu du

theoreme 2.1 (Corollaire 2).

Le 1-cocycle ^*σ - sfσ de Z(v%ξ) a pour image dans le faisceau mou

C°°(v£ξ) un cobord Uj — ut. Ainsi s?o + ut definit une extension a de la

forme symplectique des feuilles de P ce qui assure que [ζ] est la classe de

Uj - w, = dμu.

Demonstration de A3. P etant reguliere, [ξ] peut etre definie par le 1-cocycle

σt — Oj oύ (Uj) est un recouvrement ouvert ξ-distingue de P et σt une extension

fermee de σ a Ur Soit μ^ le 1-cocycle definissant v. En modifiant eventuelle-

ment chaque σt par un element de Z(v*ξ \ υ) on peut assurer que

dμi} + Oj - σ, = 0.

Soit M -> P un representant de v G H2(P, &). On peut supposer que pour

tout / on a un isomoφhisme fibre ψ, de

et ψ, o ψj\y) = y + μij(x) si y e π~\x).
Soit Σ z la 2-forme sur f~\Ui)f*σi - ψfβ

Σy-Σ/=/*(σ.-σ/)-(ψ*iβ-ψ*iβ).

Or tji φfβ = β + ir*άμij.
II en resulte que Σ y - Σ f = /*(σ, - σz 4- Jfi/7) = 0. On peut done definir

sur M une 2-forme Σ par Σ l ^ i ( ί y ) = Σ ; et Σ est fermee. Le reste de

Γassertion (i) est evident.

(ii) Soit v G d'\l]. Deux representants de v etant isomorphes comme fibres

a faisceau structural C*(v*l/9t\ on peut identifier Γensemble des

representants de v aux structures symplectiques sur un meme fibre /: M -> P,

faisant de / une fibration isotrope symplectiquement complete de reseau & et

classe de Chern v. Si σ et σ sont deux telles structures sur /, (ψz) et (ψf ) les

cartes associees au-dessus d'un recouvrement (Ut) de P, (ψj^ΨΓ 1) e s t defini
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par aέ e C°°(Ui9 v*ζ(3l)) et si μtj est le 1-cocycle ψ, ° ψ " 1 (resp. μ,7 = ψz ° ψ" 1 )

A/y = «, + M,-y ~ fly

L'equation J ^ = [f ] entraine avec des notations evidentes

dμiJ + σy - σ; = J/x/y + σ, - σ2; = 0

et

σ= -ψfl8+/ σf., σ= -ψ*β+/*σ,.
II en resulte que σf - σ, + ώ / = σ7 - σy + J<zy et definit done une 2-forme η

section globale de Z(v£ξ) telle que ό — σ = f*η.

Si (M, σ) et (M, σ) sont comme fibres symplectiquement isomoφhes et si χ

est cet isomorphisme, on pose

Ψ, ° X e t Ψ, έtant associe au meme cocycle, les ct se recollent en une section

globale γ de C°°O*f/^) et la relation σ = χ*σ s'ecrit

χ * ψ * ( - ^ + 77%) = ψ*(-β + TΓ^σ, - dCi))

ce qui entraine que η = dy.

Inversement si η = dy le corollaire du theoreme 2.1 assure Γexistence d'un

diffeomorphisme symplectique x tel que χ*σ = σ, ce qui acheve la demonstra-

tion compte tenu de la proposition 4.1.

Remarques. (i) La relation [ζ] = dv traduit la variation de la forme sym-

plectique des feuilles de P\ on etend ainsi le resultat de Duistermaat et

Heckmann [15] aux F.I.S.C.

(ii) Le theoreme 4.3 fournit une interpretation des termes de la suite exacte

precedant H2(P, 9t\ En particulier si H2(P,ξ)/dHι(P, Si) Φ 0 la structure

symplectique d'une solution v de dv = [ξ] n'est pas canonique. Compte tenu

du lemme 4.3 on peut preciser:

Coroilaire 1. (i) Si 7ΓXP = 0, les structures symplectiques sur une solution de

dv = [ζ] sont classifiees a un symplectomorphismeprespar H2(P,ζ).

(ii) Si g: P -> Q est une fibration a fibre type compacte Σ o a premier nombre

de Betti nul, et si Q est a deuxieme nombre de Betti nul, toute solution de

dv = [ζ] est, a un symplectomorphisme pres, munie canoniquement d'une

structure symplectique.

La partie (i) explicite un resultat imprecis de [11].

Le cas [ξ] = 0 est proche du cas lagrangien etudie par Duistermaat [14].

Corollaire 2. [ζ] etant nulle soit ώ une extension fermee de la forme

symplectique des feuilles de (P, Λ); les assertions suiυantes sont έquivalentes:

(i) v = 0 et il existe une section s de f: M -» P telle que s*σ = ώ.

(ii) v = 0 et il existe une section s de f: M -> P telle que [s*σ — ώ] e
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(iii) (M, σ) —> (P, Λ) es/ symplectiquement isomorphe au fibre v*ζ/& —> P

e to 2-forme -β + ττ*ώ.

(c) Cas oύ la monodromie est triviale. Dans ce cas ^ , identife a H°(P, 2%),

est un groupe abelien libre de rang k. On pose JΓ= 9t ® R et y = ^ / ^ est un

groupe compact isomorphe a Tk.

On a les isomorphismes canoniques:

Hh{P,0t) = /7Λ(P,Z) ®@,

Hh(P,3T) = Hh(P,R) ®3T= Hh(P,@) ΘR.

On notera Hh(P, Z) la partie libre de Hh(P, Z) identifiee au reseau des classes

de /z-formes entieres. _ _ _

Si V<ΞH2(P,@) soit P son image dans H2(P,^). H2(P,Z) ®@ est
l'image de / / 2 ( P , ^ ) dans H2(P, £T).

/: M ^> P etant un ^fibre principal et Γalgebre de Lie de SΓ par construc-

tion meme etant 2Γ, la classe de Chern au sens usuel du ^fibre principal /,

i.e., la classe de la courbure d'une ^connexion quelconque de /, appartient a

H2(P,3T).

Proposition 4.2. Vimage v de v dans H2(P, ^) est la classe de Chern au

sens usuel du &fibre principal j ' .

Demonstration. Si μ^ est le cocycle representant v la donnee d'une ^

connexion equivaut a la donnee sur chaque Ui d'une 1-forme ω, telle que

ωj - ωi = dμu

oil μtj considere comme ^cocycle est une C00-application de L̂  Π U dans 2Γ,

ce qui permet de conclure.

Remarque. En presence de torsion, Γapplication de H2(P,Z) dans

i / 2 ( P , R ) n'est pas injective, ce qui explique que v = 0 n'est qu'une condition

suffisante de trivialite du fibre principal /: M -> P a la difference de v = 0.

L'exemple suivant eclaire cette remarque: si on considere le Z2-fibre principal

Sn -> Pn(R) et En le S^fibre principal obtenu par extension a S 1 du groupe

Z 2 , la classe de Chern reelle de En est nulle. Cependant En -* PW(R) n'est

jamais trivial car En s'identifie a (Sw X S 1 ) / Z 2 oύ Z 2 agit naturellement

((x, θ) -» ( — x, -θ)). Ceci assure que si Pn(R) est orientable, En ne Test pas et

vice versa ce qui interdit a En d'etre trivial.

d: Hh(P, &) -* Hh + ι(P,ζ) est le compose des morphismes canoniques de

Hh{P, SI) dans H\P, F) et de Hh(P, g~) dans Hh + \P, f) ce dernier etant

deduit du moφhisme canonique de fibres de Hom(AhTP, T*P) dans

Hom(ΛΛ + 1 ΓP,R). Si TJ, est une Z-base de 31 et si v = [ΩJ. ηi (ηf est une base

de #"!) J ^ = [ΣΩ, Λ η.].
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Si ω est une connexion de courbure Ω, dans la base (η f ) de ^ , ω =

(«, ) i<ι<*. s i *i=*f*'ni> ^ ; ( σ ~ Σf/ η, Λ ωf ) = 0 ce qui assure que σ -

Σϊf*ηj Λ ωf se projette sur une 2-forme a de P prolongeant la forme

symplectique des feuilles. Compte tenu des theoremes 4.1 et 4.2 on a prouve:

Proposition 4.3. (i) Si f:M->P est sans monodromie, il existe sur P une

2-forme a έtendant la forme symplectique des feuilles et une ^connexion ω sur

M telle que

1

ou (ηt) est une Z-base de Si et (ωi)ι<i<k les composantes de ω dans cette base,

[ζ] = [Σk Tj, Λ ΩJ oil (Ωf.) est la courbure de ω ecrite dans la base (ηt).

(ii) Inυersement si (P, Λ) est muni d'un reseau trivial 01 et si v^

H2(P9Z) ®9t, ilexiste un Tk-fibreprincipal/: M -+ P qui est une F.I.S.C. de

classe de Chern v d"image v dans H2(P,Z) ® 0t. Les fibres supports sont

classifies a un isomorphisme fibreprespar la torsion de H2(P, Zk). Les R.I.S.C.

correspondant a un meme fibre sont classifiees a un isomorphisme pres par

De ceci on deduit le

Theoreme 4.4 (Existence globale de variables actions angles). La mono-

dromie et la classe de Chern sont nulles si et seulement si il existe une extension

fermee a de la forme symplectique des feuilles de P et il existe k \-formes fermees

ηi normales a ξ telles que, si (θt) designent les k l-formes fondamentales de Tk,

il existe un diffeomorphismes de fibres ψ: de M -> P sur P X Tk -> P vέrifiant

1

(oil TTX designe, i = 1,2, la Verne projection de P X Tk sur ses facteurs).

Si πλ(P) = 0 (ce qui assure que Jί = 0) et si v = 0, il existe A: fonctions de

Casimir globales telle que
A:

T 1 ^ ^ HγU Ϊ // 2 "/

1

Dans ce cas les applications Trfa, s'appellent les actions et les parametres

angulaires de Tk les angles. En particulier si irx(P) = 0 = τr2(P), ^# et ^ sont

nuls. On retrouve le resultat de Nekhoroshev [33].

Remarque. On peut donner de σ une expression intrinseque: Si ω est une

^connexion sur M, on note ώ la 2-forme sur M definie par ώ

(ce qui a un sens car 9t c C°°(T*P)). Alors:
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La mecanique du solide fournit un exemple a Jt = 0, [ζ] Φ 0 et done v Φ 0.

Exemple. Mouυement du solide pesant a point fixe. On est exactement dans

le domaine d'application de la proposition precedente. Avec des notations

usuelles, M = (Γ*SO(3), dλ) et possede S 1 comme groupe d'action ham-

iltonienne de moment J agissant sans point fixe. M est done un S^fibre

principal sur P variete de Poisson des orbites, elle-meme fibree sur R par

Γapplication j> deduite de J* par passage au quotient. Les feuilles de P sont

comme varietes isomoφhes a Γ * S 2 (cf. [24]), ce qui permet d'identifier P a

R X Γ*S 2 . La 2-forme construite sur la feuille {a} X Γ * S 2 est dλ0 + aσ0 oύ

λ 0 est la forme de Liouville de Γ * S 2 et σ0 la contre-image sur Γ * S 2 de la

structure symplectique standard de S 2, ce qui entraϊne que [ζ] = [da A σ0] Φ 0

car (S 2 , σ0) n'est pas exacte. v s'identifie a la classe de Chern de la fibration de

Hopf S 1 -» SO(3) -> S 2. Ainsi Jί = 0, [ζ] Φ 0 Φ v. II n'y a pas de variables

actions-angles globales bien que P = R X Γ * S 2 soit simplement connexe.

5. Realisation d'une variete de Poisson
au voisinage d'une feuille compacte

(Σ 0 ,σ 0 ) etant variete symplectique compacte, on note (P, Λ , Σ 0 , σ0) un

germe au voisinage de Σo de variete de Poisson contenant ( Σ 0 , σ 0 ) comme

feuille compacte. Deux tels germes (Pi9 Ai9 Σ o , σ0) sont isomoφhes si il existe

un germe de diffeomorphisme de Poisson au voisinage de Σ o , φ, de Pγ sur P2,

t e l q u e φ ( Σ 0 ) = Σ o .

Definition 5.1. On appelle germe de R.I.S.C. (resp. de R.I.S.C. sans

holonomie) au-dessus de ( Σ o , σ0) la donnee d'un germe (P, Λ , Σ 0 , σ 0 ) de

variete de Poisson contenant (Σ 0 ,σ 0 ) {resp. comme feuille sans holonomie) et

d'un germe de F.I.S.C. f: (M,σ) -» (P, Λ) au voisinage de/~1Σ0. Deux tels

germes de R.I.S.C. sont isomorphes si il existe un germe de diffeomorphisme

symplectique compatible avec les fibrations echangeant les contre-images de Σ o .

Si (P, Λ , Σ 0 , σ 0 ) contient Σ o comme feuille compacte sans holonomie le

theoreme de stabilite locale [27], [21] permet d'affirmer qu'il existe un

representant de (P, Λ, Σ o , σ0) qui est une fibration J sur R* ce qui assure que

( P , Λ, Σ o , σ0) possede un reseau. On peut alors choisir la fibration J de faςon

que ce reseau soit J*3t0 oΐi ^ 0 = θ Z φ , si R^ = {(Pi)ι<i<k}' Ceci justifie

que Γon etudie la situation oil P est fibre sur R* de reseau ^ = J ^ * ^ 0 .

Le lemme de Poincare-Weinstein [44] entraine que Hh + ι(P, ζ) =

C™(Rk, i / 2 ( Σ 0 , R ) ) oύ Co°° designe les functions C°° nulles a l'origine. D'autre

part si Λx et Λ 2 sont deux structures de Poisson sur P = Σ o X R* de

feuilletage caracteristique la deuxieme projection J: P -> R^ associees a la



244 PIERRE DAZORD & THOMAS DELZANT

meme classe [ζ] c H3(P, ξ), il existe une extension σ, (/ = 1,2) de la structure
symplectique des feuilles de (P, Λ,) telle que dσλ = dσ2. Si oλ et σ2 coincident
sur Σ o X 0, le lemme de Poincare-Weinstein assure Γexistence d'une 1-forme υ
sur P telle que σλ - σ2 = dυ et le theoreme de Darboux-Weinstein [42]
entraine que sur un voisinage Σ o X Uo de Σ o = J^\0), les germes de Ax et Λ2

sont isomorphes.
Proposition 5.1. Les germes de structures de Poisson au voisinage de Σ o sur

Po = Σ0X Rk dont le feuilletage canonique est la premiere projection </0 et
induisant sur Σ o = S^ 1(0) la structure symplectique donnee σ0 sont classifies a
un isomorphismeprespar C(5°(R/c, //2(Σ0,R)).

Afin de classifier a isomoφhisme pres les germes de R.I.S.C. sans holonomie
au-dessus de (Σ o , σ0) il faut determiner d'apres la proposition 4.1, dH2(P, S%).
Σ o etant un retracte par deformation de P, # 2 ( Σ 0 , Z ) = H2(P,Z). D'autre
part 3% etant trivial, il decoule de la proposition 4.3 que si Γon ecrit

d se factorise a travers le morphisme canonique de HonXZ^, H2(Σ0, Z)) dans

Hom(Z\i/ 2 (Σ 0 ,Z)):

H2(P,<%) = Hom(Z^,i/2(Σ0,Z)) 4 C0°°(R
A, i/ 2 (Σ 0 ,R)) = H3(P,p)

Hom(Zk,H2(Σ0,Z))

Q,] si ? =

Inversement si v G Hom(Z/c,i/2(Σ0,Z)) soit K un monomorphisme de
i/ 2 (Σ 0 ,R) dans C°°(Λ2Γ*Σ0) tel que [A'(α)] = α. Par exemple on associe a α
la 2-forme harmonique la representant. On considere sur Σ o X R* la 2-forme
qui, au point (x0, p), s'ecrit σo(xo) + K o ί^(^); on peut restreindre R̂  a un
voisinage t/ de 0 tel que pour tout point p de U, la restriction de σo(xo) +
K °ϊ>(p)h Σ0X p soit une 2-forme symplectique. P~ = Σ o X ί/est alors muni
par construction meme d'une structure de Poisson Λ- de classe fondamentale
[p] = v et admettant une R.I.S.C.

Definition 5.2. (P-, Λ-) &s/ le representant canonique de v.
II resulte de ce qui precede que compte tenu de 4.1 la solution du probleme

pose est donnee par la suite exacte de cohomologie sur Σ o deduite de
0 - > Z - > R - > S 1 - > 0 c e qui conduit au theoreme suivant:

Theoreme 5.1. (i) Uespace des classes de germes isomorphes de υarietes de
Poisson contenant (Σ0,σ0) comme feuille sans holonomie et admettant une
R.I.S.C. est isomorphe a Hom(Z*,i/2(Σ0,Z)).
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(ii) Si Hι(Σθ9R) = 0 Γespace des classes dΊsomorphismes de R.I.S.C. sans
holonomie au-dessus de (Σ0,σ0) est isomorphe a Hom(Z/c, //2(Σ0,Z)), le sous-
ensemble de celles qui proviennent d'un meme v e Hom(Z*,i/2(Σ0,Z)) est
isomorphe a (H\Σ0,S

ι))k.
(ii) provient de ce que H\Σθ9R) = 0 entraine H2(P,ξ) = 0.
Si 7TΊ(Σ0) = 0, tout germe de variete de Poisson contenant Σ o la contient

comme feuille sans holonomie. De plus i/ 2 (Σ 0 , Z) est alors un Z-module libre
et i/ 2 (Σ 0 , Z) -> H2(Σ0, R) est injective:

Corollaire 1. Si ^i(Σ0) = 0, / "espace des classes d Ίsomorphismes de germes
de R.I.S.C. au-dessus de Σ o est isomorphe a Hom(Z*, # 2 ( Σ 0 , Z)).

Remarque. Si /: (M, σ) -> (P, Λ) est un germe de R.I.S.C. sans holonomie
au-dessus de (Σ o , σ0), soit iV0 = f~\Σ0). Si x0 e Σ o, f~ι(x0)

 e s t isomoφhe a
v*Pχ0/^x0

 c e φύ identifie πιf~
ι(x0) a & et permet de considerer Γoperateur

bord

comme un moφhisme de 772(Σ0) dans 9%. Soit φ Γhomomoφhisme dΉure-
wicz de π 2(Σ 0) dans H2(Σθ9Z). No -> Σ o est un ^fibre principal (notations
de 4.c). II existe une connexion θ a valeurs dans 3" de courbure v. En
explicitant 3, on prouve, compte tenu des proprietes fonctorielles de φ [37],
[38].

Proposition 5.2. 'φ © v = '3 oil ' designe la Z-transposition.

On se propose dans la suite de determiner, quand Σ o est simplement
connexe compacte, les R.I.S.C, necessairement sans holonomie, au-dessus de
(Σ o , σ0). On se donne £% groupe abelien libre isomoφhe a Zk et, comme en 4.c,
on pose 9t Θ R = ̂ , 2Γ/9/1 = ST. P est isomoφhe a Tk. Comme Ίτλ{ΣQ) = 0,
# 2 ( Σ 0 , Z ) = i/ 2 (Σ 0 ,Z) . Soit v e Hom(^,//2(Σ0,Z)) et /0: £(Σ 0 ) -> Σ o un
^"fibre principal (unique a un isomoφhisme pres) de classe de Chern v. Soit θ
une ^connexion sur /0.

Proposition 5.3. Si ^i(Σ0) = 0, fes germes de R.I.S.C. au-dessus de (Σ o, σ0)
associes a v sont isomorphes au germe en E(Σ0) def: E(Σ0) X ̂ * -> Σ o X ^ *
(ow / = /0X Id^) mum rfe /α 2-forme /0*σ0 + d(p9θ)9 et la structure symplec-
tique du germe de E(Σ0) X ̂ "* 5̂/ exacte si et seulement si [σ0] e ?(^"*).

Demonstration. La premiere partie de la proposition resulte de la proposi-
tion 4.3 en prenant σ0 + Kv(p) comme extension de la forme symplectique
des feuilles. La partie directe de la derniere partie decoule de ce qu'il existe
pQ e y * tel que σo = Kϊ>(p0) + da oύ a est une 1-forme sur Σ o . La
reciproque se prouve par un calcul analogue a celui indique dans la demonstra-
tion de la proposition 5.2.
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Tout revient done a etudier v e Hom(^, i/2(Σ0,Z)) oύ 0t^Zk et oύ
H2(Σ0, Z) est un Z-module libre car πx(Σ0) = 0. Soit kλ le rang de H2(Σ0, Z)
et r le rang de v. II existe [4] une Z-base de 9t et une Z-base de # 2 ( Σ 0 , Z )
telles que dans ces bases v s'identifie au morphisme

Z* = Z r X Zk~r ->ZrX Z* 1 " ' = Zk\ (Xl9 X2) -

oil p est le moφhisme defini par

oil les (a^γ ^ ^ r sont r en tiers non nuls.
Une R.I.S.C. au-dessus de (Σ o, σ0) (TΓ^ΣQ) = 0) est done caracterisee par un

entier r, r elements [ΩJ d'une Z-base de i/ 2 (Σ 0 , Z) et r entiers non nuls {at).
Si r et [ Ω J i < / < r sont donnes on note v(r) le morphisme correspondant a
ai = 1 (1 < / < r). Afin de clarifier les relations entre la R.I.S.C. relative a
v(r) et celle relative a v, on modifie le point de vue adopte jusqu'ici et on
represente toutes les R.I.S.C. au-dessus du meme germe Pv(r) ce qui conduit a
associer a v le reseau <%v qui, si &v(r) est le reseau φ k Z dpt de R*, s'ecrit:

Ί
\y-l / r+l

On note Γ,, le groupe fini Z β i X Za^ X ••• x Z α i . . . a que Γon considere
comme sous-groupe de Tr.

Pour tout v on note MF la R.I.S.C. associee fibree au-dessus de Pv(r) et on
note fr: Er(Σ0) -> Σ o un Tr-fibre principal au-dessus de Σ o de classe de
Chern ([Ω/]) i < / < r . La proposition 5.2 implique que 771(£'/.(Σ0)) = 0,
π2(Er(Σ0)) = Z et de la proposition 5.3 on deduit que, en tant que germe,

Mv{r) s Er{Σ0) X Rr X T*Tk~r -> Σ o X R^

muni de la structure symplectique de forme:

oύ (0,) est une ΓΓ-connexion de courbure Ωz, R* = {( A-)I<I<Λ}>
 e t ^^_r est la

1-forme de Liouville de τ*Tk~r. Soit (0') par abus de notation la 1-forme sur
Er(ΣQ)/Tv deduite de (fl1") par passage au quotient. ((Πj »1Λy)β/)1<l < Γest une
connexion sur Er{ΣQ)/Tv de courbure ((Πj= 1 α y ) Ω / ) 1 < / < r ce qui assure que

Mv = (Er(Σ0)/Tv) X Rr X T*Tk~r -» Rk
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muni de la 2-forme f*σQ + Σ[d(piθ
ι) 4- dλk_r. fin particulier Mv{r) -> Mv est

un Γ̂  revetement symplectique.

Ces resultats peuvent etre precises si Γon suppose que ( Σ o , σ0) est une orbite

reguliere de la representation coadjointe d'un groupe compact Gv que Γon

peut, sans perte de generality supposer semi-simple et simplement connexe, ce

qui entraίne [13] ^ ( G ^ = 0. Σ o = Gγ/3~x oύ SΓχ est un tore maximal de G l 9

et πxΣ0 = 0. Les lettres soulignees designant les algebres de Lie des groupes

correspondants 3~x = ¥x/9lx oύ 9tx est un reseau de 3ΓX. Soit 9t un groupe

abelien lib re de rang k\ on note *ίf = ^ 0 R et on appelle tore associe au

reseau 9t le tore y = 9t ® R/Sί. ^ ( y ) s'identifie canoniquement alors a @.

Soit v un homomorphisme de ^ * dans 91* et v son extension par produit

tensoriel par R. v\ 2Γ* -> y χ*. '£ definit par passage au quotient un homeo-

moφhisme de groupes abeliens p: ^ -+ SΓ et on considere les deux suites

exactes,

0 -> Λ -> .^i A ^ - > Z -> 0,

o -> ̂  -̂  ,fi -̂  ̂ -^ z -> o.

A est le produit d'un groupe fini Γ̂  par un tore de dimension kγ — r oύ kλ est

le rang de SΓλ et r le rang de v. On identifie Z avec un supplemental de

' K # Ί ) dans ^ " admettant la trace de 3% comme reseau. On decompose ainsi 9t

en 91 r X {91 Π Z) ce qui identifie par p, ^Ί/^4 au tore associe a 9tr. ( Σ o , σ0)

est Γorbite d'un point /?0 de &\* que Γon identifie a Z 1 . Avec ces notations:

Proposition 5.4. Uunique germe de R.I.S.C. au-dessus de ( Σ 0 , σ 0 ) orbite

reguliere du groupe de Lie semi-simple compact simplement connexe G1? de classe

de Chern v est le germe de M{v)\ f: Gλ/A X Z-1 XT*Z -> Gλ/$~x X y *

muni de la 2-forme d(p + po,θ) 4- dλ oil λ est la forme de Liouυille de T*Z, θ

I 'image dans Gγ/A de la ^-connexion Gλ inυariante canonique de Gλ ->

Demonstration. Compte tenu de Γidentification !f* = Z - L Θ Z * , la seule

chose a prouver est que Gγ/A -> Gx/3~λ a comme classe de Chern consideree

comme application de Si* dans Si% Γapplication v. Comme ^ ( Σ Q ) = 0,

compte tenu de la proposition 5.2, tout revient a prouver que Γoperateur bord

3: *r 2 (Gi/^i) -> mx(2Γλ/A) est le transpose de v. Par construction meme les

isomorphismes π2(Gι/&Ί) = ^lί ^i) = ^ i e t m\^\/A) = ^r assurent que 3

se transporte en Γapplication canonique de π^&Ί) dans π^^/A) elle-meme

se transportant alors sur tv\ 9tx -» 9tr c 91, ce qu'il fallait prouver.

Les resultats sont plus agreables encore si Γon suppose que v\ ξΓ* -> &\*

est surjective. Dans ce cas A est un groupe discret compact abelien et, comme

on Γa vu plus haut, il suffit, a un revetement fini pres, d'examiner le cas oύ A
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est reduit a Γidentite, i.e. supposer que v\ 3%* -> <%f est surjective et v = v(kλ).

La R.I.S.C. au-dessus de ( Σ o , σ0) est le germe de

Mv(kx): f: Gλ X Z 1 XT*Z ^ Gx/*rx Xtf*

muni de la 2-forme σ = d(p0 + p, θx) + dλ oύ θλ est la connexion canonique

Gx invariante du &\ fibre principal Gλ -> Gλ/SΓλ, p e Z x .

Soit Gc = Gx X Z. Si 0 est la 1-forme invariante a gauche de Gc definie par

θ I G = - I d , M(Ϊ ' (A: 1 ) ,σ) est le germe de

Gc XJf* -+

Le signe est choisi de faςon que dθ(X, Y) = [X, Y\.

On sait [26] que Γapplication φ: GC/3~X C -* & ouvert des points reguliers

de Gς. definie par

λ) = ad*λ

oύ C est une chambre de Weyl de SΓ (consideree dans 9*) et x0 la projection

de Γidentite, est un diffeomorphisme. Le calcul precedent montre que Γon

peut choisir pour representant de la R.I.S.C. associee a v{kι)\

muni de la 2-forme exacte d(p,θ).

Definition 5.3. (J: GCX C -> Φ, d(p,θ)) est la vikJ-R.I.S.C. standard

de ( Σ 0 , σ 0 ) .

II est immediat de verifier que Gc agit sur (Gc X C,d(p,θ)) comme groupe

d'action coϊsotrope hamiltonienne de moment J.

Theoreme 5.2. Si ( Σ o , σ0) est une orbite reguliere d'un groupe de Lie

semi-simple compact simplement connexe Gl9 les R.I.S.C. au-dessus de ( Σ o , o0)

de classe de Chern v de rang kλ deuxieme nombre de Betti de Σ o sont isomorphes

a la R.I.S.C. standard d'un groupe compact Gc9 produit direct de Gλ par un

tore, quotientee par un sous-groupe discret abelien compact de Gv

La seule donnee de ( Σ o , σ0) orbite de Gx permet done dans le cas oύ v est

de rang k, de reconstruire la R.I.S.C. au-dessus de Σ o de classe de Chern v

comme action localement libre coϊsotrope d'un groups compact Gc, d'isotropie

abelienne finie fixee; cette action est de plus hamiltonienne. On est ainsi dans

la situation de Γexemple 2, §2.

Inversement ce theoreme va permettre d'obtenir dans certaines conditions

des modeles d'actions coϊsotropes.
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Corollaire. Soit G un groupe de Lie d'algebre de Lie compacte G. On

suppose que G agiΐ sur (M, σ) defaςon cόisotrope localement libre de moment J.

Soit Σ o une orbite compacte de G telle que «/(Σ0) soit une orbite reguliere. Alors

il existe un voisinage W(Σ0) et une forme compacte Gc de G telle que

(i) W(Σ0) est munie d ''une action cόisotrope hamiltonienne localement libre de

Gc de memes orbites, d'isotropie fixee A sous-groupe abelien discret compact de

Gc,

(ii) // existe un diffeomorphisme Gc equiυariant de W(Σ0) sur un ouυert du

quotient par A de la R.I.S.C. standard de Gc.

Demonstration. Comme Σ o est simplement connexe, que J est une submer-
sion puisque G agit de faςon localement libre, Σ o est une feuille compacte sans
holonomie ce qui permet [21], [35] de construire un voisinage W(Σ0) tel que
(W(Σ0),J) soit une fibration isotrope symplectiquement complete sans mono-
dromie. Tout revient alors a prouver, compte tenu de la proposition 5.2 que 3:
7Γ2(ΣO) -> π1(Jί~ι(xQ)) oύ x0 e Σ o, est injectif ce qui va resulter de ce que
ττ2(Σ0) = 0. On ne change rien au probleme en remplaςant G par son
revetement universel, ce qui permet alors [13] de supposer τr2(G) = 0. Comme
Σ o est un quotient de G par un groupe discret il en resulte que π 2(Σ 0) = 0 ce
qui acheve la demonstration.

Remarques. 1. Ce corollaire resout un probleme pose par Abraham et
Marsden [1] (cf. [7] egalement): On a reussi a deformer Faction de G au
voisinage de Σ o en Faction (hamiltonienne) d'une forme compacte de G dont
Fisotropie a ete fixee.

2. Plus generalement, le theoreme 5.2 est une generalisation non commuta-
tive du theoreme des variables actions angles d'Arnold [3], ce dernier corre-
spondant au cas oύ Σ o est reduit a un point!

3. Marie [27] et Nicolaϊ [31] ont donne pour les actions hamiltoniennes de
groupe des modeles locaux au voisinage d'une orbite V ou, avec les notations
de cet article, au voisinage d'une feuille Σ de ^ + ira. La difference avec le
point de vue developpe ici est qu'a priori on n'a pas d'action de groupe: en fait
on la construit. Inversement si le feuilletage est donne par une action de groupe
d'algebre de Lie compacte, le corollaire precedent assure qu'on peut "deformer"
Faction du groupe en Faction d'un groupe compact. On retrouve dans ce cas la
les modeles locaux fournis par Marie et Nicolaϊ.

4. Si Σ o est une orbite reguliere de la representation coadjointe et si v est
surjectif les resultats precedents entrainent en particulier que la variete de
Poisson (P-, Λ-) est linearisable, puisque isomorphe a G*.

5. Si Γ est un groupe de Lie compact et connexe d'actions hamiltoniennes
sur (Σ o , σ0), Faction de Γ se prolonge naturellement (par produit) a (Pp, Λ-):
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en effet, Γ etant compact et connexe laisse invariant une metrique rieman-
nienne sur Σ o et les formes harmoniques qu'elle definit; il suffit alors de
representer v par des 2-formes harmoniques. Si de plus Σ o est simplement
connexe ou semi-simple, Faction de Γ sur P~ admet un moment /: P~v -> Γ*. Si
(M, σ) est une R.I.S.C. au-dessus de Σ o, on en deduit par composition un
morphisme de Poisson J\ M -» Γ*, moment d'une action hamiltonienne du
revetement universel Γ de Γ pour lequel d'ailleurs f: M -* PP est equivariante.
Le cas etudie a la fin du paragraphe Fest celui oύ Γ = G est transitif sur Σ o .
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