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QUELQUES PROBLEMES D’INTERSECTIONS
EN GEOMETRIE RIEMANNIENNE

PIERRE MARRY & JEAN-LOUIS VERDIER

Cet article constitue essentiellement un travail de mise au point. On y ex-
ploite systématiquement certaines idées de S. S. Chern (cf. [6]). Quelques pro--
grés ont été faits dans la présentation des calculs, certaines formes différentielles
introduites par Chern apparaissant naturellement comme intégrales sur les
fibres d’un fibré en sphéres de formes classiques. Ces calculs se rattachent a
ceux de certains caractéres différentiels.

Les auteurs se sont beaucoup inspiré du travail fondamental de R. Bott
et S. S. Chern (cf. [3]) qui traite de problémes analogues en géométrie C-
analytique.

1. Elément d’aire relatif

1.1. Courant de Dirac. Soient X une variété différentielle C~ de dimen-
sion n, Y une sous-variété de X de dimension p < n, Ty le faisceau d’orienta-
tion de X et i: Y — X D’injection canonique. Soit T un faisceau localement
libre de rang 1 sur X, égal a son inverse, induisant sur Y le faisceau d’orien-
tation de Y.

A toute p-forme différentielle T-tordue a support compact « sur X, le courant

de Dirac 9, de Y associe le nombre réel {(,, a> = I i*(a).
Y

Si « est fermée, ce nombre ne dépend que de la classe de cohomologie a
support compact de «, donc dy détermine un élément de Hom (H2(X, T), R).
La dualité de Poincaré nous donne un isomorphisme Hom (H?(X, T), R) ~
Ext"~? (T, T) et, comme T est localement libre, on a un isomorphisme

Ext"? (T, Ty) = H"?(X,Hom (T, Ty)) = H" ?(X, T ® Ty) .

L’image de dy dans H" ?(X, T ® Ty) est la classe fondamentale [Y] de Y
dans X (par rapport a T). Elle provient en fait d’un élément de H32(X, TQ T )
par le morphisme canonique Hy ?(X, T @ Ty) —» H* (X, T ® Ty).

Si V' est un voisinage ouvert quelconque de Y dans X, [Y] a donc des re-
présentants qui sont des formes différentielles fermées, a support dans V, et
T ® Ty -tordues.
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Si wy est un tel représentant, wy ¢ I'(X, 25?2 Q (T Q Ty)) et
(@) doy =0,
(b) suppwy CV,

(¢) pour toute forme fermée « ¢ I'(X, 2% ?®T) on aJ *(a) = J a/\ wy.
Y X

Dans la suite de cet article, on montre que, lorsque X est riemannienne, on
peut déterminer de telles formes w, de maniére canonique. On en tire quel-
ques conséquences pour des calculs de nombres de Lefschetz.

1.2. Cas des fibrés vectoriels. Soit § — > X un fibré vectoriel réel de
rang r > O sur une variété différentielle X de dimension 7, muni d’une métrique
sur les fibres. Comme les fibres de 7 sont orientables, le faisceau sur 5 d’orien-
tation relative de 5 au-dessus de X est I’image réciproque d’un faisceau #&)
sur X, et le fibré vectoriel de rang 1 sur X associé a #(5) n’est autre que A" 5.
Notons Ty le faisceau d’orientation de X.

Soit § —=» X le fibré sur X en sphéres unités de 5.
Definition 1.2.1. On appelle élément d’aire relatif sur S toute (r — 1)-
forme ¢ sur S, C> et z¥(¢(5))-tordue, telle que

@ [ o=1,
s
(ii) il existe une r-forme y sur X, C* et #(5)-tordue telle que do = —=x¥y.
(Dans cette définition, le symboleJ‘ désigne I’opération d’intégration le long
s

des fibres de #g, cf. [4, § 10].)
Comme on le verra au § 1.3, il existe toujours des éléments d’aire relatifs.
Remarquons que la condition (i) n’est qu'une condition de normalisation.
En effet, sous I’hypothese (ii) on a

dj azj da:J‘ —a¥y =0
s s s

et par suite, j o est une fonction localement constante.
s
Proposition 1.2.2. Soient g, et g, deux éléments d’aire relatifs sur S. 1l ex-

iste alors une (r — 1)-forme B sur X et une (r — 2)-forme y sur S telles que
g, — g, = n¥p + dy. Réciproquement, si o, est un élément d’aire relatif sur
S, B une (r — 1)-forme sur X et y une (r — 2)-forme sur S, o, = o, + #n&p +
dy est aussi un élément d’aire relatif sur S.

Posons 7 =g, — 0,. On a J r =0 et dr = n¥(¢) ou ¢ est une r-forme sur

X. Soit ¢ un nombre réel strictesment positif, soit @,: R, — R une fonction C~,
A support dans [0, e[ et égale a 1 sur le segment [0, 4¢]. Notons p la projection
canonique de & — X sur S (on identifie X a la section nulle de H).

Soit p: & — R, la norme sur les fibres de Z. La forme d(@.(o)p*c) est C
sur & — X et se prolonge & 5 en une r-forme fermée 6,, C> et n*#(&)-tordue,



PROBLEMES D’INTERSECTIONS 347

a support dans le voisinage tubulaire 5, = {§ ¢ 5|p(§) < ¢} de X. En effet,
sur & — Xona

d(@.(o)p*c) = D(p)dp N p*r + D (0)p*(dr) ,

et, comme @.(p) est nulle au voisinage de X et dr = n¥¢, chaque terme se
prolonge a 5 tout entier. Sur & — X, df, = 0, donc, comme dim X < dim &,
df, = 0 sur 5. Notons K la famille des supports de Z dont la projection sur
X est compacte. On a, pour toute forme «e I'x(&, 2% @ n*Ty) fermée,

IaA¢=Q
g

En effet, soit 5, le voisinage tubulaire de rayon 2 > 0 de X dans &, 7, la
projection de S, = 95, sur X. On a

Ia/\ﬁ,:lim a/\a:hmjf a A0,
-4 X JrnlE-8p

h—0 J E-Ep h—0

- 1imj J (—Drd(a A O()p*) -
X JrlE-8p

h—0

Par la formule de Stokes relative, on a, car (5 — &) = —S,,
[ . dan 0@
x|8—8p

= d'[ a N O,(p)p*c — (—1)”'1J a N\ D(0)p*t|sz-zp
x|E—8p

#|3(8—&n)

- d-[ |8—-8 « /\ Qg(P)p*T - (——1)7" _[1: 44 /\ @e(P)p*T|Sh .

Donc

(1) L ng_h a6, = —L j (—Da A D,(0)p*z] s, -

D’autre part, on a le lemme suivant.

Lemme 1.2.3. Soit « une forme C° sur 5. Soit i,: S — S, la projection
naturelle du fibré en sphéres de rayon 1 de 5 sur le fibré en spheéres de rayon
h. Soit y une forme C= sur 5 telle que if(y|s,) soit localement bornée sur S,

uniformément par rapport a h, et telle que I 7| s, converge uniformément sur
h

tout compact vers une limite 7, lorsque h tend vers 0. Alorsj (@ A\ p)ls, ad-
Th

met une limite uniforme lorsque h tend vers 0, qui n’est autre que (a| x) /\ 7,
Cela résulte trivialement du fait que « est C° et que a| 5, — 7¥(a| ) con-
verge uniformément vers O lorsque 4 tend vers 0.
Appliquant a ce lemme 1’égalité (1), il vient
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h—0

limJ j @b, = —j (@l x) A limj (p*c|s) =0 .
X Jrn|E~-8p X h—0 J 7

Doncj a N\ 8, = 0 pour toute forme a e I'x(5, 22 @ n*T ) fermée. La
g

dualité de Poincaré nous montre ’existence d’une (r — 1)-forme C=p’, sur &
telle que 6, = dg’.

Sur 5,, — X on a §, = n*¢ = dp’. Toutes ces formes étant C* sur 5, ,,
cette €galité reste vraie sur 5, , tout entier. En particulier, par restriction a X,
on voit que ¢ = d(f'| x). Notons 8, = | y. On a dr = x¥(dg,) = d(z¥py),
donc z = #¥B, + ¢/, ou ¢/ est une (r — 1)-forme sur S telle que dy =0et

rY =0.
s

On a une suite exacte de cohomologie (cf. § 2.2 de cet article)

0 —> H=(0X, (8)) 2> Hr1(S, 251(8) 5 B, R) —> -

Dong, il existe une (r — 1)-forme g, sur X, fermée, C= et #(&)-tordue telle
que " = 7¥p, + dy, ou dy estune (r — 2)-forme sur S. En posant 8 = g, + B,
on trouve bien pour ¢ ’expression désirée. La réciproque est immédiate.

On déduit directement de cette proposition le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.4. Si ¢ est un élément d’aire relatif sur S, la r-forme y sur
X telle que do = —rky est fermée, et sa classe de cohomologie ne dépend pas
de I’élément d’aire relatif o choisi.

On a la proposition suivante.

Proposition 1.2.5. Soient p: & — X — S la surjection canonique, ¢ un
nombre réel strictement positif et @, : R, — R une fonction C* a support dans
[0, e[, égale a 1 sur [0,¢e/2]. Notons p la norme sur 5 et 5, I’ensemble des
éléments de E de norme strictement inférieure d e. Soit ¢ un élément d’aire
relatif sur S. Alors:

(a) la forme y, = (—1)"®,(p)p*s sur 5 — X est une section localement L}
de Q'@ r*t(5), c’est-a-dire que pour toute (n + 1)-forme + sur 5, a support
compact, C° et n*T y-tordue, » /\ 7, est intégrable sur 5 ;

(b) la forme —dy, sur E — X se prolonge a 5 en une r-forme w, fermée,
C= et n*t(5)-tordue, a support dans 5.

(c) si @, et 7, sont les courants sur 5 associés aux formes w, et y,, 0y le
courant de Dirac de la section nulle X de B, on a 6y = &, + df..

(a) Pour que 7, soit localement L', il suffit que p*s le soit. Soit + une
(n + 1)-forme de classe C° sur 5 a support compact. On a

f sV APO= L, f: U ¥ A (P*ols,,)]dh ,

ou +, est, au signe pres, le coefficient de dh dans I’expression de + en coor-



PROBLEMES D’INTERSECTIONS 349

données polaires. Comme J‘ ¥a /\ (p*a|s,) tend uniformément vers O lorsque
Th

h tend vers O (lemme 1.2.3), la fonction A — I ¥ N\ (D¥a|s,) est intégrable

sur [0, + oo [.

(b) Résulte du fait que d®,.(p) = 0 au voisinage de X.

(c) Soit « une n-forme différentielle sur &, a support compact C*=, et 7*T x-
tordue. On a

(droay = (D" dey = (=1 [ @) A,
donc
G+ droay=[ aNo+ (0 @d A
faAws=j a/\we=—f a Ndy,,
g E-X E-X
donc on a

@+ oy = (0| daAp)=(0rtim | d@ A

h—0

- lim(—l)"I @A = 1imj j (@A p*o)|s, =f alx .
h—0 Sh h=0 J X J7p X
La derniére égalité étant justifiée par le lemme 1.2.3.
En particulier, pour toute forme fermée « € I' (&, 2% @ #*T,) on a

J‘ CY|X=I 0(/\(05.
X g

Dans les cas ou Y est une sous-variété compacte de dimension p < n de X,
variété riemannienne de dimension n, notons Ny le fibré normal 4 Y. On
peut trouver un nombre réel ¢, > O tel que, pour tout e > ¢,, I’exponentielle
induise un C>-difféomorphisme du Y-fibré en boules ouvertes de rayon e de
Ny sur le voisinage tubulaire V', de rayon ¢ de Y dans X. L’image d’une forme
o,, construite sur Ny comme ci-dessus par I’exponentielle, représente la classe
fondamentale de Y dans X (par rapport a tout faisceau T localement libre de
rang 1 égal a son inverse, et induisant sur Y le faisceau d’orientation de Y).

1.3. L’élément d’aire relatif canonique. Onreprend dans ce paragraphe
les notations du paragraphe précédent. Notons // une connexion sur le fibré &
qui préserve la métrique. On sait qu’il en existe une. Notons d’autre part E
= n¥(&) le S-fibré image réciproque de 5 par ng, 7z la projection canonique
de E sur S, v: S — E la section normale a S, définie par v(¢,) = (&, &;) pour
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tout &, € S,, oll S, désigne la fibre de S au-dessus de x ¢ X, et N le sous-fibré
de rang 1 de E engendré par v.

Le S-fibré vectoriel de rang 7, E "%, § est muni d’une métrique sur les fibres
et d’une connexion V;, images réciproques de la métrique sur les fibres de & et
de la connexion V sur 5.

Notons N1 ’orthogonal de N dans E, V5 et V.1 les connexions sur N et N+t
respectivement, induites par V,, et I/, la connexion sur E somme de Whitney
de Iy et Vy1. Pour tout élément ¢ de I’intervalle I = [0, 1], on définit sur E
la connexion V, = &, + (1 — 1)l,.

Notons pr la projection de S X I sur S. Il existe sur pr*(E) une connexion
unique 7 telle que

(a) pour toute section s de E, V,,;,(pr*s) = 0,

(b) 1a restriction de V/ & pr*E| s, est V..

Les tenseurs de courbure de F,, 7, et 7 peuvent étre considérés comme des
2-formes sur S et S X I a valeurs dans E* ® E et pr*(E* ® E) respectivement.
Du fait de D’existence d’une métrique sur les fibres, on peut les considérer
comme des 2-formes 2,2, et 2 sur S et S x I, a valeurs dans A’E et
pr*(/\? E) respectivement. De méme, le tenseur de courbure de F/ peut étre
considéré comme une 2-forme £ sur X a valeurs dans /\* 5.

Notons aussi 7/, et 7, les connexions images réciproques sur pr*E de V, et I/,
0O, et O, les images réciproques sur S X I de £, et 2,. On peut écrire

V=w,+1—-0F,=V7,+(1 — DR,
ol R =V, — 7, est C~-linéaire. Si « est une p-forme sur S x I a valeurs dans
pr*E, on a
R@) = 75, a>5 + (— 1)+ (5, a5
ol & = pr¥v. On a
Vol =V, o, + (1 —OI7,oR + RoV,] + (1 —)*RoR + R A\ dt .

Lemme 1.3.0. Sur les sections de pr*E, on a les égalités suivantes entre
les opérateurs

71°R + R071 = <7%ﬂa '>’j - <ﬁ> >7§D - 2<71D’ '>‘71’3 ’
RoR =<V, SV 5.
Ce lemme résulte directement de 1’expression (_ie 13, donnée plus haut, et
des égalités (v,5> =1, 5,9 =<5, V,p) =0 et I3,V 5y =0 (cette derniere

égalité étant vraie parce que /v est une forme de degré 1 a valeurs dans pr*E).
En passant aux 2-formes correspondantes' sur S X I, a valeurs dans pr*(/\*E)

1 3 tout endomorphisme antisymétrique f d’un espace vectoriel ¥ euclidien, on associe
alt(f) € A2V tel que <x A y,alt(f)y = 2¢f(x),y) pour tout x et tout y de V.
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on obtient 1’égalité

0=0+4+20 =05 ANvs—FVp A3l
+ A =DF s ANV +2Fp NoAdt,

ou encore
(x) =0, +20 —tWs Ao+ @E—-VDWpAVp+2Fp ANsAdt.
Soit oz la (r — 1)-forme C= sur S, a valeurs dans /\" E définie par

(=™

(D Tl A
__(=Dm m A
(2) ag_mv/\[)o sir=2m+ 1.

N

Comme /\" E est le fibré vectoriel de rang 1 associé a n¥#(5), o5 est une
(r — 1)-forme C= sur S et 7¥#(5)-tordue.

Proposition 1.3.1. ¢ est un élément d’aire relatif sur S.

Cette proposition résulte des deux lemmes suivants.

Lemme 1.3.2. do; = —z¥((—D™/2™z™m!)Q™), lorsque r = 2m et do
=0 lorsque r = 2m + 1.

Remarquons tout d’abord que les connexions naturellement induites sur
A" E et pr*(\" E) par Vet V,, 7, et 7 respectivement préservent la métrique.
Comme ces deux fibrés sont de rang 1, V, est égale a I, et I, est égale a 7 sur
ces fibrés.

(a) cas our = 2m. Nous utilisons la connexion F,.

D’apres la formule de Stokes relative, on a

Pos =D pif gn

20mpmm | pr
—_(=b" U P@m + (—1)2m-1j on ]
2" gmm ! LJor pria(SXI) 3(SXI)

Par I’identité de Bianchi, F(2™) = 0. D’autre part, comme (S X I) = § X {1}
— 8 x{0}ona

I leawxl) = Q{n - ‘Qﬁn .
prla(SxXI)

Deplus 2 =0carVy=Vy @®FVyL donc 2, = Qx5 + Q41 et en élevant a la
puissance m tous les facteurs sont nuls. Donc

Pos= D" gn_ (D™ yomy

2mmpmyy | 2tmamyy |
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(b) casour =2m + 1. Nous utilisons la connexion F,.
Pl o NP =V A2y +v AV =0
car Fop = 0 et V(27 = O par I’identité de Bianchi.

Lemme 1.3.3. J 05 = 1.
TS

(a) casr =2m.
L’expression de 2 (cf. ()) nous donne

or= 3 "M gr A 201 = 0P A sl

pre+s=m-1 plqls!

AN@-VDFs ANTSPE AN ADAdt+ A,

ou A est la somme des termes qui ne contiennent pas df, et dont ’intégrale

sur les fibres de X X I s est nulle.
D’autre part, les termes ol ¢ > 1 sont nuls car o A 5 = 0. Il reste

— 1
on= 3 o A eEt A gf-jo @ — 1ydt,

pr p+s=m-1 pls!
ou encore

— 1(— 1)s+1223+1(s !)2 -
om — m A G A G
pr P+s§m-—1 pls!@2s + 1)! v 7w 1

ce qui donne pour g5 I’expression

. _s (=D —p—1)! .
(i) o= B ey N TR A0

Le seul terme, dont I’intégrale sur les fibres de =g n’est pas nulle, est celui ol

= 0 et donc
— (m - 1)' I /\ V 2m-—1
Ls”‘* om — D1z 4= N TP
—_m=DV oy 2 g
Cm — 1)12.7™ (m—1)!

car la restriction de v A (Fw)*™~! a chaque fibre de S 55 X est 2m — 1)!
fois la forme volume de cette fibre, dont le volume est 2z™/(m — 1)!.

(b) casr=2m + 1.

D’aprés (x) ona 20 = (2, + 2Fp A v — Vi A V)™ ce qui s’écrit



PROBLEMES D’INTERSECTIONS 353

(—1)¥m!

QBN @y AN )TN F)*,
pHg+s=m p!q!s!

op =

ce qui donne

(—1)ym!

p+s=m p's'

v A\ Qr = v N\ Pw)® N\ QF

et par conséquent

S (=17 m—
@by %= D s w1 7 w)m=2 N 27 .

Le seul terme dont I’intégrale sur les fibres de zg n’est pas nulle est celui ol
p = 0, ce qui donne

1 (2m) ' 227n+1n.7nm!
!

_ 1 om
I 5T I SN O = 2m)!

227n+1n.mm |

Definition 1.3.4. La forme ¢, définie sur S par 1’égalité (1) si le rang de

& est pair, par 1’égalité (2) sile rang de 5 est impair s’appelle I’élément d’aire
relatif canonique de S associé a la connexion V.2

Remarque. La connexion F sur £ donne naturellement un scindage f de
la suite exacte de S-fibrés

00— 7§y —> Q% <__‘f—> Qsx—>0
d’ou ’on déduit une décomposition de Q%' en somme directe

Q5= @D 7500 & Q%x

a+p=r-1

et une décomposition des (r — 1)-formes sur S, #(5)-tordues

Q' Q@ &) = +ﬁ(—Br ) T2 ® 0%, @ n¥t(5) .
En particulier ¢, se décompose selon cette somme directe. On peut aisément
vérifier que cette décomposition coincide avec la décomposition (1 bis) ou (2
bis), selon la parité de r.
Soit x5 € I'(X, 2% ® (&) 1a forme définie ci-dessus telle que —do; = n¥(xz)-
On a dy; = 0, donc y; définit une classe de cohomologie [y;] appartenant a
H"(X, t(5)). La proposition 1.2.2 montre que cette classe ne dépend pas de

? on retrouve en (1 bis) une expression donnée par Chern dans [6] dans le cas du fibré
tangent a une variété riemannienne de dimension paire.
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I’élément d’aire relatif choisi, donc de la connexion utilisée pour le construire.
Lorsque r est impair, y; = O.

Definition 1.3.5. La forme y, définie ci-dessus s’appelle la forme d’Euler
du fibré associée a la connexion V, et sa classe [y;] s’appelle la classe d’Euler
de 5.

Lorsque rg5 = 0, on pose par convention y, = 1.

2. Propriétés de I’élément d’aire relatif canonique

2.1. Fonctorialité par rapport a la base. Soient & %> X un fibré vec-
toriel défini comme au § 1, et f: Y — X une application C* d’une variété dif-
férentielle Y dans X. Notons f*(&) le Y-fibré vectoriel image réciproque de &
par f, muni de la connexion image réciproque de V par f. Alors

Oy = [*(02) €t e = *(xa) -

2.2. Homomorphisme de Thom-Gysin. Dans ce numéro, % désigne soit
le faisceau d’orientation . 5 de X, soit le faisceau simple de fibre R sur X, et
désigne le faisceau inversible # @ #(5).

Remarquons tout d’abord que pour tout faisceau inversible .=/ sur X, et
tout nombre entier k, nous avons des isomorphismes

p*: HY(S, n¥sl) —> H'E — X, 7% |5_x)
7% HY(X, o) > H(&, n*/)

car S (resp. X) est rétract de & — X (resp. &). Les isomorphismes réciproques.
sont les morphismes de restriction correspondants.

De méme, si & (resp. ") désigne la famille des supports de & propres au
dessus de X (resp. de projection sur X relativement compacte) on a pour tout
nombre entier & un isomorphisme

w: HY(8, n*/) — HL(8, n*)
et comme X est rétract de 5, un isomorphisme
r: H(X, /) — H\.(5, n*/)

pour tout nombre entier /. On a donc, par dualité de Poincaré un isomorphisme.
transposé

Hy Y8, n* s @ 7*F 5 @ w*H(8) —» H* UX, A @ T ) -

Donc, quitte a changer les notations, on a pour tout faisceau inversible et tout
nombre entier k un isomorphisme



PROBLEMES D’INTERSECTIONS 355

j L HY(E, n*el) —> H"(X, o @ (&) ,

qui n’est autre que ’intégration sur les fibres de = et dont I’isomorphisme ré-
ciproque est ’application « qui a la classe [«] de H*"(X, o/ & #(&)) de re-
présentant « associe la classe de 7*a A\ w,, ol o, est définie comme dans la
proposition 1.2.5.

Proposition 2.2.1.  L’unique application de H* "(X, o/ ® H(&)) dans
H*(X, o) rendant commutatif le diagramme

HEE, n5d)  ——> H¥(E, n* /)

l l

H (X, o ® (&) —> H¥X, o)

oit u est I’application naturelle, est I’application U [yz] qui a un élément de
H*"(X, o @ t(&)) fait correspondre son cup-produit a droite par [y;].

Cette proposition se déduit immédiatement de ce qui précede.

Soit ¢ un nombre reél compris strictement entre O et 1 et @, la fonction dé-
finie comme en 1.2.5. Posons » = 1 — @,. On note toujours p: & — R, la
norme sur les fibres de &, p: & — X — S la surjection canonique.

Notons 6: H*"'(S, n¥.o/) — H%(H, n*o/) ’application qui, a la classe [«] de
H*X(S, r¥2/) de représentant « associe la classe de d(y-(p)p*a).

On a la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. Orn a un diagramme commutatif, dont les lignes sont
exactes et les colonnes des isomorphismes :

ls-x

<o HYH, n*el) — > H*"Y(8 — X, n* o/ |5_5) —> HY(E,n* )

o /|

1)
s HEY(E, n* ) ——> H*'(S, n¥ o) —> HE(E, n*ot)

S HYE, ) EES HEE — Xt el |ay) -

Idl lsl
2> HYE, r*s2) HLEN HE(S, n¥d) - - -

ol la ligne supérieure est la suite exacte de cohomologie associée au fermé X
de 5.

La deuxie¢me ligne est la suite exacte de cohomologie a supports propres sur
X de &, en interprétant S comme ’ensemble de points & I’infini de 5. Par
construction § n’est autre que le cobord de cette suite exacte. La commutativité
du diagramme résulte alors des compatibilités entre cohomologies a support.

Corollaire 2.2.3. On a une suite exacte (suite exacte de Thom-Gysin)
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Ulxs]

- H (X, .‘4)—)H’c (S, n¥ ?)——>H’“ "X,#) —> H"X,9) -

Ce corollaire résulte des deux propositions précédentes (en prenant &/ = %)
et du fait que |[gon* = z¥ et que.[ 0d = J .
s

2.3. Lien avec la classe de Pontnagume de degré maximum. On sait que,
dans le cas ol le rang du fibré 5 est pair, le carré de sa classe d’Euler est égal
a sa classe de Pontriaguine de degré maximum. On a une propriété du méme
type lorsque le rang de 5 est 1mpa1r

Proposition 2.3.1. SirgE =r = 2m + 1, et si o5 désigne I’élément d’ aire
relatif canonique de Sz, alors 2¢; définit une classe de cohomologie dans
H*™ (S, n¥t(5)) dont le carré est égal a la classe de Pontriaguine de degré maxi-
mum de 75 = E.

Le fait que 2¢, définisse une classe de cohomologie résulte de ce que g5 est
fermée si r est impair (cf. § 1.3).

Notons p,, la forme de Pontriaguine de degré maximum 4m de 5 pour la
connexion F et p,, celle de pr* E pour la connexion F (pr, E et  étant définis

comme au paragraphe précédent). Enfin, notons x = I Dn- La proposition
pr

ci-dessus résulte alors du lemme suivant.

Lemme 2.3.2. Le carré scalaire {265,205y de 205 dans le fibré de rang 1
/" E est égal a z¥p,, + dx.

En effet, 20; = ((—1D™/2""z™m!)y N\ QF, ou £, = 2y + 2y (pour ces
notations, se reporter a § 1.3) et, comme le rang de N est 1, 2 = 0. Donc
puisque <{y,v> = 1, il vient

N Qv N\ Q7> = 0%, QX;_L>7/—\1NJ_ ,
d’ou
{205,205y = (qwis gwlyrzs ) = PuN5Vys)
Comme N est de rang 1, on a
Pn(NY, Vx1) = pu(E, Vo) = pu(E, V) + dx

et d’autre part p,(E,V) = a¥pn.

2.4. Classe d’homotopie rationnelle de S. Notons Q% (resp. Q%) Ialgébre
différentielle graduée (resp. le Qy-module gradué) des formes différentielles C~
(resp. C= et t(5)-tordues) sur X et soit 2%(&, n) (resp. Q+(&, ) I'algebre anti-
commutative libre sur 23 engendrée par & et 5 (resp. le Q%(&, »)-module
Q% Ry 2%(§, 7)) tels que

(@ d%=2r—3,d%=2r=2,

(b) & =0 ety = 0 dans le cas ol r est pair.
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Munissons cette algebre (resp. ce module) de la différentielle d prolongeant
celle de Q3 (resp. %) et telle que 7 = d§.

Lemme 2.4.1. 2%(&,7) (resp. D&, 7)) et Q% (resp. 0 ) ont méme coho-
mologie.

Soit a ¢ Q%(&, n) (resp. [o}/ %(&, ). On peut écrire, car & =0, @ = a, + &,§
4 ay, obt ape 2% (resp. %), a; € Q4+ (resp. DL+ et @, € Q57 7(E, )
(resp. D427, 7).

Si « est fermée, on doit avoir da, + de;-& + (day, — (—1)%)y = O et par
conséquent day = 0, do; = 0 et da, = (—1)%a;.

On a, dans ce cas, d((—1D%,¢) = (—1)%da,-& + a7 = a1§ + a,y et par
suite « est dans la méme classe de cohomologie que «,. L’injection HY(Q2%) —
HY(Q%(&,n) (resp. H"(Q ) — HY(D5 (8, 7)) induite par l’injection canonique
0% — 2%(&, n) (resp. Oy — D&, 7)) est donc aussi surjective, ce qui démontre
le lemme.

Définissons 1’algebre différentielle gradué~e A* par

(a) Pourtout ge Z, A7 = Q%(&,n) @ L7, 9).

(b) Pour (a,B) e A% et (&, ) € AY,

(a, B)- (&, B) = (e + BR'P + BRpsf + (—1D)WdB),

oup=0sirestpairetp = Lip,sir=2m + 1.

() Pour (a,p) € 4%, d(a, f) = (da + (—=1)T""B N\ y,dp),
ou y est la forme d’Euler de & pour la connexion /. 5

On définit un homomorphisme d’algebres différentielles graduees i (resp. 1)
de 2%(&, n) (resp. Dy(&, 7)) dans QS (resp Q%) par zlg = ¥ (resp. i |,, = 7rs)
et, lorsque r=2m+1,i¢) =1 = lxet ity = z(n) = ldx, et i(§) = 1(¢)
=iy = l(ﬂ) = 0 lorsque r est pair.

Notons % (¢, pl—r + 1] le module différentiel gradue tel que fo}/ 2(&, Pl—r

+ 1] = Q% ”1(5, 7), et j ’application linéaire de .QX(E,r;)[—r + 1] dans 0
telle que j(B) = 1(/3) /\ a5. Notons u I’application linéaire (7, j) de A* dans Q5.
1l résulte de ce qui précede que u est un homomorphisme d’algebres différen-
tielles graduées.

Proposition 2.4.2. u induit un isomorphisme entre la cohomologie de A*
et celle de Q5.

On a un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

0 —> 25, —> 4" —> 036, Pl—r+1] —> 0

| l/l

0 —> 2x(&,n) —> 05—  03/i0%(¢&,7) —>0.

En passant aux longues suites exactes de cohomologie associées, et en tenant
compte du lemme 2.4.1, on a un diagramme commutatif (traits pleins)
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He (@) S HHQ)—>HYA)—>  HY (D) 2> HE Q) -

/,’1
l Idl H(u)l frg " l Idl

co HE Q3 1038, 1) 2> HH(Q:) 2> HH(Q3) <> HH (2 [iQ3(&, ))-2> HE1(23) - - -

dont les lignes sont exactes.
Le diagramme obtenu en ajoutant la fleche en pointillé est toujours com-
mutatif. En effet, si g e 2% est une forme fermée, posons r = (n@‘f ﬁ) N o3
TS

— 8. Alors de — nj;"[(—l)"“’(fxs ﬁ) A x] et f

me dans la proposition 1.2.2, qu’il existe des formes a et b, sur X et S

7 = 0. On en déduit, com-
S

respectivement, telles que ¢ = n¥a + db. Par conséquent § et ](I ﬂ) sont
TS

dans la méme classe de H*(2%/iQ%(&, 7).

En revenant a la définition de la différentielle sur A°, on voit que § n’est
autre que le cup-produit a droite par [y], ce qui fait apparaitre la suite exacte
de Gysin

%k

o H (D) —s HEQ3) o HH Q%) 5> HE7 Q) |

Comme la ligne inférieure est exacte aussi, on en déduit que la fleche ver-
ticale non-nommée induit un isomorphisme sur la cohomologie. D’apres le
lemme des cinq, H(u) en est aussi un.

Corollaire 2.4.3. Si [y] = 0 (ce qui est le cas par exemple lorsque r est
impair) on a

H*(S) ~ H*(X) @ H*(X, t(&8))o ,

ol g est tel que g* =0 si r est pair, et ¢* = 3p, sir=2m+1 et ou ds=r— 1.
D’autres conséquences de la proposition 2.4.2 sont données dans [10].
2.5. Restriction a un sous-fibré. Soient V' une variété différentielle C et

F "> V un fibré vectoriel de rang r sur ¥, muni d’une métrique sur les fibres
et d’une connexion J compatible avec cette métrique.

Etant donné un drapeau D d’ordre n de F, c’est-a-dire une suite strictement
décroissante de n sous-fibrés vectoriels de F telle que F = F, D F,--- DF,,
si nous notons I = [0, 1] et p, la projection V' X I*"! — V pour 1 < k < n,
nous définissons par récurrence une connexion V sur le fibré pfF de la manicre
suivante :

(@ pourk=1,F, =7,

(b) pour k > 1, désignons par g, la projection de V' X I*7' = (V X I*7?)
x Isur V x I*7%, Alors F, est la connexion sur p¥F qui réalise ’homotopie
entre la somme de Whitney de q?:V,c_llp;Fk et de g}V _ilpsrts €t GFV (F
étant I’orthogonal de F; dans F).
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On note Q,(D) la forme de courbure de la connexion V/, et y,(D) la forme
d’Euler de p¥F muni de la connexion V.

On note @(D) la (r — n + 1)-forme 1n(D) sur V.
Dn

Remarquons que lorsque le rang du fibré & défini dans les numéros précé-
dents est pair, 1’élément d’aire relatif canonique sur S; est la forme @(D) cor-
respondant a un drapeau D d’ordre 2 particulier.

Dans le cas oit D est un drapeau d’ordre 2 de F, la forme @(D) est la forme
de courbure totale relative de F, dans F, = F.

Soient 5 —> X un fibré vectoriel défini comme dans les numéros précédents,

> —Z 5 X un sous-fibré strict de 5 , S S, X et 2% X les fibrés en spheres
unité associés respectivement a & et X, i I’injection canonique de $’ dans S.

Soient ¢;; et g les éléments d’aire relatifs canoniques sur S et §/, 3+ le sous-
fibré de 5 orthogonal a X, muni de la connexion induite par celle de &, yy1
sa forme d’Euler.

On note V' (resp. V'’) la connexion sur n¥5 = E (resp. w¥ 2 = E’) image
réciproque de celle de &, N (resp. N’) le sous-fibré de E (resp. E’) engendré
par la section v (resp. v') normale a S (resp. S').

On note aussi A la forme de courbure totale relative de 3 dans 5 et B la
forme sur §’ égale a @(D), ou D est le drapeau E’ D v} 2 D N de E'sile
rang de 5 est pair, et B =/ /A B’ ou B’ est la courbure relative de @Y N N+
dans N+ muni de la connexion induite par V'’ si le rang de 5 est impair.

Théoréme 2.5.1. On ai*s; = o; N\ o¥y;L + o¥ A — dB.

Démonstration. (a) rgH = 2m.

On considére le drapeau d’ordre 2de E/, D = (E' D F' D N’), ou F’ = w$. 3.
On a un diagramme commutatif

S xP-Eg
S/

ou I, p,, p,, g, sont définis comme plus haut.

On définit, comme au début de ce numéro, les connexions V', = F’, V, et I,
sur E’, pfE’ et pfE’ et les formes de courbure correspondantes 2,(D), 2,(D)
et 24(D) sur &', 8" X I et §’ X I?, ainsi que les formes d’Euler y,(D), y,(D) et
1:(D).

On a

ao0) =df p0)=df [ xo)

- jpzdqu X3(D) + (_1)2m—2 \[lea(S'XI) J“h; X3(D)
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=[ af w0+ wD) — | (D) .
Dy a3 P3| S’ X {1} xI P3| S’/ X {0} XTI

De plus, y3(D) s xxz = O car c’est la forme d’Euler de la connexion somme
de Whitney des connexions induites par V, sur pFfN’ et p*N’L, et p¥N’ est de
rang 1, et y3(D)|s x s €5t 1a forme d’Euler de la connexion qui réalise 1’ho-
motopie entre la connexion somme de Whitney des restrictions a p¥F’ et p¥F’L
de pJ’. Son intégrale sur les fibres de p|s.,;x; est donc la forme de courbure
totale relative de F’ dans F, et par fonctorialité est égale a I’image réciproque
par @, de la forme de courbure totale relative de 3 dans 5. On a de plus

df% (D) = f dyy(D) + (— 1)2m-1[f

23| S’ XIX{1

D) — | )] .

23187 XIX {0}
ou encore
@ ®

e — A By
[Laf o =] | w0 — | | 2(D) .
Py a3 Py J 2318’ XIX{0} Py J 2318 xXIX {1}

La forme| @ est la forme de courbure totale relative de N’ dans E’, donc
P

c’est i*gy.

D’autre part @ n’est autre que ((—1)™/2*"z"™m!)(2p + pFQp1)™ OU QpL
est la forme de courbure de F- muni de la connexion induite par ’, et Q5 est
la forme de courbure de la connexion sur p¥F qui réalise I’homotopie entre la
somme de Whitney des connexions induites par pFF’ sur pFN’ et son orthogonal
dans p¥F, et pXl’.

Le seul terme non nul dans la décomposition de (25 + pFQ2z1)™ est, pour
des raisons de dimensions de fibrés le terme (m!/1!(m — D) )24 A PEQFY),
si le rang de X est pair et égal a 2I.

En intégrant sur les fibres de p,, on trouve, si rg 2 est pair,

I I 1:(D) =05 N\ yrpL =05 N\ odysL
Py J 95|87 XIX{0}

formule qui reste vraie si rg X' est impair, car alors y; = 0.

On a donc dB = ¢; N ao¥y; — i*oz + @A, ce qui donne dans ce cas le
résultat recherché.

b) rg=2m+ 1.

On note V4 1a connexion sur E’, somme de Whitney des connexions induites
par I’/ sur N’ et N’L, Qf la forme de courbure associée.

Soit 77} la connexion sur pfE’ qui réalise ’homotopie entre Vg|z. @ Vglr 1 et

7, et soit £ la forme de courbure associée. On a

oy = CO" A et O = Qe + Gl + 7| T

22m+1ﬂmm !
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D’autre part
QlpL = o825,
v AT, J o = Vé(u' A j @3m) = d(u’ A f ‘;m) carVj/ =0 .
Dy Py Py

En décomposant (2f|r- + £2¢|r.1)™ et en éliminant les termes nuls, on trouve
le résultat attendu.

Corollaire 2.5.2. y. = yz A yz1 + dA et par conséquent [yz] = [x;] U
[xz1].

2.6. Homotopie relative et formule de degré. Ftant données deux fibra-

tions F, s Xet F, ™, X au-dessus de X et deux applications fibrées f et
g de F, dans F,, C>, on appelle homotopie fibrée C* de f sur g toute applica-
tion C* h: F, X I — F, telle que pour tout x de F,, on ait h(x, 0) = f(x), h(x, 1)
= g(x) et pour ¢ dans [0, 1], on ait 7,0 h(x, 1) = x.

R . . ifos .
Soit & —— X un fibré vectoriel de rang r défini comme dans les numéros

précédents, S %5 X le fibré en spheres unités associé, Z 25 X une X-fib-
ration propre, a fibres connexes et orientables et de dimension strictement posi-
tive, tel que le faisceau d’orientation relative de Z par rapport a X soit z§#(Z),
ou #(Z) est un faisceau inversible sur X.

Proposition 2.6.1. Pour toute application C> et X-fibrée @ de Z dans S, et

tout élément d’ aire relatif g sur S, | @*g est une forme fermée C>, t(5) ® t(Z)-
Tz

tordue sur X, dont la classe ne dépend que de la classe d’homotopie fibrée de
®@. De plus, si le rang de la fibration Z — X est r — 1, cette forme est une
section a valeurs entiéres de (&) ® H(Z) dont la valeur en tout point x de X
est le degré de I’application @, = @|,,.

On a

dj D% — j 0*(do) = f D¥nty = I o
Tz z Tz Tz

D’autre part, soient I = [0, 1], @, et @, deux applications X-fibrées de Z dans
S, @:Z X I — Z la projection canonique. On a un diagramme commutatif :

[1/]
ZXI—>S
|
z “sx.

Sir=reS ona df D*q :f D*(do) + (— )" [0 — Dfg] et par
q q
suite
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dj b*q =f d[ D*q =f *(do) + (-1)7” D¥q —f @gw] .
T z0q Tz q T gzoq Tz Tz

Comme @*(dg) = O*r¥y = (xz0q)*y, on a.[ O*(de) = 0 et
oq

Tz

LZ D — j Do = d[(— 1)ffw @*a] donc U (D;"a] - U . (D;"a] .

SirgZ =r — 1 = rgS, alors @*g est une O-forme fermée, donc une sec-
Tz
tion localement constante de #(&) @ #(Z).
Cette section se calcule fibre par fibre et 1’on retrouve la définition classique

du degré d’une application.

Remarque 2.6.2. Soit @ : X — S une section de S 5, X. Alors O*g;n’est
pas nécessairement une forme fermée car d(@*s;) = —y;. Cependant, si @, et
@, sont deux sections X-homotopes, il résulte de la démonstration de la pro-
position précédente qu’il existe une forme B telle que @¥¢; — Do, = dB.

Sir =1, @*g; est une section de valeur 0.

Corollaire 2.6.3. Si le rang de Z estr — s — 1, et X un sous-fibré de 5
de rang s tel que ®(Z) N S’ = @ (ot §’ est le fibré en sphéres unité de 3) on a

[ %0 = 001021

ol [xs] est la classe d’Euler de X et 5(®) une section entiere de t(&) ® t(Z)
® 1(>).

Soient 3+ le sous-fibré de 5 orthogonal a X', " le fibré en spheres unité as-
socié, i: §” — S l’injection canonique.

La classe [

Comme &(Z) N $’ = @, @ est X-homotope & une application fibrée de Z dans
S”. On a alors

@*05] ne dépend que de la classe d’homotopie fibrée de @.

f Doy = f D*i*os ,
7I'Z Il'z
et, d’apres le numéro précédent,
f D*i*g, = f D (oys A whay + @iA — dB)
Tz Tz
oll &g~ est la projection de S sur X. Comme @s.0 P = n; cette égalité donne

f D%ay = 15 /\f (—1)P*gy — df ?*B ,
Tz Tz Tz
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donc
U @*a5]=[xz]-j (—1)0%g,1 = 3(D)lys] -
Tz Tz

Remarque 2.6.4. Soit @ : X — S une section de § — X et notons 3 le sous-
fibré orthogonal au sous-fibré de rang 1 de & engendré par @. On a théoréme
2.5.1:

O¥*g, = 10 Qys + A — dB ,

ou A est la courbure totale relative de 2+ dans 5. On retrouve ainsi les asser-
tions de remarque 2.6.2. Lorsque rg& est pair, y, est nul. Lorsque rg5 est
impair, 4 et B sont nuls.

3. Intersections

3.1. Caractéristique d’Euler-Poincaré. Soient X une variété a bord de
. . T 2 . . ,
dimension n, & —— X un fibré vectoriel de rang r sur X, muni d’une mé-

trique sur les fibres, S 55 X lefibré en spheres unités de &, p la projection de
A — X sur S, ry le faisceau d’orientation de X, #(5) le X-faisceau inversible
dont I’image réciproque sur 5 est le faisceau d’orientation relative de & au-
dessus de X.

Soient ¢ un élément d’aire relatif sur S, y la forme sur X telle que do =
—n¥(y) et s: 0X — 5 une section partout non-nulle de 5 au-dessus de o0X.
Pour toute (n — r)-forme 8 sur X, C~, fermée a support compact et z5 & #(&)-

tordue, posons
B, 8.538) = (=D g Az + (=1 [ g A s
X

Proposition 3.1.1. (1) La forme linéaire 8 — E(X, 5,s; ) est continue
pour la topologie de la convergence uniforme a support dans un compact fixe.
Elle est nulle sur les formes exactes.

(2) Elle ne dépend ni de la métrique sur les fibres de 5, ni de I’ élément
d’aire relatif choisi sur S.

(3) Elle ne dépend de s que par l'intermédiaire de sa classe de 9X-homo-
topie.

(4) Soient Y une sous-variété a bord de X telle que dimY = dim X = n,
et §: X — Y — Z une section de 5 partout non nulle au-dessus de X — Y,
telle que 3|,y = s. Alors

E(X’ E,S,‘B) = E(Y7E|Y7E|BY; ‘BIY) .

Les assertions (1) et (4) résultent de la formule de Stokes et du fait que
do = —x¥y.
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L’assertion (3) résulte de proposition 2.6.1. Démontrons (2). Soient g et g’

deux métriques sur les fibres de &, S —> X et §' —'> X les fibrés en sphéres
unités associés a ces métriques, p: & — X —»Setp’: £ — X — 5 les projec-
tions canoniques et ¢’ un élément d’aire relatif sur §’. Alors ¢ = p’*¢’|g est
un élément d’aire relatif sur S, p*e = p’*¢’ et il existe une r-forme y sur X
telle que do = —x¥y et do’ = —a*y. Donc si E(X, Z,s; B) ne dépend pas
de I’élément d’aire relatif choisi, il ne dépend pas non plus de la métrique.

Soient g, et ¢, deux éléments d’aire relatifs sur S. D’aprés proposition 1.2.2,
il existe une (r — 1)-forme 5 sur X et une (r — 2)-forme 7 sur S telles que o,
= 0, + wiy + dy. Siy, et x, sont les r-formes sur X telles que do, = — ¥y,
et do, = —n¥y, onay =y, — dy. Donc

f ﬁAs*p*al=J /3/\s*p*oo+J BAN7 -I-J B A\ s*p*(dy) .
ax X X X

D’apres la formule de Stokes, comme d8 = 0, le dernier terme est nul et le

second estj d(8 /\ 1), ou encore (—1)*"" f B A dy. Donc
X X

0" [ B Az + =1y [ s nsw
- (~1)"L,e A+ <—1)7[LXﬁ A s*pto, + (—1>"-rjX/a A dn]
= (—Danﬁ Ao+ dp + (=0 [ BAspa,

d’ou (2) puisque y; + dp = x.

Supposons X compacte et prenons pour fibré 5 le fibré T, tangent a X,
pour section s la section normale sortante v, et pour 8 la section canonique.
Posons alors E(X) = E(X, Tx,v; B).

Proposition3.1.2. Ona E(X) = EP(X),ou EP(X) = };(—1)*dimH(X,R)
(cohomologie singuliére) est la caractéristique d’ Euler-Poincaré de X .

Supposons que la dimension de X soit paire. Soit  un champ de vecteurs
sur un voisinage de X qui prolonge la section normale sortante v sur 9.X. On
peut munir Ty d’une métrique et d’une connexion compatible V' telle que I'p
= 0. La forme A de courbure totale relative de  dans Ty est alors nulle.

D’apres remarqe 2.6.4, on a donc

* % — —
(%) faxvpaTX—faXA—O.

Notons X la variété sans bord obtenue en recollant deux copies X, et X, de
X le long de leur bord . On a, d’apres (x),

ED) = [ g + [ 1re = 26000
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Par la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a
E(X) = EP(X) = 2EP(X) — EP(3X)

et, comme dim (9X) est impaire, EP(0X) = 0, d’ou la proposition dans ce cas.

Supposons que la dimension de X soit impaire. On a alors, d’aprés re-
marque 2.6.4, comme le sous-fibré de Ty normal a v au-dessus de 9X n’est
autre que le fibré tangent a 9X, et comme yr, = 0,

E(X) = EGX) = 1EP(OX) .

On a la suite exacte

H*(X, R)

/N

H%(X,R) «—— H*(3X, R)

d’ott EP(GX) = EP(X) — ; (—1)t dim Hi(X, R).
Par la dualité de Poincaré de X, on a

— 22 (=1)*dim Hi(X,R) = 2 (=1)*dim H(X, Ty) .

Lorsque X est orientable on a donc EP(6X) = 2EP(X). Dans le cas contraire
soit X le revétement canonique 2 deux feuillets orientable de X. On a

H{(X,R) = H(X,R) ® H(X, Ty) ,
d’on
EP(X) 4+ X (—1)!dim H(X, Tx) = EP(X) = 2EP(X)

puisque X est un revétement d’ordre 2. Donc EP@@X) = 2EP(X) ce qui dé-
montre la proposition.

Corollaire 3.1.3. Soit Z C X un fermé dont X soit un voisinage cotubu-

laire. Pour tout i, HY(Z, R) est un R-espace vectoriel de dimension finie iso-
morphe a H(X, R). On a

EP(Z) = EP(X) = (—1)u=x jX fre 4 (=Dt LX VEar, .

En effet, comme Z admet un systéme fondamental de voisinages rétracts de
X, onaH{(Z,R) =~ H(X, R).
3.2. Termes locaux. Dans ce numéro, on conserve les notations du nu-
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méro précédent, sauf pour s, qui désigne a présent une section de 5 au-dessus
de X tout entier, partout non nulle sur X.

Soit W une partie ouverte et fermée de s(X) N X.

Proposition & définition 3.2.1. (a) Soient V et V' deux sous-variétés a
bord de X de dimension n, voisinages de W dans X, telles que s ne s’annule
passur V.— Wet V' — W, et B une (n — r)-forme fermée, C* sur X, a sup-
port compact et vy Q t(5)-tordue. Alors

E(Va 5|V’ S|aV 5 ﬁ) = E(V,5 E|V’3 S’BV’ 5 ﬁ) .
(b) On appelle terme local relatif a W, s et B le terme
@(W> S, ,B) = E(V7 E'V’ slBV ; ‘B) .

11 est possible de construire une sous-variété a bord ¥/ de X de dimension
n, voisinage de W dans X, telle que s ne s’annule pas sur V"’ — W et que
o

V" C V N V’. On peut donc se borner a considérer le cas ou ¥/ C V et 1’as-
sertion (a) résulte alors de la proposition 3.1.1, 4°.

Proposition 3.2.2. (1) La forme linéaire § — ®(W,s, p) sur les formes
fermées a support compact, est continue pour la topologie de la convergence
uniforme a support dans un compact fixe. Elle est nulle sur les formes exactes.

) SiW = W’ U W” est réunion de deux parties ouvertes et fermées dis-
jointes W’ et W, on a

OW,s,a0) = O(W',s5,0) + O(W",5,0) .

(3) Soient V une sous-variété a bord de X de dimension n, voisinage de
ford

W dans X, s, et s, deux sections de E nulles sur W, ne s’annulant pas sur
V — W et telles que s, |,y et s, |,y soient 3V-homotopes. Alors

Q(W, S5 CZ) = Q)(W, S, 0() .

Les assertions (1) et (3) résultent de la proposition 3.1.1. L’assertion (2) est
immédiate.

3.3. Formule de Gauss-Bonnet. Dans le cas ol 9X = 0, il existe une
r-forme o sur 5, & support propre sur X, =*#(5)-tordue qui représente la classe
fondamentale [X] de X dans & (proposition 1.2.5). Donc [X] U [X] est re-
présenté par o A w qui appartient a I',(5, 2%) ou & désigne la famille des
supports de 5 propres au-dessus de X.

Proposition 3.3.1. Pour toute forme C= fermée c sur 5 de degré n —r,
rg-tordue, dont le support a une projection dans X relativement compacte,
ona

Jaa/\ (0 N\ w) = (—1)".[X(0!|X) Ny
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Dans le cas oll 3X # 0, soit s: X — & une section de 7 ne s’annulant pas
sur 9X. Soient (W,),.; les composantes connexes de s(X) N X. On a la pro-
position suivante.

Proposition 3.3.2. Pour toute forme C= fermée « sur 5, de degré n — r,
zg-tordue, dont le support a une projection dans X relativement compacte on a

(D [ @) Ax = ZOWesaln — (=1 [ el A D%l -

Cette proposition résulte du fait que

(—Dﬂ;MﬂAx+04YLJMﬂAﬁﬁﬂm

est égal & E(X, 5, s|,x; |y), donc a &(s(X) N X, s, aly), et de proposition
3.2.2.

Etudions le terme au bord J [(x|y) A s*p*al|,x. Soit N le sous-fibré de
X

rang 1 de 5|,y engendré par la section s, et soit v la section de 5|, égale a
pos|x. Supposons 5 muni d’une connexion compatible avec la métrique et
¢ = g5 élément d’aire relatif canonique.

Proposition 3.3.3. (1) Sir est pair, on a

[ el A s*poslle = [ Ll A 41,

oit A est la courbure totale relative de N dans 5|, (cf. § 2.5).
(2) Sir est impair, on a

f”MwAﬁﬁmw=%LJ%ﬂA@®mw.

Résulte de la remarque 2.6.4.

3.4. Calcul des termes locaux. On suppose & présent que s(X) N X est
de mesure différentielle nulle, et soit W une partie ouverte et fermée de
s(X) N X.

Soit (V,),ey une suite décroissante de sous-variétés a bord de X, fermées
dans X, telle que V,,, C Veet(Me V=W, et que, de plus, s ne s’annule
pas sur ¥V, — W. Il existe toujours une telle suite. Il suffit de prendre V, ré-
pondant a la question et de poser

Vi={xeV/lls@I + fx) < e},

ou f est une fonction C~ sur V,, valant 1 sur 9V, et O sur W, et oll ¢, est une
suite strictement décroissante de nombres réels inférieurs a 1, tendant vers O
et telle que les V', soient des variétés a bord (théoréme de Sard).
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Proposition 3.4.1. Pour toute forme C> fermée B sur X, de degré n — r
et Ty ® t(&)-tordue, a support compact, on a

OW,s,p) = (—1) lim B N\ s*p*e .
k—o J 3V
En effet, par la définition 3.2.1 on a, pour tout %,
OW,5,0) = EWs. Elyoshi )= (0| gAz+ (1| pAspra,
k k

et la premicre intégrale tend vers zéro avec la mesure de V', lorsque k tend
vers l'infini.

Considérons le cas oul 5 est muni d’une connexion compatible avec la mé-
trique. Supposons qu’il existe un voisinage V' de W dans X qui soit une sous-
variété a bord de X, fermée dans X, tel que s ne s’annule pas sur ¥V — W et
qu’il existe un difféomorphisme F: ¥V x ]0,1] —=»> ¥V — W. Un tel voisinage
et un tel difféomorphisme existent par exemple dés que la variété X, le fibré
£ et la section s sont analytiques d’apres les résultats de Lojasiewicz. Notons
s': V — W — S I’unique section telle que

@ [y = (s/lIsD]ev = Poslows

(b) <Fs',a/oty =0, ou /ot est le champ de vecteurs tangents verticaux
de la fibration proF~': V — W — oV. Pour t e ]O, 1], notons 4s,: oV — §
Papplication x — s'(F(x, £)).

Proposition 3.4.2. Pour toute forme C~ fermée f sur X, de degré n — r
et tx ® t(&)-tordue, a support compact, on a

OW, 5, f) = (=1 lim LV As¥(x*Bls N o) .

D’apres la proposition 3.4.1, on a
OW,s, ) = (—1) lim B N s*p*o .

t—0 J 8V x{t}
Sur V — W, les sections pos et (x,t) — 4s,(x) sont (V¥ — W)-homotopes. Il
résulte alors de la remarque 2.6.2 que

f B A s*pta = j Ast(*Bls N o) .
v %1t} av

Lorsque W est localement une réunion de sous-variétés qui se coupent trans-
versalement, cas auquel on peut se ramener lorsqu’on dispose de la résolution
des singularités, le calcul de la limite dans la proposition 3.4.2 fait intervenir
des résidus associés aux différentes intersections des composantes de W. Nous
traiterons le cas ou W est une sous-variété connexe.

Soit alors ¥ un voisinage tubulaire de W dans X ; c’est une sous-variété a
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bord, voisinage de W dans X, munie d’une rétraction z,: ¥ — W qui est une
fibration en boules. Posons 7, = ny|;y, de sorte que x,; est une fibration en
sphéres. Lorsque ¢ tend vers 0, la famille de morphismes 4s, tend uniformé-
ment sur tout compact ainsi que tous ses jets vers un morphisme de variétés
fibrées sur W, noté 4s: 9V — Sz . On constate que la classe de W-homotopie
de 4s ne dépend pas du voisinage tubulaire choisi.

Corollaire 3.4.3. Ona

oW,5.0) = (=1 [ (@) A [ d5%00m) -
Comme o 4s, tend vers z,,, on a, d’apres proposition 3.4.2,
OW,5,8) = (—1 [ w5(Bl) A A%0zm .

d’ou le corollaire.

Corollaire 3.4.4. Supposons qu’il existe un sous-fibré X de 5 |W tel que
rg8 — rgX = codim W et un voisinage tubulaire V de W tel que I’application
As: 3V — Sy correspondante prenne ses valeurs dans Sgy — Sy. Alors si
codim W > 1 ou bien si codim W = 1 et rg& impair, on a

OW, s, ) = (—1) jwﬂ ®eds) A 1 »

ol ¢ est une section d valeurs entiéres de t(5) @ (V) Q t(Y). Lorsque codim W
=1 et rg5 est pair il faut remplacer dans la formule précédente yy par la
forme de courbure totale relative A de Y dans 5.

Résulte des corollaires 3.4.3 et 2.6.3 dans le cas codim W > 1 et de la re-
marque 2.6.4 dans le cas codim W = 1.

Corollaire 3.4.5. Sirg5 = codim W on a

OW,s,p) = (—1) jwﬁ®e(ds) .

Dans certains cas on peut déterminer la classe d’homotopie de 4s par le
calcul différentiel d’ordre 1. On a, sur &, la suite exacte de fibrés

0—-7n*5 > T; —>rn*Ty—0

ou Ty et T; sont les fibrés tangents, d’oll une suite exacte sur X en prenant
I’image inverse par s

(%) 0—- & —-s*T;—>Tx—0.

L’application tangente Ts: Ty — s*T; est un scindage de (). On a sur W,
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supposé étre une sous-variété de X, la relation s = i ou i est la section nulle,
d’ou s*T; |y = i*Tsly, et deux scindages T's et Ti de la suite exacte

0_’EIW'—’S*T5|W_’TX|W_’O-

La différence T's — Ti est un morphisme de fibrés vectoriels Ty |y — 5|y = &y
qui s’annule sur le fibré tangent T, d’ol par passage au quotient un morphisme
Ds: Ny — Hy o Ny = Tyly/Ty.

Corollaire 3.4.6. Si Ds: Ny, — 5y est un isomorphisme de Ny sur un
sous-fibré de Hy,,° on a, lorsque codim W > 1, ou bien lorsque codim W = 1
et rg& impair

OW, s, ) = (—1) jw BRe A tosarm L »

ol ¢ est une section de module 1 de t(5) ® t(0V) ® t(3). Lorsque codim W = 1
et rg5 est pair, il faut remplacer dans la formule ci-dessus la forme yps L
par la forme 24 ou A est la forme de courbure totale relative de Ds(N,,) dans
Hy et la section ¢ est de module 0 ou 1.

Donnons-nous une métrique sur Ny,. Notons Sy, — W le fibré en sphéres
unités correspondant. C’est le fibré en sphéres d’un voisinage tubulaire de W
dans X. L’application Ds induit un homomorphisme de fibrés 4’s : Sy, — S:,,-
On constate que 4’s est dans la classe de W-homotopie de 1’application 4s
introduite en proposition 3.4.2. Le corollaire résulte alors de 3.4.4 compte
tenu de ce que le degré local ¢ est de module 1 et de module 0 ou 1 lorsque
codim W = 1 et rg& pair.

3.5. Degré local. Précisons maintenant comment on utilise et comment
on détermine la section ¢ de #(&) ® t(@V) ® t(2) du corollaire 3.4.4. En
utilisant les isomorphismes canoniques #(&) ® t(5) ~ Retcx ® t(0V) = =y, ‘le
produit tensoriel par ¢ induit un morphisme de faisceaux localement libres de
rang 1 sur W, 7, ® t(&) — oy @ 1(2). Ceci permet d’interpréter dans le corol-
laire 2.2.3 8 ®e comme une forme ry & #(X)-tordue sur W et par suite
B®e N xs (resp. B®e /\ A) est bien une mesure sur W. Lorsque rg& =
codim W, on a rgd = O et il faut prendre par convention #(3) = R. La forme
B ® ¢ est alors ty-tordue sur W et est donc une mesure sur W. Lorsque de
plus, W est un point, z; = R et 8 est une section de zy ® #(5). Supposons
B # 0; il existe alors un unique nombre réel [3| > O tel que B/|B| soit une
section entiere qui engendre 7y ® #(5). Donc (8/|5]) ® ¢ est un nombre entier
applé le degré local de s relativement a . Il existe parfois un choix canonique
de 8, lorsque par exemple & = Ty le fibré tangent a X, et on omet de préciser

3 ce qui revient a dire que pour tout x ¢ W, Ds(x) est injectif.

4 si e est une base de #Z), & e® e correspond 1. Si Or (3V), Or (X) sont des orien-
tations, a Or (X) ® Or (@V) correspond Or (W) tel que Or (W) ® Or (3¥) = Or X dans
I’isomorphisme naturel tw & t@V) = rx.
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dans ce cas que le degré local considéré est pris relativement a g.

Pour déterminer la section =, on procéde comme suit. Plagons-nous sous les
hypothéses de 3.4.4 et supposons ae plus que codim W > 1. Soient x ¢ W,
ds,: dV , — S;z,, Papplication induite sur les fibres en x par 4s, X', le sous-
espace orthogonal a 3 et 4s,: V, — S;_ une application qui, composée avec
Iinjection S;, — S; donne une application homotope a 4s, dans Sz — S;.
Donnons-nous au voisinage de x, une orientation Or (&) de &, une orienta-
tion Or (9V) de 9V et une orientation Or (2) de 2. L isomorphisme canonique

max

(3) ~ (&) Rt (Z)(déduit de isomorphisme canonique A & =~ A 3 ®“7’\x2)

permet alors d’orienter Sy, a 1’aide de Or (&) et Or (2). Notons deg (s) le
degré topologique de I’application 4s, entre les spheres 8V, et S;1 , munies
des orientations Or (9V,) et Or (Sy. ,) respectivement.
Proposition 3.5.1. On a e(ds), = deg (s)-Or (&8) ® Or (3V,) ® Or (2).
D’aprées le corollaire 3.4.3 on a

W, s, ) = (—1y j Bl A j 5oy

Comme 4s est homotope 2 une application 4s: 3V — S on a, vertu de la propo-
sition 2.6.1 et du théoréme 2.5.1,

OW. 5.0 = (=17 [ o N[ Is*os A st
Tov
Mais on a
g1 N\ nZkVXE = (—1)7m71'3kv AN

avec m = rg2 compte tenu de l’isomorphisme canonique de commutation

1(2H) ®12) _'L> 1Y) ® #(2+). Donc, par définition de I’intégration par fibre,
OW,s,5) = (=1 [ gl As [ s
Par définition on a
1s LW I5*(951) = deg (5)-Or (34) ® Or (3)

par suite

XZJ Z’S*(O',S.L) = ¢&Ys
v



372 PIERRE MARRY & JEAN-LOUIS VERDIER

compte tenu de l’isomorphisme i décrit plus haut et des isomorphismes de
commutation de #(@V) avec () et t(21).
On a donc

OW,s,B) = (—1)™.(—1) fwﬁlw-s A 7s

avec la section e décrite par la proposition 3.5.1. Mais si m est impair et m <
r — 1, on a y; = O et on peut toujours prendre le signe indiqué dans la propo-
sition 3.5.1.

La description de ¢ dans le cas codim W = 1 demande une étude particuliére
laissée au lecteur. Notons seulement que le module de ¢ est 0 ou 1 et que la
formule 3.5.1, convenablement interprétée est encore valable lorsque rg& est
impair.

3.6. Intersections de sous-variétés. Soient Z une variété de dimension »
connexe sans bord, X et Y deux sous-varétés connexes de dimensions respectives
p et g, vy et 7y des R-faisceaux inversibles d’ordre 2 sur Z qui induisent sur
X et Y respectivement les faisceaux d’orientation.

On a donc des classes fondamentales [X]e H* ?(Z,zy) et [Y]e
H"~%(Z, zy). Pour toute forme fermée « sur Z, a support compact, 7, ® rx
® zp-tordue et de degré p +- ¢ — n, on a [o] U [X] U [Y]e HYZ,7;) ~ R.
On se propose de donner une autre expression de 1’application & — [a] U [X]
U [Y].

Soient Ny le fibré normal a X, V un voisinage tubulaire de X, p: V — Ny
un X-difféomorphisme de V sur le fibré en boule unit¢é de N pour une
métrique sur Ny, N le fibré vectoriel p*q*Ny sur ¥V ol g: Ny — X est la
projection canonique. Soit §: ¥ — N la section déduite par changement de base
de la section diagonale de g*Ny sur Ny. Notons N le fibré N lrnpets:Y NV
— N la section § restreinte 2 Y N V. Notons que 1’ensemble des zéros de s est
XxXny.

Proposition 3.6.1. Si X N Y est de mesure différentielle nulle dans Y, on
a

[l UIX]U [Y]=0X NY,s,aly) .

Soient wy et wy des formes fermées sur Z dans les classes [X] et [Y] respec-
tivement. On a

[ U [X] U [Y]=jzaAwXAwy=fya|YAway

on peut prendre pour forme wy la forme p*w,/, (proposition 1.2.5), et comme
le support de A wy est alors un compact contenu dans V, on a
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[e] U [X] U [Y] = Lnﬁ aly A p¥oy, .

Soit U, une suite de sous-variétés a bord de Y N V, fermées dans Y N V telle
que U, C U,et YU, =XNY.CommeX N Y est de mesure nulle, on a
k

[e] U [X] U [Y] = lim . aly A\ P*(Dl/z .

k- JYNV-Ug

Mais sur Y N V — Uy, p*o,, = p*(—dy,,,) (proposition 1.2.5). Par suite
[ U IX] U Y] = (0 lim [ aly A o7 -

On a donc

[l U IX] U [¥] = lim (=1 [ aly A s*pay ,
d’ou la proposition d’apres la formule (1) du §2.1.

Si W estunouvert fermé de X N Y,onala] UXIU [Y]=0(X NY,s, a|y)
=0(W,s,alyp) + X NY — W,s,aly).

L’application a — @(W, s, a|y) est appelée le terme local de Iintersection de
X avec Y relatif a Wetnoté U (X, Y ; W, ).

Soient W un ouvert fermé de X N Y qui soit une variété connexe de dimen-

sion strictement inférieure a celle de Y. On a, sur W, un diagramme de sous-
fibrés de T, |y :

XW

/ \Tzlw
A

Tylw

d’ol une suite de fibrés sur W et de morphismes de fibrés:
i j
(1) Ty —> Txlw @ Tylw —> Tzlw

avec [ = (i‘) etj = (i, —i). On a joi = O et i est injectif.
2

Corollaire 3.6.2. Si I’image de j dans (1) est un sous-fibré et si (1) est-une
suite exacte de fibrés, la section ¢ du corollaire 3.4.4 est de module 1.
Résulte do corollaire 3.4.6.
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3.7. Formule de Lefschetz. Soient X une variété compacte connexe
riemannienne de dimension 7z et f: X — X une application différentiable.

Soient 4 C X X X la diagonale, I'; C X X X le graphe de f,p,, p, les
premiere et deuxieéme projections de X X X sur X. Comme p¥Ty induit sur
I'; le faisceau d’orientation de I'; on a une classe fondamentale [I’ e
H"(X X X,pfry). On a de méme une classe fondamentale [4]e
H"(X X X, pfry).

Posons

(1) Lef (X,f) =[41 U [I',] .

A Taide de la dualité¢ de Poincaré on vérifie immédiatement que
Lef (X, f) = 2, (=D Tr (f, H(X)) .

Pour f = Idy on obtient

n

Lef (X,1dy) = > (— 1) rg (HY(X)) .

i=0
On a donc Lef (X, Idy) = EP(X) caractéristique d’Euler-Poincaré de X.
Proposition 3.7.1. On a EP(X) = f try = Lirgl -
X

En effet si w, est une forme différentielle fermée sur X X X dans la classe
[4] (proposition 1.2.5), on a

EPOO = UM = | A= od= D an.

Remarque 3.7.2. Pour des raisons de parité on a EP(X) = O lorsque n
est impair. Ceci résulte de la proposition 3.7.1 car dans ce cas y, = 0. Ceci
résulte aussi de la dualité de Poincaré lorsque X est orientable.

Supposons dorénavant que 4 N I'; soit de mesure différentielle nulle dans 4.
Notons « la section r4, y ® p¥ry ® p¥ry qui au voisinage de tout point (x,y)
s’écrit

Or,, (X X X) ®Or, (X) ® Or, (X) avec Or,, (X X X) = Or, (X) Or, (X) .

L’ensemble 4 N I', s’identifie par les projections a I’ensemble des points fixes
de f. Pour toute partie ouverte et fermée W de 4 N I"; posons (cf. § 3.6)

(2) Lef (X, ;W) =04, T;; W,a) .

Si 4 N ', est une réunion finie de parties fermées disjointes W, on a donc
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Lef (X, /) = Z Lef (X,f; W,) .

Le nombre Lef (X, f; W,) est appelé le nombre de Lefschetz local de f relatif a
W,.

Soit W une partie ouverte et fermée de 4 N I'; qui soit une sous-variété
connexe de 4. Notons Ty le fibré tangent a X, Ty le fibré tangent a W, Ny,
le sous-fibré de T|p orthogonal & Ty, py: Ty — X et pyp: Ny — W les
projections canoniques, exp : Ty — X I’application exponentielle. L’application
& (p(&), exp (8)) de Ty dans X X X induit un diffomorphisme d’un voisinage
de la section nulle sur un voisinage V' de la diagonale.

Notons (x,y) — weT x,s> 1’application inverse. L’application exp|y, : N,
— X induit un difféomorphisme d’un voisinage de la section nulle sur un
voisinage U de W dans X. Pour x e U, posons n(x) = pyoexp™(x) e W.

—>
L’inverse au voisinage de W de exp|y,, est donc x — z(x)x. Comme W est fixé
par f, il existe un voisinage U’ de W tel que U’ C U, f(U’) C U, et tel que pour
tout x e U/, (x,f(x)) e V.

—
De plus le chemin ¢t — exp tz(x)x, t € [0, 1] est un chemin géodésique noté
g(z(x), x) joignant =(x) a x.
Notons 6,: Ty, — Tx,.x le transport parallele le long de g(n(x), x).
—> .. -2
L’application x — 6,(xf(x)) est une W-application car on a py o §,(xf(x)) = n(x)

—
et pour x € U — W, 0,(xf(x)) # 0. Notons S|y le fibré en spheres unités de
T xlw-
Definition 3.7.3. On appelle indicatrice de f au voisinage de W, et on note
7 9 . . —ﬁ
Iy(f): U — W — S|y application x — 6,(xf(x)) /|| 0,(xf(x))|.
Proposition 3.7.4. Soit V C U’ un voisinage tubulaire de W pour I’appli-

cation 7. On a Lef (X, 3 W) = (—1) j Ly(f)*(or).

Par la définition (2), on a Lef (X, f; W) =¥, I";; W, a) et d’apres 2.4,
onald,I';; W,a) =0W,s, aly).

En utilisant le voisinage tubulaire de 4 donné par ’application (x, y) — x,
on voit que le fibré N du § 3.4 n’est autre que pfTy. Il induit donc sur I,
identifié a X par la premicre projection, le fibré T,. La section s du § 3.6 est

alors la section x — m et Iy(f): U — W — Sy|y n’est autre que ’applica-
tion 4s du § 3.4. La proposition résulte alors du corollaire 3.4.3.

Notons Sy, le fibré en sphéeres unités de Ty, .

Definition 3.7.5. Nous dirons que f est sans glissement au voisinage de W,
s’il existe un voisinage tubulaire V' C U’ de W pour 1’application =, tel que
Sw N UwH@V)] = 0.

Supposons f sans glissement. Soient ¥ C U’ un voisinage tubulaire de W tel
que Sy N Up(H@EV)] =0Betxe W.
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L’application Iy (f) |, : 0V, — Sxlw,» — Sw,. est homotope a une applica-
tion Ty ,(f): oV, — S,z OU Sy, , est la sphére unité de 1’espace normal a W
en x. Une orientation de X et de W au voisinage de x permet d’orienter V' et
Swy,z €t pour ces orientations, Tw,x(f) posséde un degré noté deg (W, f). Ce
degré ne dépend pas des orientations choisies ni du point x choisi.

Théoréme 3.7.6. Supposons f sans glissement au voisinage de W. Si
codim (W, X) > 1, ou bien si X est de dimension impaire, on a

Lef (X,f; W) = (—1)*deg (W, f)-EP(W) .

Résulte de la proposition 3.7.4, du corollaire 3.4.4 et de la proposition 3.5.1.
Notons Tw(f): Tx|lw — Tx|w ’endomorphisme de Tyl induit par la difté-
rentielle de f. Dans la décomposition: Txly = Ty @ Ny, Tw(f) a une matrice

Id L
de la forme (0 1d + M)'

Proposition 3.7.7. Pour que f soit sans glissement au voisinage de W, il
suffit que det M + 0. On a alors deg (W, f) = signe (det M).
Immédiate.
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