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QUELQUES PROBLEMES ^INTERSECTIONS
EN GEOMETRIE RIEMANNIENNE

PIERRE MARRY & JEAN-LOUIS VERDIER

Cet article constitue essentiellement un travail de mise au point. On y ex-
ploite systematiquement certaines idees de S. S. Chern (cf. [6]). Quelques pro-
gres ont ete faits dans la presentation des calculs, certaines formes differentielles
introduites par Chern apparaissant naturellement comme integrates sur les
fibres d'un fibre en spheres de formes classiques. Ces calculs se rattachent a
ceux de certains caracteres differentials.

Les auteurs se sont beaucoup inspire du travail fundamental de R. Bott
et S. S. Chern (cf. [3]) qui traite de problemes analogues en geometrie C-
analytique.

1. Element d'aire relatif

1.1. Courant de Dirac. Soient X une variete differentielle C°° de dimen-
sion n, Y une sous-variete de X de dimension p < n, Tx le faisceau d'orienta-
tion de X et /: Y —> X Γinjection canonique. Soit T un faisceau localement
libre de rang 1 sur X, egal a son inverse, induisant sur Y le faisceau d'orien-
tation de Y.

A toute p-forme differentielle Γ-tordue a support compact a sur X, le courant

de Dirac δγ de Y associe le nombre reel (δγ, a} = i*(a).
JY

Si a est fermee, ce nombre ne depend que de la classe de cohomologie a
support compact de a, done dF determine un element de Horn (H*(X, T),R).
La dualite de Poincare nous donne un isomorphisme Horn (H%(X, T),R) «

p ( j ? j ^ e t ) c o m m e j e s t localement libre, on a un isomorphisme

Eχtn-p (Tf Tχ) & Hn-P(χ9 H o m ( J ? Tχ)) = Hn-V(χ T ® Tx) .

L'image de <5F dans Hn~p(X, T ® Tz) est la classe jondamentale [Y] de Y
dans X (par rapport a T). Elle provient en fait d'un element de Hψ~p(X, Γ(x) Tx)
par le morphisme canonique Hψ-p(X, T (g) Tx) -> Hn~p(X, T (g) Tx).

Si V est un voisinage ouvert quelconque de Y dans X, [Y] a done des re-
presentants qui sont des formes diίϊerentielles fermees, a support dans V, et
T(g)Tx -tordues.
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Si ωv est un tel representant, ωv e Γ(X, Ωn£v (x) (T (g) Tx)) et
(a) dωv = 0,
(b) supp ωF C F,

(c) pour touteformefermee a e Γ(X, Ωn

x~
v®T) on a i*(a) = \ aΛωv.

JY J x
Dans la suite de cet article, on montre que, lorsque X est riemannienne, on

peut determiner de telles formes ωv de maniere canonique. On en tire quel-
ques consequences pour des calculs de nombres de Lefschetz.

1.2. Cas des fibres vectoriels. Soit Ξ -—> X un fibre vectoriel reel de
rang r > 0 sur une variete differentielle X de dimension n, muni d'une metrique
sur les fibres. Comme les fibres de π sont orientables, le faisceau sur Ξ d'orien-
tation relative de Ξ au-dessus de X est Γimage reciproque d'un faisceau t(Ξ)
sur X, et le fibre vectoriel de rang 1 sur X associe a t(Ξ) n'est autre que f\r Ξ.
Notons TΣ le faisceau d'orientation de X.

Soit S —s-> X le fibre sur X en spheres unites de Ξ.
Definition 1.2.1. On appelle element d'aire relatif sur S toute (r — 1)-

forme a sur S, C°° et π%(t(Ξ))-toτdue, telle que

( i ) ί σ = l ,
(ii) il existe une r-forme χ sur X, C°° et ί(5')-tordue telle que dσ = — π |χ .

(Dans cette definition, le symbole designe Γoperation d'integration le long

des fibres de πs, cf. [4, § 10].)

Comme on le verra au § 1.3, il existe toujours des elements d'aire relatifs.
Remarquons que la condition (i) n'est qu'une condition de normalisation.

En effet, sous Γhypothese (ii) on a

d [ σ = [ d σ = [ - τ τ * χ - 0

et par suite, a est une fonction localement constante.
Jπs

Proposition 1.2.2. Soient σx et σ2 deux elements d'aire relatίfs sur S. II ex-
iste alors une (r — l)-forme β sur X et une (r — 2)-forme γ sur S telles que
cx — σ2 = π$β + dγ. Reciproquement, si σγ est un element d'aire relatif sur
S, β une (r — ΐ)-forme sur X et γ une (r — 2)-forme sur S, σ2 = σλ + π£/3 +
dγ est aussi un έlέment d'aire relatif sur S.

Posons r == σ2 — σλ. On a ( τ = 0 et dτ = π%(φ) oύ φ est une r-forme sur
J πs

X. Soit ε un nombre reel strictement positif, soit Φε: R+-+R une fonction C°°,
a support dans [0, ε[ et egale a 1 sur le segment [0, Je]. Notons p la projection
canonique de Ξ — X sur S (on identifie X a la section nulle de S).

Soit p: Ξ —> R+ la norme sur les fibres de Ξ. La forme d(Φε(p)p*τ) est C°°
sur Ξ — X et se prolonge a Ξ en une r-forme fermee 0,, C°° et τr*/(5τ)-tordue,
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a support dans le voisinage tubulaire 3ε = {? e 3 \ ρ(ξ) < ε} de X. En efϊet,

sur 3 — X on a

d(Φ£p)p*τ) = Φ&ύέfy Λ p*r + Φ.(p)p*(dτ) ,

et, comme ΦXp) est nulle au voisinage de Z et dτ — π%φ, chaque terme se
prolonge a 3 tout entier. Sur 3 — X, dθε = 0, done, comme dimZ < dim 5*,
dθε = 0 sur 3. Notons K la famille des supports de 3 dont la projection sur
X est compacte. On a, pour toute forme α e Γκ(3, Ωn

Ξ ® TΓ*!^) fermee,

En efϊet, soit Bh le voisinage tubulaire de rayon h > 0 de X dans 3, πh la

projection de Sh = dBh sur J£\ On a

Γ α Λ θ. = lim ί α Λ θε = lim ί ί α Λ 0e

J ^ h-*0JB-Bh h-+0 J X J π\S-Sh

= lim f f (-l)»d(α Λ Φe(,o)p*r) .

Par la formule de Stokes relative, on a, car 5(5 — Bh) = — 5Λ,

I d(α Λ Φε(π)p*τ)

= d[ a A Φe(^)p*τ - (-I) 7 1 ' 1 ί α Λ ΦΛ(ρ)p*τ\d{S_Sh)
Jπ\B-3h Jπ\d(Ξ-Ξh)

= d[ a A Φ,(p)p*τ - (-1)» f a A Φ.(p)p*τ | Sjk .

Done

( 1 ) ί f aΛθe=-\ f (-l)nαΛΦβ(p)p*τ|βΛ.
JxJπ|^-SΛ J x J τ Λ

D'autre part, on a le lemme suivant.

Lemme 1.2.3. Soit a une forme C° sur 3. Soit ih: S -> 51,, Zfl projection

naturelle du fibre en spheres de rayon 1 de 3 sur le fibre en spheres de rayon

h. Soit η une forme C°° sur 3 telle que i£(η\Sf) soit localement bornee sur S,

uniformement par rapport a h, et telle que η\Sh converge uniformement sur
J πh

tout compact vers une limite ηQ lorsque h tend vers 0. Alors (a Λ η) \ Sh ad-
J πh

met une limite uniforme lorsque h tend vers 0, qui n'est autre que (a\x) Λ η0.
Cela resulte trivialement du fait que a est C° et que a\Sh — π%(a\z) con-

verge uniformement vers 0 lorsque h tend vers 0.
Appliquant a ce lemme Γegalite (1), il vient
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lim ί f a A θε = - f (a\x) A lim f (p*τ\Sj) = 0 .
Λ-0 JX Jπ\Ξ-3h Jx Λ->θJ*Λ

Done I a A θε = 0 pour toute forme α € ΓK(Ξ, Ωn

Ξ <g> τr*7V) fermee. La

dualite de Poincare nous montre Γexistence d'une (r — l)-forme C°°β\ sur 5"
telle que θε = d/3'.

Sur iSΓ./a - I o n a ^ s = τr*0 = dβ'. Toutes ces formes etant C°° sur Ξε/29

cette egalite reste vraie sur Ξe/2 tout entier. En particulier, par restriction a Xy

on voit que φ = d(β\z). Notons βx = / 3 ' | x . On a dτ = *!(</&) = dfrjft),
done τ = π%β1 + f, oύ yf est une (r — l)-forme sur S telle que dγf = 0 et

ί ^ = 0.
On a une suite exacte de cohomologie (cf. § 2.2 de cet article)

0 > Hr-\X9 t{Ξ)) - ^ > H'-\S, πp(Ξ)) i H%X, R) • . . . .

Done, il existe une (r — l)-forme β2 sur X, fermee, C°° et t(Ξ)-torάue telle
que Y — πtβ2 + dγ, oύ dγ est une (r — 2)-forme sur 5. En posant β = β1 + β2

on trouve bien pour τ Γexpression desiree. La reciproque est immediate.
On deduit directement de cette proposition le corollaire suivant.
Corollaire 1.2.4. Si σ est un element d'aire relatij sur S, la r-jorme χ sur

X telle que dσ = — π*χ est fermέe, et sa classe de cohomologie ne depend pas
de Velement d'aire relatij σ choίsi.

On a la proposition suivante.
Proposition 1.2.5. Soient p: Ξ — X —> S la surjection canonique, ε un

nombre reel strictement positif et Φε: R+—+ R une jonction C°° a support dans
[0, e[, έgale a 1 sur [0, e/2]. Notons p la norme sur Ξ et Ξε Vensemble des
elements de Ξ de norme strictement infέrίeure a ε. Soit σ un element d'aίre
relatij sur S. Alors:

(a) la jorme γε = (— l)nΦε(p)p*σ sur Ξ — X est une section localement L1

de Ω^^π^tiΞ), c'est-ά-dire que pour toute (n + \)-jorme ψ sur Ξ, a support
compact, C° et π*Tx-tordue, ψ Λ γε est intέgrable sur Ξ

(b) la jorme —dγε sur Ξ — X se prolonge a Ξ en une r-jorme ωε jermee,
C°° et π*t(Ξ)-tordue, a support dans Ξε

(c) si ώε et γε sont les courants sur Ξ assocίέs aux jormes ωε et γt9 dx le
courant de Dirac de la section nulle X de Ξ, on a δx = ώε + dfε.

(a) Pour que γε soit localement L\ il suffit que p*σ le soit. Soit ψ une
(n + l)-forme de classe C° sur Ξ a support compact. On a

f ψΛp*σ=f ΓΓf ψhA(p*σ\Sh)]dh,

oύ ΛJrh est, au signe pres, le coefficient de dh dans J'expression de ψ en coor-
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donnees polaires. Comme [ ψ Λ Λ (p*σ | Sj) tend uniformement vers 0 lorsque

h tend vers 0 (lemme 1.2.3), lafonction h ^ \ ψh A (p*σ\Sh) est integrable

sur [0, + oo[.
(b) Resulte du fait que dΦε(p) = 0 au voisinage de X.
(c) Soit a une n-forme diίϊerentielle sur S, a support compact C°°, et π*Tz-

tordue. On a

γs,a) = (-l)n+1<?6,^> = (-l) n + 1 f (dα) Λ r. ,
J S — X

done

<ώe + έ/f., α> = f α Λ ω, + ( - l )" + 1 ί (rfα) Λ γ. ,
J Ξ JΞ — X

a A ωε = I α Λ ωs = — a A dγε ,

done on a

<ώe + df.9 a} = (- l) n + 1 f d{a A γε) = ( - l ) r i + 1 lim f d(a A γε)
J Ξ-X h->0jΞ-Ξh

f (a A P*σ)\Sh = ί a \ x .
jtft Jx

La derniere egalite etant justifiee par le lemme 1.2.3.
En particulier, pour toute forme fermee a € ΓC(Ξ, Ωn

Ξ (x) ττ*Γx) on a

α r | j r = α Λ ωε .
J x J5

Dans les cas oύ Y est une sous-variete compacte de dimension p < n de Z,
variete riemannienne de dimension π, no tons NY le fibre normal a Y. On
peut trouver un nombre reel ε0 > 0 tel que, pour tout ε > εQ, Γexponentielle
induise un C°°-diίϊeomorρhisme du Y-fibre en boules ouvertes de rayon ε de
NY sur le voisinage tubulaire Vε de rayon ε de Y dans X. L'image d'une forme
ωs, construite sur NY comme ci-dessus par Γexponentielle, represente la classe
fondamentale de Y dans X (par rapport a tout faisceau T localement libre de
rang 1 egal a son inverse, et induisant sur Y le faisceau d'orientation de Y).

1.3. L'element d'aire relatif canonique Onreprend dans ce paragraphe
les notations du paragraphe precedent. Notons V une connexion sur le fibre Ξ
qui preserve la metrique. On sait qu'il en existe une. Notons d'autre part E
= TΓIGS*) le 5-fibre image reciproque de Ξ par πs, πE la projection canonique
de E sur S, v: S —> E la section normale a S, definie par v(ξx) = (ξX9 ξx) pour
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tout ξx € Sx9 oύ Sx designe la fibre de S au-dessus de x € X, et N le sous-fibre
de rang 1 de E engendre par v.

Le S-fibre vectoriel de rang r, E —^> S est muni d'une metrique sur les fibres
et d'une connexion F19 images reciproques de la metrique sur les fibres de Ξ et
de la connexion F sur Ξ.

Notons NL Γorthogonal de N dans E, FN et FNL les connexions sur N et N-1

respectivement, induites par F19 et Fo la connexion sur E somme de Whitney
de FN et FN±. Pour tout element t de Γintervalle / = [0,1], on definit sur E
la connexion Ft = tFλ + (1 — t)FQ.

Notons pr la projection de S x / sur S. II existe sur pr*(E) une connexion
unique F telle que

(a) pour toute section s de E, Fd/dt(pτ*s) = 0,
(b) la restriction de F a prΛE| Sx{t} est Ft.
Les tenseurs de courbure de Fo, Fλ et F peuvent etre consideres comme des

2-formes sur S et S x / a valeurs dans E* (x) E et ρr*(E* ® E) respectivement.
Du fait de Γexistence d'une metrique sur les fibres, on peut les considerer
comme des 2-formes β 0, Ωx et Ω sur S et S x /, a valeurs dans f\2 E et
ρr*(/\ 2 E) respectivement. De meme, le tenseur de courbure de F peut etre
considere comme une 2-forme Ω sur X a valeurs dans /\2 Ξ.

Notons aussi Fo et Fλ les connexions images reciproques sur ρr*E de Fo et F19

Ωo et β x les images reciproques sur S x / de β 0 et Ωλ. On peut ecrire

F = tVx + (1 - t)F0 = Fλ + (1 - 0 * ,

oύ JR = Fo — Fx est C°°-lineaire. Si a est une p-forme sur S x / a valeurs dans
on a

oύ v = p r S . On a

F o F = F1oF1 + (1 - 0[Γi°Λ + i^oFJ + (1 - ί ) 2 ^oi^ + R A dt .

Lemme 1.3 0. 5wr /^ sections de pr*E, on β /β^ egalites suivantes entre
les opέrateurs

FλoR + RoFx = <F\ί>, >v - <p, }Flv - 2<F^, > F ^ ,

RoR = (Fλv, > F ^ .

Ce lemme resulte directement de Γexpression de R, donnee plus haut, et
des egalites <ρ9 v) = 1, (Ffi, ϊ>} = <ί̂ ? F^> = 0 et <F^, F^> = 0 (cette derniere
egalite etant vraie parce que Fp est une forme de degre 1 a valeurs dans pr*E).

En passant aux 2-formes correspondantes1 sur S x /, a valeurs dans pr*( /\ 2E)

1 a tout endomorphisme antisymetrique / d'un espace vectoriel V euclidien, on associe
alt(/) e Λ2 V tel que (x Ay, alt(/)> = 2</(x), y> pour tout x et tout y de F.
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on obtient Γegalite

Ώ = Ώλ + 2(1 - tWlv Av -F,v A Vλv\

+ (1 - t)ψfi A V,v + 2V\v A v A dt ,

ou encore

( * ) Ώ = Ώ1 + 2(1 - ί)V\v A v + (t2 - 1)F^ Λ Ψ$ + 2F^ Λ ϊ> A dt .

Soit σΞ la (r — l)-forme C°° sur 5, a valeurs dans f\r E definie par

/Λ\ σΞ = — ^ — ^ ί2m si r = 2m ,

= —- 1πmm\
si r = 2m + 1 .

Comme f\r E est le fibre vectoriel de rang 1 associe a πp(Ξ), σΞ est une
(r - l)-forme C°° sur S et ττ|ί(5τ)-tordue.

Proposition 1.3.1. <ŷ  ̂ ί un element d'aire relatij sur S.
Cette proposition resulte des deux lemmes suivants.
Lemme 1.3.2. dσB = - τ r | ( ( ( - l ) m / 2 2 m ^ w m ! ) β m ) , tor^we r = 2m έ?ί dσ*

= | 0 lorsque r = 2m + 1.
Remarquons tout d'abord que les connexions naturellement induites sur

/\ r E et pr*(/\ r £) par Fo et F 1 ? Fx et F respectivement preservent la metrique.
Comme ces deux fibres sont de rang 1, Fo est egale a Vλ et Vx est egale a F sur
ces fibres.

(a) cas oύ r = 2m. Nous utilisons la connexion Fί.
D'apres la formule de Stokes relative, on a

Vλσ3 =
 ( ~ 1 ) m F1 ί Ώm

22mπmm\ Jpr

= i ~ 1 ) m , ί ί F(5TO) + ( - 1 ) 2 - 1 ί 5™ 1 .
2 m 7Γ m ! LJpr Jpr|3(SX/) 3(5X/)J

Par l'identite de Bianchi, F(Ώm) = 0. D'autre part, comme 9(5 x /) = S x {1}
- S X {0} on a

^ I 3(5X7) —
pr|3(Sx7)

De plus Ω% = 0 car Fo = F^ 0 FN_L done β 0 = ®N + βjv± et en elevant a la
puissance m tous les facteurs sont nuls. Done

( Λ\m ( Λ\m
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(b) cas oύ r = 2m + 1. Nous utilisons la connexion Fo.

F0(v A flo

m) = V& Λ fio

m + v Λ FoCδo

m) = 0

car P> = 0 et V^Ωf) = 0 par Γidentite de Bianchi.

Lemme 1.3.3. σs = 1.

(a) cas r = 2m.
L'expression de Ω (cf. (*)) nous donne

Ώm = Σ Γl , Ώ" Λ t^ 1 ~ WP Λ 5]
l piqiSl

A [(t2 - l)Vλϊ> A FfiV A 2Vλv A v A dt + A ,

oύ A est la somme des termes qui ne contiennent pas dt, et dont Pintegrate

sur les fibres d e l χ / -?—> 51 est nulle.
D'autre part, les termes oύ q > 1 sont nuls car v A v = 0. II reste

f r = Σ -^-2(-l)y Λ (F^)2^1 Λ flf f (ί2 - 1) Λ ,
J p r p+s = m-l p l ^ ! JO

ou encore

f Ώm =

Jpr p+s = m 1)!

ce qui donne pour <7,g l'expression

Le seul terme, dont Pintegrate sur les fibres de πs n'est pas nulle, est celui oύ
p = 0 et done

v A (F1vYm~1

( 2 m - l ) ! 2 7r

(2m - 1)!= (2m 1)! 1 ,
(2m - l ) ! 2 ;τm (m - 1)!

car la restriction de v A (F^)2 7 7 1"1 a chaque fibre de S -^-> X est (2m — 1)!
fois la forme volume de cette fibre, dont le volume est 2ττm/(m — 1)! .

(b) cas r = 2m + 1.
D'apres (*) on a βo

m = (Ωx + 2Vxv Λ v - F ^ Λ F ^ ) m ce qui s'ecrit
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Q™ = 2] ( - 1 ) J ? m !

i Q P Λ (2VιV Λ v)q A (F.v)28 ,
p + ί + « = w p l q l s i

ce qui donne

et par consequent

(2bis) * . = I v ~ J ; Z - p ) i v Λ ( F i υ ) 2 T O " 2 p Λ β f •

Le seul terme dont Γintegrale sur les fibres de πs n'est pas nulle est celui oύ
p = 0, ce qui donne

J πS Δι TZ lΎl I *J π s Z* 7L fit' . \ΔJIII) .

Definition 1.3.4. La forme σs definie sur S par Γegalite (1) si le rang de
Ξ est pair, par Γegalite (2) si le rang de Ξ est impair s'appelle Γelement d'aire
relatif canonique de S associe a la connexion V 2

Remarque. La connexion V sur 3 donne naturellement un scindage / de
la suite exacte de S-fibres

0 >π*Ω\ >Ω\^=±Ω\IX >0

d'oύ Γon deduit une decomposition de Ωg'1 en somme directe

Ω's-1 = Θ ίrl(flϊ) ® Ω^s/X

a+β=r-l

•et une decomposition des (r — l)-formes sur S, ί(5τ)-tordues

Ωr

s-
λ ® π*t{3) = © π*(Ωa

x) ® β^ / x (g) π*t(3) .
a+β=r-l

En particulier σ3 se decompose selon cette somme directe. On peut aisement
verifier que cette decomposition coincide avec la decomposition (1 bis) ou (2
bis), selon la parite de r.

Soitχ* <= Γ(X,Ωr

x®t(B)) la forme definie ci-dessus telle que —dσB = π^(χB).
On a Jχ^ = 0, done χΞ definit une classe de cohomologie [χs] appartenant a
Hr(X, t(B)). La proposition 1.2.2 montre que cette classe ne depend pas de

2 on retrouve en (1 bis) une expression donnee par Chern dans [6] dans le cas du fibre
langent a une variete riemannienne de dimension paire.
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Γelement d'aire relatif choisi, done de la connexion utilisee pour le construire.
Lorsque r est impair, χΞ = 0.

Definition 1.3.5. La forme χ3 definie ci-dessus s'appelle la forme d'Euler
du fibre associέe a la connexion F, et sa classe [χs] s'appelle la classe d'Euler
de Ξ.

Lorsque rgΞ = 0, on pose par convention χs = 1.

2. Proprietes de Γelement d'aire relatif canonique

2.1. Fonctorialite par rapport a la base. Soient Ξ > X un fibre vec-
toriel defini comme au § 1, et /: Y -+X une application C°° d'une variete dif-
ferentielle Y dans X. Notons /*(£*) le Y-fibre vectoriel image reciproque de Ξ
par /, muni de la connexion image reciproque de V par /. Alors

<Tf*W = f*(Ps) ^ χfHB) = f*(χB) .

2.2. Homomorphisme de Thom-Gysin. Dans ce numero, ^ designe soit
le faisceau d'orientation 3~x de X, soit le faisceau simple de fibre R sur X, et &'
designe le faisceau inversible 2F (x) t(Ξ).

Remarquons tout d'abord que pour tout faisceau inversible j / sur X, et
tout nombre entier k, nous avons des isomorphismes

car 51 (resp. Z) est retract de Ξ — X (resp. 5 ) . Les isomorphismes reciproques.
sont les morphismes de restriction correspondants.

De meme, si <P (resp. J f) designe la famille des supports de Ξ propres au
dessus de X (resp. de projection sur X relativement compacte) on a pour tout
nombre entier k un isomorphisme

w: Hk

x{Ξ,

et comme X est retract de Ξ, un isomorphisme

π: Ή(X,s/) -+ HUΞ,π*s/)

pour tout nombre entier /. On a done, par dualite de Poincare un isomorphisme

transpose

Hn/r~ι(Ξ, π*<stf (x) π*«r x ® π*ί(^)) ~> Hn~ι(X, sΐ ® 3Γx) .

Done, quitte a changer les notations, on a pour tout faisceau inversible et tout

nombre entier k un isomorphisme
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: H*(Ξ, π*sΐ) - ^ > Hk~r(X, ά <g> t(Ξ)) ,

qui n'est autre que Γintegration sur les fibres de π et dont Γisomorphisme re-
ciproque est Γapplication u qui a la classe [a] de Hk~r(X, stf (x) t(Ξ)) de re-
presentant a associe la classe de π*a Λ ωε, oύ ωε est definie comme dans la
proposition 1.2.5.

Proposition 2.2.1. Vunique application de Hk~r(X, stf ® t(β)) dans
Hk(X, J / ) rendant commutatif le diagramme

oύ u est Vapplication naturelle, est Γapplication U [χs] qui a un element de
Hk~r(X, srf ® t(Ξ)) fait correspondre son cup-produit a droite par [χs].

Cette proposition se deduit immediatement de ce qui precede.
Soit ε un nombre reel compris strictement entre 0 et 1 et Φε la fonction de-

finie comme en 1.2.5. Posons ψ = 1 — Φε. On note toujours p\ Ξ —> R+ la
norme sur les fibres de Ξ, p: Ξ — X —> S la surjection canonique.

Notons δ: Hk-\S, π%sί) -> H*(Ξ, π*<xf) l'application qui, a la classe [a] de
Hk~\S, π%sί) de representant a associe la classe de d(ψ{p)p*ά).

On a la proposition suivante.
Proposition 2.2.2. On a un diagramme commutatif, dont les lignes sont

exactes et les colonnes des isomorphismes:

oύ la ligne supέrίeure est la suite exacte de cohomologie associέe au ferme X
de Ξ.

La deuxieme ligne est la suite exacte de cohomologie a supports propres sur
X de Ξ, en interpretant S comme Γensemble de points a Γinfini de Ξ. Par
construction δ n'est autre que le cobord de cette suite exacte. La commutativite
du diagramme resulte alors des compatibilites entre cohomologies a support.

Corollaire 2.2.3. On a une suite exacte {suite exacte de Thom-Gysiή)
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Γ Y I

Hk(X, 9 ) . . - .

Ce corollaire resulte des deux propositions precedentes (en prenant J / = <g)

et du fait que |^ o TΓ* = τr| et que o 3 = \ .

2.3. Lien avec la classe de Pontriaguine de degre maximum. On sait que,
dans le cas oύ le rang du fibre Ξ est pair, le carre de sa classe dΈuler est egal
a sa classe de Pontriaguine de degre maximum. On a une propriete du meme
type lorsque le rang de Ξ est impair.

Proposition 2.3.1. Si rgΞ = r = 2m + 1, et si σs dέsigne Γelement (Γaire
relatif canonique de SB, alors 2σΞ dέfinit une classe de cohomologie dans
H2m(Ss, πp(Ξ)) dont le carre est egal a la classe de Pontriaguine de degre maxi-
mum de π%Ξ = E.

Le fait que 2σ3 definisse une classe de cohomologie resulte de ce que σs est
fermee si r est impair (cf. § 1.3).

Notons pm la forme de Pontriaguine de degre maximum Am de Ξ pour la
connexion V et pm celle de pr* E pour la connexion F (pr, E et V etant definis

comme au paragraphe precedent). Enfin, notons x = \ pm. La proposition
J pr

ci-dessus resulte alors du lemme suivant.
Lemme 2.3.2. Le carre scalaire (2σs, 2σ3y de 2σs dans le fibre de rang 1

Λ r E est egal a π%pm + dx.
En effet, 2σs = ((-l)m/22mπmml)v Λ βo

m

? oύ Ωo = ΩN + ΩN± (pour ces
notations, se reporter a § 1.3) et, comme le rang de N est 1, ΩN — 0. Done
puisque (y, v) = 1, il vient

<y A Ω?, v A βo

m> ^ N L

d'oύ

<2σB, 2σs} = <jNu Ziv-i->-^± = Pmi^1-, FN±)

Comme N est de rang 1, on a

= pn(E, Fo) = Pm(E, Vd + dx

et d'autre part pm(E, Vx) = π%pm.
2.4. Classe d'homotopie rationnelle de S. Notons Ω'x (resp. Ω'x) Γalgebre

differentielle graduee (resp. le β^-module gradue) des formes differentielles C°°

(resp. C°° et ί(5')-tordues) sur X et soit Ω'x(ξ, rj) (resp. Ωz(ξ, rj)) Γalgebre anti-

commutative libre sur Ω'x engendree par ξ et η (resp. le Ω'x(ξ, ^-module

&x ®ΩX Ωz(ξ, ηί) tels que
(a) d°ξ = 2r - 3, <Pη = 2r = 2,
(b) ξ = 0 et 7] = 0 dans le cas oύ r est pair.
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Munissons cette algebre (resp. ce module) de la difϊerentielle d prolongeant

celle de Ωx (resp. Ω'x) et telle que η = dξ.

Lemme 2.4.1, Ωx(ξ, η) (resp. Ω'x(ξ, ηί) et Ωx (resp. Ωx) ont meme coho-

mologie.

Soit a e Ωq

x(ξ, η) (resp. Ωq

x(ξ, rj)). On peut ecrire, car ξ2 = 0, a = a0 + a£

+ a2η, oύ a0 <= Ωx (resp. Ωx), a, 6 Ωq

x

2r+S (resp. Ωq

x

2r+3) et a2 e Ωx~
2r+2(ξ, rj)

(resp. Ωx~
2r+2(ξ,η)).

Si a est fermee, on doit avoir da0 + da^ξ + (da2 — (—l)qa^)η = 0 et par
consequent dα0 = 0, dax = 0 et da2 = (— l)9αi

On a, dans ce cas, rf((—l)?α2f) = (-l)βέ/αr2 f + α2 ?7 = «if + ^2^ et par
suite a est dans la meme classe de cohomologie que a0. L'injection Hq(Ω'x) —»
Hq(Ω'x(ξ, rjj) (resp. #«(£>) ^> Hq(Ω'x(ξ, rj))) induite par l'injection canonique
β^ _» Ω'x(ξ, rj) (resp. β> -^ Ω'x(ξ, 27)) est done aussi surjective, ce qui demontre
le lemme.

Definissons Γalgebre diίϊerentielle graduee A' par
(a) Pour tout qeZ,Aq = Ωq

x(ξ, η) Θ Ωq

χ-
r+1(ξ, 9 ) .

(b) Pour (α, 0) € ,4* et (ar', ^ ) € /4«',

(a, β)-((/,?) = (aa! + ββ'p + ββ%aβ' + (-l)qq'a'β) ,

oύ p = 0 si r est pair et p = ^ p m si r = 2m + 1.
(c) Pour (α, β) e Aq, d(a, β) - (da + (- l)q-rβ A χ, dβ),

oύ χ est la forme dΈuler de Ξ pour la connexion V.
On definit un homomorphisme d'algebres difϊerentielles graduees / (resp. 1)

de Ω'x(ξ, η) (resp. Ω'x(ξ, rj)) dans Ω's (resp. β^) par i\Ω χ = τr| (resp. l\$-z = π | )
et, lorsque^r = 2m + 1, ί(£) = ?(f) = JΛ et Ϊ ( 9 ) = 7(^) = \dx, et /(f) = Ί(ξ)
= i(γj) = Γ(^) = 0 lorsque r est pair.

Notons Ωx(ξ, rj)[ — r + 1] le module difϊerentiel gradue tel que Ωq

x(ξ, rj)[ — r
+ 1] = β£- r + 1 (f ,?), et /1'application lineaire de Ω'x(ξ,rj)[-r + 1] dans Ω's
telle que j(β) = Γ(^) Λ σ^. Notons w Γ application lineaire (/, j) de ^4# dans Ω's.
II resulte de ce qui precede que u est un homomorphisme d'algebres difϊeren-
tielles graduees.

Proposition 2.4.2. u induit un isomorphisme entre la cohomologie de A'
et celle de Ω's.

On a un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes

Ω s/iΩ χ(ξ,v)

En passant aux longues suites exactes de cohomologie associees, et en tenant
compte du lemme 2.4.1, on a un diagramme commutatif (traits pleins)
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\ ιyχ'H{u)

dont les lignes sont exactes.

Le diagramme obtenu en ajoutant la fieche en pointille est toujours com-

mutatif. En effet, si β e Ω% est une forme fermee, posons τ = (τr£\ β) A σΞ

- β. Alors dτ = * * [ ( - 1 ) * ~ r ( ί β) Λ χ] et f τ = 0. On en deduit, com-

me dans la proposition 1.2.2, qu'il existe des formes a et b, sur X et S

respectivement, telles que τ = π%a + db. Par consequent β et j( ί β\ sont

dans la meme classe de Hk(Ω's/iΩ'x(ξ, η)).

En revenant a la definition de la differentielle sur A', on voit que δ n'est
autre que le cup-produit a droite par [χ], ce qui fait apparaίtre la suite exacte
de Gysin

Comme la ligne inferieure est exacte aussi, on en deduit que la fleche ver-
ticale non-nommee induit un isomorphisme sur la cohomologie. D'apres le
lemme des cinq, H(u) en est aussi un.

Corollaire 2.4.3. Si [χ] = 0 (ce qui est le cas par exemple lorsque r est
impair) on a

H*(S) ~ H*(X) Θ # * ( * , t(Ξ))σ ,

oil a est tel que σ2 = 0 si r est pair, et σ2 = \pm si r = 2m + 1 et oil d°σ = r — 1.
D'autres consequences de la proposition 2.4.2 sont donnees dans [10].
2.5. Restriction a un sous-fibre. Soient V une variete differentielle C" et

F > V un fibre vectoriel de rang r sur V, muni d'une metrique sur les fibres
et d'une connexion V compatible avec cette metrique.

Etant donne un drapeau D d'ordre n de F, c'est-a-dire une suite strictement
decroissante de n sous-fibres vectoriels de F telle que F = F1 ID F2 Z) Fn,
si nous notons / = [0, 1] et pk la projection V X P"1 —> V pour 1 < k < n,
nous definissons par recurrence une connexion Vk sur le fibre p%F de la maniere
suivante:

(a) pour k = 1, Vx = F,
(b) pour k > 1, designons par qk la projection de V X Z^"1 — (V X P~2)

X / sur V X P~2. Alors Vk est la connexion sur pfF qui realise Γhomotopie
entre la somme de Whitney de qξVk_λ\p*jFk et de qtFk_ι\p*F±, et qtVk_λ (F£
etant Γ orthogonal de Fk dans F).
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On note Ωk(D) la forme de courbure de la connexion Fk et χk(D) la forme
dΈuler de pfF muni de la connexion Fk.

On note Φ(D) la (r — n + l)-forme ί χn(D) sur V.
J Pn

Remarquons que lorsque le rang du fibre Ξ defini dans les numeros prece-
dents est pair, Γ element d'aire relatif canonique sur S3 est la forme Φ(D) cor-
respondant a un drapeau D d'ordre 2 particulier.

Dans le cas oύ D est un drapeau d'ordre 2 de F, la forme Φφ) est la forme
de courbure totale relative de F 2 dans F1 = F.

Soient Ξ > X un fibre vectoriel defini comme dans les numeros precedents,

2] > X un sous-fibre strict de Ξ, S > X et S' > X les fibres en spheres
unite associes respectivement a Ξ et Σ, i Γinjection canonique de S' dans S.

Soient σ3 et σΣ les elements d'aire relatifs canoniques sur S et 5', ΣL le sous-
fibre de Ξ orthogonal a Σ, muni de la connexion induite par celle de B\ χΣi_
sa forme dΈuler.

On note V (resp. P ) la connexion sur π%Ξ = E (resp. w%Ξ = E') image
reciproque de celle de Ξ, N (resp. N') le sous-fibre de E (resp. E') engendre
par la section v (resp. i/) normale a S (resp. S').

On note aussi A la forme de courbure totale relative de Σ dans Ξ et B la
forme sur S' egale a Φ(D), oύ D est le drapeau £/ D ω^I 7 D iV7 de £ 7 si le
rang de Ξ est pair, et β = i/ Λ B7 oύ 5 ' est la courbure relative de nt%Σ Π
dans N/A- muni de la connexion induite par Vf si le rang de Ξ est impair.

Theoreme 2.5.1. On a i*σΞ = σΣ A ®%χΣi_ + ®%A — dB.
Demonstration, (a) rgΞ = 2m.

On considere le drapeau d'ordre 2 d e F , D = ( f ; / DF / D NO, oύ F7 = &
On a un diagramme commutatif

oύ /, p3, p2 ? 3̂ sont definis comme plus haut.
On definit, comme au debut de ce numero, les connexions F1 = F7, F2 et F 3

sur E7, pf E/ et p?£ 7 et les formes de courbure correspondantes ΩX(D), Ω2(D)
et β3(D) sur S7, 57 X / et S7 x /2, ainsi que les formes dΈuler Xl(D), χ2(D) et

On a

Jί)2 J«3 JPalδ^'XZ) J9 3
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= ί d f χ,(D) + f χ3(D) - f χ3(D) .
Jί>2 J«3 J Ps\S'X{l}Xl J P3\S'X{O}XI

De plus, χ3(I>) \S>X{O]XI = 0 car c'est la forme dΈuler de la connexion somme
de Whitney des connexions induites par F3 sur pfN' et pfN'\ et pjfN' est de
rang 1, et χ3(^>)U'X{i}Xi est la forme dΈuler de la connexion qui realise l'ho-
motopie entre la connexion somme de Whitney des restrictions a pfFf et pfF'1

de p3P'. Son integrate sur les fibres de p3\s>X{i}χi est done la forme de courbure
totale relative de Ff dans F, et par fonctorialite est egale a Γimage reciproque
par &S9 de la forme de courbure totale relative de Σ dans Ξ. On a de plus

d ί &Φ) = ί dχ>(P) + (-lr^U KΦ) ~ f Xs

ou encore

f d f χ3(D) = f f χ,φ) - ί f χ3(Z)) .

La forme © est la forme de courbure totale relative de N' dans E\ done
J Pi

c'est /*σs.
D'autre part ® n'est autre que ((-l)m/22mπmml)φF + pfΩFA.)m oύ ΩF±

est la forme de courbure de F1 muni de la connexion induite par P , et ΩF est
la forme de courbure de la connexion sur pfF qui realise Γhomotopie entre la
somme de Whitney des connexions induites par p?F' sur pfN' et son orthogonal
dans pfF, et p}F'.

Le seul terme non nul dans la decomposition de (ΩF + pfΩF±)m est, pour
des raisons de dimensions de fibres le terme (m\jl\(m — ϊ) \){ΩF A pfiΩpϊ1)),
si le rang de Σ est pair et egal a 21.

En integrant sur les fibres de p29 on trouve, si rg Σ est pair,

ί I
JPΛ J<

χs(D) = σΣ A χFi = σΣ A ®%χΣi_
lz\S'XlX{0}

formule qui reste vraie si rg Σ est impair, car alors χΣ = 0.
On a done dB = σΣ A ns%χΣ — i*<fs + ®*Λ, ce qui donne dans ce cas le

resultat recherche.
(b) rg = 2m+l.
On note FJ la connexion sur E', somme de Whitney des connexions induites

par Vf sur AT et N/L, ΩΌ la forme de courbure associee.
Soit Fo la connexion sur p*Er qui realise Γhomotopie entre P'0\F, Θ Fί|F/± et

F£, et soit DO la forme de courbure associee. On a

i*σB=
 ( ~ 1 ) m ^ Λ θ i * et flί* = (floV + ΛίW 1 1 + ^ί f ^ίm •
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D'autre part

Ω'0\F,± = ω%,ΩΣ± ,

1/ A F'o ί β0

/w = K(v; A ί Ώ'A = dip' A j p Ώ'A) car Vtf = 0 .

En decomposant (Ω'0\F, + βob"-Om et en eliminant les termes mils, on trouve
le resultat attendu.

Corollaire 2.5.2. χB = χΣ A χΣj. + dA et par consequent [χs] = [χΣ] U

2.6. Homotopie relative et formule de degre. Etant donnees deux fibra-

tions Fλ -—> X et F2 —2-> X au-dessus de X et deux applications fibrees / et
g de Fi dans F29 C°°, on appelle homotopie fibree C°° de / sur g toute applica-
tion C°° h: Fλχ I ->F2 telle que pour tout xdeF19 on ait h(x, 0) = f(x), h(x, 1)

= g(x) et pour t dans [0,1], on ait π2 o Λ(Λ, ί) = ^.

Soit 3 > X un fibre vectoriel de rang r defini comme dans les numeros

precedents, S —^> X le fibre en spheres unites associe, Z > X une Z-fib-
ration propre, a fibres connexes et orientables et de dimension strictement posi-
tive, tel que le faisceau d'orientation relative de Z par rapport a X soit τr|ί(Z),
oύ t(Z) est un faisceau inversible sur X.

Proposition 2.6.1. Pour toute application C°° et X-fibree Φ de Z dans S, et

tout element d'aire relatif σ sur S, Φ*σ est une forme fermέe C00, t(3) (x) t(Z)-

tordue sur X, dont la classe ne depend que de la classe d'homotopie fibree de
Φ. De plus, si le rang de la fibration Z-+X est r — 1, cette forme est une
section a valeurs entieres de t(Ξ) ® t{Z) dont la valeur en tout point x de X
est le degre de Vapplication Φx = Φ\Zχ-

On a

d[ Φ*σ=[ Φ*{dσ) = ί Φ*τr|χ = f ττ|χ = 0 .
J πz J πz J πz J πz

D'autre part, soient / = [0, 1], Φo et Φx deux applications Z-fibrees de Z dans
S, Φ : Z x / —> Z la projection canonique. On a un diagramme commutatif:

Φ
Z x / >S

Si r = rg£ on a d ί Φ*(7 = ί Φ*(dσ) + ( - l y - ^ t Φ f σ - Φ0*o ] et par
J q J q

suite
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d[ Φ*σ = ί d [ Φ*σ = ί Φ*(dσ) + (-l) rΓf &ΐσ ~ f Φ*σ\ .
J πZ°<l J πz J q J *z « LJ π^ J πz 1

Comme Φ*(dσ) = Φ*;rf % = (ττz o g)*χ, on a ί Φ*(dσ) = 0 et

Φi*σ" L φ ° * σ = 4 ( ~ 1 ) r ί * , φ * σ ] donc [J, φ H = IX Φ

Si rgZ = r — 1 = r#S, alors Φ*σ est une 0-forme fermee, done une sec-
Jπz

tion localement constante de t(β) ® t(Z).
Cette section se calcule fibre par fibre et Γon retrouve la definition classique

du degre d'une application.

Remarque 2.6.2. Soit Φ:X-*S une section de S > X. Alors Φ*σΞ n'est
pas necessairement une forme fermee car d(Φ*σB) = — χ3. Cependant, si Φo et
Φx sont deux sections AΓ-homotopes, il resulte de la demonstration de la pro-
position precedente qu'il existe une forme B telle que Φfσs — ΦfσΞ = dB.

Si r = 1, Φ*σB est une section de valeur \Φ.
Corollaire 2.6.3. Si le rang de Z est r — s — 1, et Σ un sous-fibre de Ξ

de rang s tel que Φ(Z) Π S/ = 0 (oύ S; est le fibre en spheres unite de Σ) on a

- δ(Φ)ίχΣ] ,

oύ [χΣ] est la classe dΈuler de Σ et δ(Φ) une section entiere de t(Ξ) ® t(Z)
Θ t(Σ).

Soient ΣL le sous-fibre de Ξ orthogonal a Σ, S" le fibre en spheres unite as-
socie, /: S" -* S Γinjection canonique.

La classe Φ*σΞ\ ne depend que de la classe d'homotopie fibree de Φ.

Comme Φ(Z) ΓΊ Sf = 0, Φ est Z-homotope a une application fibree de Z dans

S". On a alors

f φ*σΞ = ί Φ*i*σa ,

et, d'apres le numero precedent,

ί Φ*i*σB = ί Φ*(^± Λ ^ χ Γ + tύί-A - d5) ,
J *z Jπz

oύ ϋS8» est la projection de S" sur Z . Comme ©5,, oφ = πz cette egalite donne

f Φ*σa = χΣΛ[ (-l)'Φ*σs-d{ Φ*B ,
J πz J πz J πz
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done

φ*σ3] = [χΣ]>j^(-iyΦ*σΣ± = δ(Φ)hΔ

Remarque 2.6.4. Soit Φ: X-+S une section de 5 —> X et notons I 7 le sous-

fibre orthogonal au sous-fibre de rang 1 de Ξ engendre par Φ. On a theoreme

2.5.1:

φ*σ3 = ^φ(g)χΣ + A - dB ,

oύ A est la courbure totale relative de ΣL dans S\ On retrouve ainsi les asser-
tions de remarque 2.6.2. Lorsque rgΞ est pair, χΣ est nul. Lorsque rgΞ est
impair, A et B sont mils.

3. Intersections

3.1. Caracteristique d'Euler-Poincare. Soient X une variete a bord de

dimension n, Ξ > X un fibre vectoriel de rang r sur X, muni d'une me-

trique sur les fibres, S > X le fibre en spheres unites de Ξ, p la projection de
Ξ — X sur S, τx le faisceau d'orientation de X, t(Ξ) le Z-faisceau inversible
dont Γimage reciproque sur Ξ est le faisceau d'orientation relative de Ξ au-
dessus de X.

Soient σ un element d'aire relatif sur S, χ la forme sur X telle que dσ =
— π*(χ) et s: dX —> £Γ une section partout non-nulle de # au-dessus de 5Z.
Pour toute (n — r)-forme β sur Z , C°°, fermee a support compact et τx (x) t(Ξ)-
tordue, posons

X
β A s*p*σ .

Proposition 3.1.1. (1) La forme linέaire β H-> E(X, Ξ, S β) est continue
pour la topologie de la convergence uniforme a support dans un compact fixe.
Elle est nulle sur les formes exactes.

(2) Elle ne depend ni de la mέtrique sur les fibres de Ξ, ni de Γ element
d'aire relatif choisi sur S.

(3) Elle ne depend de s que par Γ intermέdiaire de sa classe de dX-homo-
topie.

(4) Soient Y une sous-variete a bord de X telle que dim Y = dim X = n,
et s: X — Ϋ —> Z une section de Ξ partout non nulle au-dessus de X — Ϋ,
telle que s\dX = s. Alors

Les assertions (1) et (4) resultent de la formule de Stokes et du fait que
dσ = - τ r | χ .
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L'assertion (3) resulte de proposition 2.6.1. Demontrons (2). Soient g et g'

deux metriques sur les fibres de Ξ, S -^-> X et S' - ^ > X les fibres en spheres
unites associes a ces metriques, p : Ξ — X —> S et p': Ξ — X —> Sf les projec-
tions canoniques et σ' un element d'aire relatif sur Sf. Alors σ = p'*σ'\s est
un element d'aire relatif sur S, p*σ = p'*σr et il existe une r-forme χ sur X
telle que dσ = — ττ|χ et dσf = — 7r̂ *χ. Done si E(X, Ξ,s; β) ne depend pas
de Γ element d'aire relatif choisi, il ne depend pas non plus de la metrique.

Soient σ0 et σx deux elements d'aire relatifs sur S. D'apres proposition 1.2.2,
il existe une (r — l)-forme η sur X et une (r — 2)-forme γ sur S telles que σλ

= σ0 + *̂?7 + df Si χ0 et χλ sont les r-formes sur X telles que dσ0 = — π£χ0

et ίi^! = — 7r|χ!, on a χx = χQ — ^ . Done

ί β A s*p*σi = ί β A *̂p*(7o + ί β A η + ί /3 Λ j*p*(d r) .
J ax J dx J dx J ax

D'apres la formule de Stokes, comme dβ = 0, le dernier terme est nul et le

second est d(β A η), ou encore ( — l ) w " r β A dη. Done
J x J x

(—l)r ί jSΛsVσ,
J ex

β Aχ, + ( - l

= ( - D 7 1 ί ]8 Λ (χ i + d7) + (-1Y f /3 Λ J*p*σo ,
j x J dx

d'oύ (2) puisque χ1 + dη — χ0.
Supposons X compacte et prenons pour fibre B le fibre Tx tangent a X,

pour section s la section normale sortante v, et pour β la section canonique.
Posons alors E(X) = E(X, Tx, v β).

Proposition3.1.2. On a E(X) = EP(X), ou EP(X) = Σ * ( - ι ) 1 d imfl^Z,*)
(cohomologie singuliere) est la caractέristίque dΈuler-Poincare de X.

Supposons que la dimension de X soit paire. Soit v un champ de vecteurs
sur un voisinage de dX qui prolonge la section normale sortante v sur dX. On
peut munir Tx d'une metrique et d'une connexion compatible V telle que Vϊ>
= 0. La forme A de courbure totale relative de ϊ> dans Ίx est alors nulle.

D'apres remarqe 2.6.4, on a done

(*) ί v*p*σTz = f A = 0 .
J 9X J dX

Notons X la variete sans bord obtenue en recollant deux copies Xλ et X2 de
X le long de leur bord . On a, d'apres (*),

= f *r= + f
JXX

 x JX

τ= = 2E(X) .
x
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Par la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a

E(X) = EP(X) = 2EP(X) - EPidX)

et, comme dim (dX) est impaire, EP(dX) = 0, d'oύ la proposition dans ce cas.
Supposons que la dimension de X soit impaire. On a alors, d'apres re-

marque 2.6.4, comme le sous-fibre de Tx normal a v au-dessus de dX n'est
autre que le fibre tangent a dX, et comme χTχ = 0,

E(X) = \E{dX) = \EP{dX) .

On a la suite exacte

H*{X,R)

)< H*(dX,R)

d'oύ EP(dX) = EP(X) - Σi ( - D* dim H%X, R).
Par la dualite de Poincare de X, on a

- Σ (-1) 4 dim H%X, R) = Σ(~ I)4 dim W{X, Tz) .
i i

Lorsque X est orientable on a done EP(dX) = 2EP(X). Dans le cas contraire
soit X le revetement canonique a deux feuillets orientable de X. On a

HKX, R) = fl^Z, R) Θ # ' ( * , Γ τ) ,

d'oύ

EP{X) + Σ (-1)' dimHXX, Tz) = ί

puisque Z est un revetement d'ordre 2. Done EP(dX) = 2EP(X) ce qui de-
montre la proposition.

Corollaire 3.1.3. Soit Z a X un ferme dont X soit un voίsinage cotubu-
laire. Pour tout i, W(Z, R) est un R-espace vectoriel de dimension finie iso-
morphe a Hl{X, R). On a

EP{Z) = EP{X) = ( - 1 ) * - * f 1TΣ + (-i)diχnx f
dx

En effet, comme Z admet un systeme fundamental de voisinages retracts de
X, onaiϊ'(Z,Λ) «fl<(Z,Λ).

3.2. Termes locaux. Dans ce numero, on conserve les notations du nu-
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mero precedent, sauf pour s, qui designe a present une section de Ξ au-dessus
de X tout entier, partout non nulle sur X.

Soit W une partie ouverte et fermee de s(X) Π X.
Proposition & definition 3.2.1. (a) Sσίent V et V deux sous-varίέtέs a

bord de X de dimension n, voisίnages de W dans X, telles que s ne s'annule
pas sur V — W et V — W, et β une (n — r)-forme fermee, C°° sur X, a sup-
port compact et τx (x) t(Ξ)-tordue. Alors

E(V, B\v, s\dV β) = E(V, Ξ\v» s\ar. β) .

(b) On αppelle terme local relatif a W, s et β le terme

II est possible de construire une sous-variete a bord V" de X de dimension
n, voisinage de W dans X, telle que s ne s'annule pas sur V" — W et que

o

V" C V Π V\ On peut done se borner a considerer le cas oύ Vr c V et Γ as-
sertion (a) resulte alors de la proposition 3.1.1, 4°.

Proposition 3.2.2. (1) La forme linέaire β —> Φ(W, s, β) sur les formes
fermees a support compact, est continue pour la topologie de la convergence
uniforme a support dans un compact fixe. Elle est nulle sur les formes exactes.

(2) 5/ W = W U W" est reunion de deux parties ouvertes et fermees dis-
jointes W et W", on a

Φ(W, s, a) = Φ(W, s, a) + Φ(W", s, a) .

(3) Soient V une sous-variete a bord de X de dimension n, voisinage de
W dans X, sλ et s2 deux sections de Ξ nulles sur W, ne s'annulant pas sur
V — W et telles que s1 \dV et s2 \dV soient dV-homotopes. Alors

Les assertions (1) et (3) resultent de la proposition 3.1.1. L'assertion (2) est
immediate.

3.3. Formule de Gauss-Bonnet. Dans le cas oύ dX = 0, il existe une
r-forme ω sur Ξ, a support propre sur X, π*t(Ξ)-tord\iQ qui represente la classe
fondamentale [X] de X dans B (proposition 1.2.5). Done [X] U [X] est re-
presente par ω A ω qui appartient a Γ?(Ξ, Ω2

s

r) oύ & designe la famille des
supports de Ξ propres au-dessus de X.

Proposition 3.3.1. Pour toute forme C°° fermee a sur Ξ de degrέ n — r,
τs-tordue, dont le support a une projection dans X relativement compacte,
on a

ί
J

αΛ(ωΛω) = (-l)Bf (a\x) A χ .
Ξ JX
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Dans le cas oύ dX Φ 0, soit s: X —> Ξ une section de π ne s'annulant pas
sur dX. Soient (JVdiεi l e s composantes connexes de s(X) Π X. On a la pro-
position suivante.

Proposition 3.3.2. Pour toute forme C°° fermee a sur Ξ, de degrέ n — r,
τs-tordue, dont le support a une projection dans X relatίvement compacte on a

( - Ό n ί («U) A χ = Σ Φ(Wi9s,a\x) - (~IY ί [(a\x) A s*p*σ]
Jx ίei J dx

Cette proposition resulte du fait que

(- l ) n f («U) A χ + ( - i r f i(a\x) Λ 5*p*σ]|3χ

est egal a E(X,B9s\dZ;a\z), done a Φ(s(X) Π Z , 5 , « | z ) , et de proposition
3.2.2.

Etudions le terme au bord l(a\x) A s*p*σ]\dx. Soit N le sous-fibre de
JdX

rang 1 de Ξ\dZ engendre par la section s, et soit v la section de Ξ\dX egale a
p°s\dX. Supposons Ξ muni d'une connexion compatible avec la metrique et
a = σΞ element d'aire relatif canonique.

Proposition 3.3.3. (1) Si r est pair, on a

f [(a\x) A s*p*σs]\dX = f [(a\dX) A A] ,
JdX JdX

oil A est la courbure totale relative de N dans Ξ\dX (cf. § 2.5).
(2) Si r est impair, on a

f K«U) A s*p*σa]\dZ = ~ f (α\dX) A (v ® χs/N) .
J3X 2 J dX

Resulte de la remarque 2.6.4.

3.4. Calcul des termes locaux. On suppose a present que s(X) Π X est
de mesure differentielle nulle, et soit W une partie ouverte et fermee de
s{X) Π X.

Soit (Vk)k(=N une suite decroissante de sous-varietes a bord de X, fermees
dans X, telle que Vk+1 c Vk et P| f c F f c = ίF, et que, de plus, s ne s'annule
pas sur Vo — W. II existe toujours une telle suite. II suffit de prendre Vo re-
pondant a la question et de poser

oύ / est une fonction C°° sur VQ, valant 1 sur 3VQ et 0 sur W, et oύ εk est une
suite strictement decroissante de nombres reels inferieurs a 1, tendant vers 0
et telle que les Vk soient des varietes a bord (theoreme de Sard).
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Proposition 3.4.1. Pour toute forme C°° jermέe β sur X, de degrέ n — r
et τΣ (x) t(Ξ)-tordue, a support compact, on a

φ(W, s, β) = ( - 1Y lim ί β A s*p*σ .

En effet, par la definition 3.2.1 on a, pour tout k,

Φ(W, s, β) = E(Vk, Ξ\Vk, s\dVk β) = ( - 1 ) » f β A χ + ( - 1 ) ' f /3 Λ J*p*σ ,
J Fjfc J3FA;

et la premiere integrate tend vers zero avec la mesure de Vk lorsque k tend
vers Γinfini.

Considerons le cas oύ Ξ est muni d'une connexion compatible avec la me-
trique. Supposons qu'il existe un voisinage V de W dans X qui soit une sous-
variete a bord de X, fermee dans X, tel que s ne s'annule pas sur V — W et
qu'il existe un diffeomorphisme F: V X ]0, 1] ~ > V — W. Un tel voisinage
et un tel diffeomorphisme existent par exemple des que la variete X, le fibre
Ξ et la section s sont analytiques d'apres les resultats de Lojasiewicz. Notons
s': V — W —> S Γ unique section telle que

(a) s'\sr = (s/\\s\\)\av = pos\dV,
(b) (Fs',d/dty = 0, oύ 3/dt est le champ de vecteurs tangents verticaux

de la fibration proF~ι: V - W -> dV. Pour t e ]0, 1], notons J^ί : dV -> 5
Γ application JC —> sf(F(x, t)).

Proposition 3.4.2. Powr ίαwίe /orme C°° fermέe β sur X, de degrέ n — r
et τx (x) t(Ξ)-tordue, ά support compact, on a

φ{W, s, β) = ( - \Y lim f As*(π*β\s A σ) .

D'apres la proposition 3.4.1, on a

φ(W, s, β) = ( - 1Y lim ί β A s*p*σ .
ί-*o J dvx{t}

Sur V — W, les sections pos et (x, t) ι-> JJ^JC) sont ( F — PΓ)-homotopes. II
resulte alors de la remarque 2.6.2 que

ί β A 5*p*σ = ί Δs*(π*β\8 A σ) .
JdVx{t} J dV

Lorsque W est localement une reunion de sous-varietes qui se coupent trans-
versalement, cas auquel on peut se ramener lorsqu'on dispose de la resolution
des singularites, le calcul de la limite dans la proposition 3.4.2 fait intervenir
des residus associes aux differentes intersections des composantes de W. Nous
traiterons le cas oύ W est une sous-variete connexe.

Soit alors V un voisinage tubulaire de W dans X c'est une sous-variete a
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bord, voisinage de W dans X, munie d'une retraction πv : V —> W qui est une
fibration en boules. Posons πdV = πv\δV, de sorte que πdV est une ίibration en
spheres. Lorsque t tend vers 0, la famille de morphismes Δst tend uniforme-
ment sur tout compact ainsi que tous ses jets vers un morphisme de varietes
fibrees sur W, note Δs: dV —> SS[W. On constate que la classe de JF-homotopie
de Δs ne depend pas du voisinage tubulaire choisi.

Corollaire 3.4.3. On a

ΦQV,s,β) = ( - l ) r f Uβ\w) Λ f Λs*σB]W) .
Jw \ Jxdv I

Comme πo Δst tend vers πdV, on a, d'apres proposition 3.4.2,

Φ(W,s,β) = ( - D r f πtv(β\w) Λ Δs*σίnw ,

d'oύ le corollaire.
Corollaire 3.4.4. Supposons quΊl existe un sous-fibre Σ de 3\W tel que

rgΞ — rgΣ = codim W et un voisinage tubulaire V de W tel que Γapplication
Δs: dV —• S3]W correspondante prenne ses valeurs dans S3]W — SΣ. Alors si
codim W > 1 ou bien si codim W — I et rgΞ impair, on a

φ(W, s, β) = ( - 1Y f Λ

est une section a valeurs entίeres de t(Ξ) ® ί(F) (x) ̂ (2*). Lorsque codim PF
= 1 et rgΞ est pair il faut remplacer dans la formule prέcέdente χΣ par la
forme de courbure totale relative A de Σ dans Ξ.

Resulte des corollaires 3.4.3 et 2.6.3 dans le cas codim W > 1 et de la re-
marque 2.6.4 dans le cas codim W = 1.

Corollaire 3.4.5. Si rgΞ = codim W on a

,s,β) = (-1)' ί β®ε(Δs) .
Jw

Φ(W

Dans certains cas on peut determiner la classe d'homotopie de Δs par le
calcul differentiel d'ordre 1. On a, sur Ξ, la suite exacte de fibres

0 -> π*Ξ -+T3-^ π*Tx -> 0

oύ ΎΣ et Ts sont les fibres tangents, d'oύ une suite exacte sur X en prenant
Γ image inverse par s

L'application tangente Ts: Tx —> s*TB est un scindage de (*). On a sur W9
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suppose etre une sous-variete de X, la relation s = i oύ / est la section nulle>

d'oύ s*TΞ\w = i*Ts\W9 et deux scindages Ts et Ti de la suite exacte

La difference Ts — Ti est un morphisme de fibres vectoriels Tx\w —> Ξ\w = Ξw

qui s'annule sur le fibre tangent Tw, d'oύ par passage au quotient un morphisme
Ds:Nw-+ Ξw oύ Nw = Tx\wjTw.

Corollaire 3.4.6. Si Ds: Nw —> Ξw est un isomorphisme de Nw sur un
sous-fibre de Ξw,

3 on a, lorsque codim W > 1, ou Men lorsque codim W = 1
et rgΞ impair

oύ ε est une section de module 1 de t(Ξ) (x) t(3V) (x) t(Σ). Lorsque codim W = 1
eί rg£F est pair, il faut remplacer dans la formule ci-dessus la forme χDs{Nw)j_
par la forme 2Λ ou A est la forme de courbure totale relative de Ds(Nw) dans
Ξw et la section ε est de module 0 ou 1.

Donnons-nous une metrique sur Nw. Notons SNw -> W le fibre en spheres
unites correspondant. C'est le fibre en spheres d'un voisinage tubulaire de W
dans X. L'application Ds induit un homomorphisme de fibres Δ's: SNw —> SΞw.
On constate que Δ's est dans la classe de W-homotopie de l'application Δs
introduite en proposition 3.4.2. Le corollaire resulte alors de 3.4.4 compte
tenu de ce que le degre local ε est de module 1 et de module 0 ou 1 lorsque
codim W = 1 et rgΞ pair.

3.5. Degre local. Precisons maintenant comment on utilise et comment
on determine la section ε de t(Ξ) ® t(3V) (x) t(Σ) du corollaire 3.4.4. En
utilisant les isomorphismes canoniques t(Ξ) (x) t(Ξ) ~ R et τx ® t(dV) ~ τw,

 4le
produit tensoriel par ε induit un morphisme de faisceaux localement libres de
rang 1 sur W, τx ® t(Ξ) -+τw® t(Σ). Ceci permet d'interpreter dans le corol-
laire 2.2.3 β(x)ε comme une forme τw ® ίC^-tordue sur W et par suite
/3 (x) ε Λ χΣ (resp. β (g) ε Λ A) est bien une mesure sur W. Lorsque rgΞ =
codim W, on a rgΣ = 0 et il faut prendre par convention t(Σ) = R. La forme
β (8) ε est alors τ^-tordue sur W et est done une mesure sur W. Lorsque de
plus, W est un point, τw = R et β est une section de τx (x) t{Ξ). Supposons
β Φ 0 ; il existe alors un unique nombre reel \β\ > 0 tel que β\\β\ soit une
section entiere qui engendre τx ® t{Ξ). Done (β/\β\)®ε est un nombre entier
apple le degre local de s relativement a β. II existe parfois un choix canonique
de β, lorsque par exemple Ξ = Tx le fibre tangent a X, et on omet de preciser

3 ce qui revient a dire que pour tout xzW, Ds(x) est injectif.
4 si e est une base de t(Ξ), a e(g)e correspond 1. Si Or(dF), Or(Z) sont des orien-

tations, a Or (X) (x) Or (βV) correspond Oτ (W) tel que Or (W) (g) Or (βV) = Or X dans
1'isomorphisme naturel τw (x) t(dV) ^ τx.
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dans ce cas que le degre local considere est pris relativement a β.
Pour determiner la section s, on procede comme suit. Plaςons-nous sous les

hypotheses de 3.4.4 et supposons ae plus que codim W > 1. Soient x β W,
Δsx: dVx —> SBtX Γ application induite sur les fibres en x par Δs, Σx le sous-
espace orthogonal a Σx et Δsx: Vx —> SΣχ une application qui, composee avec
Γinjection SΣχ —> Ss donne une application homotope a Δsx dans SΞ — SΣ.
Donnons-nous au voisinage de x, une orientation Or (Ξ) de Ξ, une orienta-
tion Or (3V) de dV et une orientation Or (Σ) de Σ. L isomorphisme canonique

( max max max \

deduit de Γisomorphisme canonique Λ Ξ ~ Λ Σ® Λ Σ)
permet alors d'orienter SΣχ a Γaide de Or (Ξ) et Or (I7). Notons deg (s) le
degre topologique de Γapplication Δsx entre les spheres dVx et SΣ±tX munies
des orientations Or (dVx) et Or (SΣ±iX) respectivement.

Proposition 3.5.1. On a ε(Δs)x = deg (s) Or (Ξ) ® Or (3VX) (x) Or (Σ).
D'apres le corollaire 3.4.3 on a

Φ(W,s,β) = (-1Y f β \ w Λ [ Δs*σsιw .

Comme Δs est homotope a une application Δs: dV —> SΣ on a, vertu de la propo-
sition 2.6.1 et du theoreme 2.5.1,

Φ(W9s,β) - ( - l ) r f β{W A [ Λs*{σΣ± A πfrχΣ) .

Mais on a

σΣ± A πfvχΣ = (~l)rmπfv A σΣ±

avec m = rgΣ compte tenu de Γ isomorphisme canonique de commutation

t(ΣL) ® t(Σ) - > t(Σ) (x) t(ΣL). Done, par definition de Γintegration par fibre,

Φ(W,s,β) - ( - 1 ) — f β\w A χΣ f 2s*(σI±) .
JW J*dv

Par definition on a

χΣ f Λs*(σΣ±) = deg (s). Or ( ^ ) ® Or
J πdv

par suite

χ^ I Δs*(σΣ±) = εχ^
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compte tenu de Γisomorphisme / decrit plus haut et des isomorphismes de
commutation de t(dV) avec t{Σ) et t(ΣL).

On a done

w
β\w εΛχΣ

avec la section ε decrite par la proposition 3.5.1. Mais si m est impair et m <
r — 1, on a χΣ = 0 et on peut toujours prendre le signe indique dans la propo-
sition 3.5.1.

La description de ε dans le cas codim W = 1 demande une etude particuliere
laissee au lecteur. Notons seulement que le module de ε est 0 ou 1 et que la
formule 3.5.1, convenablement interpretee est encore valable lorsque rgS est
impair.

3.6. Intersections de sous-varietes. Soient Z une variete de dimension n
connexe sans bord, X et Y deux sous-varetes connexes de dimensions respectives
P et q, τx et τγ des i?-faisceaux inversibles d'ordre 2 sur Z qui induisent sur
Z e t Y respectivement les faisceaux d'orientation.

On a done des classes fondamentales [X] e Hn~p(Z, τx) et [Y] e
Hn~q(Z, τγ). Pour toute forme fermee a sur Z, a support compact, τz ® τx

® τΓ-tordue et de degre p + q — π, on a [a] U [X] U [F] € H?(Z, τz) ~ R.
On se propose de donner une autre expression de Γapplications ι-> [a] U [X]

u m.
Soient Nx le fibre normal a l , F u n voisinage tubulaire de ^Γ, p: F —> Nx

un X-difϊeomorphisme de F sur le fibre en boule unite de Nx pour une
metrique sur Nx, N le fibre vectoriel p*q*Nx sur V oύ q: N x —> ^ est la
projection canonique. Soit s : F —> iV" la section deduite par changement de base
de la section diagonale de q*Nx sur Nx. Notons N le fibre N\Ynϊ et s: Y ΓΊ F
-^ JV la section 5 restreinte a Y Π V. Notons que Γensemble des zeros de s est
my.

Proposition 3.6.1. Sί X Γϊ Y est de mesure diβέrentielle nulle dans Y, on
a

[a] U [X] U [Y] = Φ(X Π Y,s9a\T) .

Soient ωx et ωγ des formes fermees sur Z dans les classes [X] et [Y] respec-
tivement. On a

[a] [X]U [Y]= I a A ωx A ωγ = f a\γ A ωx\J z JY

on peut prendre pour forme ωx la forme p*ωι/2 (proposition 1.2.5), et comme
le support de aAωx est alors un compact contenu dans V, on a



PROBLEMES D'lNTERSECTIONS 373

[a] U [X] U [Y] = f β a\τ A p*ω1/t .
JYC\V

Soit C/fc une suite de sous-varietes a bord de Y ΓΊ F, fermees dans Y Γi V telle
que C/Λ+1 C Uk et Π C/fc = X Π Y. Comme Z Π 7 est de mesure nulle, on a

[or] U [X] U [Y] = lim ί . a\r A p*ωm .
4-00 Jrov-Un

Mais sur Y Π V — Uk, p*ωm = p*( — dγ1/2) (proposition 1.2.5). Par suite

[a] U [X] U [Y] = ( - D ' ^ l i m f a\Y A p*γw .
k-+oo J dUk

On a done

[a] U U [Y] = lim (-1)"* f a\ A

d'oύ la proposition d'apres la formule (1) du § 2.1.
Si W est un ouvert ferme deX Π Y, on a [α] U [Z] U [Y] = Φ(X Π Y, J, a\Y)

= Φ(W9s,a\r) + Φ{X Π Y - ΪF, J , α | r ) .
L'application α H^ Φ(ίF, 5, α|F) est appelee le terme local de Vintersection de

X avec Y relatif a ^ et note Ψ(X, Y;W,a).
Soient W un ouvert ferme de X Π Y qui soit une variete connexe de dimen-

sion strictement inferieure a celle de Y. On a, sur JF, un diagramme de sous-
fibres de Tz\w:

•Y\W

d'oύ une suite de fibres sur W et de morphismes de fibres:

( 1) Tw > Tx\w 0 TY\W > Tz\w

avec / = r.M et / = (/3, — ί4). On a /Ό / = 0 et / est injectif.

Corollaire 3.6.2. Si Vimage de j dans (1) est un sous-fibre et si (1) est une
suite exacte de fibres, la section ε du corollaire 3.4.4 est de module 1.

Resulte do corollaire 3,4.6.
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3.7. Formule de Lefschetz. Soient X une variete compacte connexe
riemannienne de dimension n et /: X —> X une application differentiable.

Soient Δ C X X X la diagonale, Γf C X X X le graphe de /, p1? p2 les
premiere et deuxieme projections d e l x l sur X. Comme pf Tx induit sur
Γf le faisceau d'orientation de Γf on a une classe fondamentale [Γf] e
Hn(X x X, pfτz). On a de meme une classe fondamentale [Δ] e
H*(XχX,p}τz).

Posons

( 1 ) Lef(Z,/) = [J] U [Γ,] .

A Γaide de la dualite de Poincare on veriίie immediatement que

Lef (X, /) = Σ (~ D* Tr (/,
i = Q

Pour / = lάx on obtient

Lef (ΛΓ, Id x) = Σ (~ D* rg (J

On a done Lef (Z, Id x) = EP(X) caractέristique d'Euler-Poincarέ de X.

Proposition 3.7.1. On a EP(X) = ί χTχ = [ χ r j .

En efϊet si ω̂  est une forme difϊerentielle fermee sur Z x I dans la classe
[J] (proposition 1.2.5), on a

EP(X) = [A] U[J] = f ωΔ A ωΔ - ί ω,|, = (-1)» f

Remarque 3.7.2. Pour des raisons de parite on a EP(X) = 0 lorsque w
est impair. Ceci resulte de la proposition 3.7.1 car dans ce cas χTχ = 0. Ceci
resulte aussi de la dualite de Poincare lorsque X est orientable.

Supposons dorenavant que Δ Γ\ Γf soit de mesure differentielle nulle dans Δ.
Notons a la section τXxX ® pfτx (x) pfτx qui au voisinage de tout point (x, y)
s'ecrit

Or,,y (XxX)® Orx (X) (x) Or^ (X) avec OrX)2/ (X x X) = Oτx (X) Oτy (X) .

L'ensemble Δ Π Γf s'identifie par les projections a Γensemble des points fixes
de /. Pour toute partie ouverte et fermee W de Δ Π Γf posons (cf. § 3.6)

( 2) Lef (X, f W) = ¥(Δ, Γf ΪΓ, α) .

Si z/ Π JΓJ est une reunion ίinie de parties fermees disjointes Wi9 on 3. done
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Le nombre Lef (X, f Wt) est appele le nombre de Lefschetz local de / relatif a

Wt.
Soit W une partie ouverte et fermee de Δ ΓΊ Γf qui soit une sous-variete

connexe de Δ. No tons Tx le fibre tangent a X, Tw le fibre tangent a W, Nw

le sous-fibre de Tx\w orthogonal a Tw, px: Tx -* X et pw: Nw -> W les
projections canoniques, exp : Tx —> X Γapplication exponentielle. L'application
ξ ,_> (p(f), exp (f)) de Tx dans X x X induit un difϊeomorphisme d'un voisinage
de la section nulle sur un voisinage V de la diagonale.

Notons (x, y) H+ Xy e TZtX, l'application inverse. L'application e x p l ^ : Nw

—> X induit un difϊeomorphisme d'un voisinage de la section nulle sur un
voisinage U de W dans X. Pour x <ε U, posons π(x) = p^oexp" 1 (x) e W.

L'inverse au voisinage de W de e x p l ^ est done x ι-> π(x)x. Comme W est fixe
par /, il existe un voisinage £/' de W tel que Όr c U, /(t/0 C £/, et tel que pour
tout x e U'9 (x, fix)) e V.

De plus le chemin t —» exp tπ(x)x, t e [0, 1] est un chemin geodesique note
g(π(x), x) joignant π(x) a x.

Notons θg:TXyX-^Tx>π{x) le transport parallele le long de g(π(x),x).

L'application x —> θg(xf(x)) est une ^-application car o n a p z o θg(xf(x)) = π(x)

et pour x β C/7 — W, θg(xf(x)) Φ 0. Notons Sx\w le fibre en spheres unites de

Tx\w
Definition 3.7.3. On appelle indicatrice de / au voisinage de W, et on note

Iw(f) :U'-W-+ Sx\w l'application x ^ θg(^)/\\θg(xf(x))\\.

Proposition 3.7.4. Soit V c V un voisinage tubulaire de W pour Vappli-

cation π. On a Lef (X, f;W) = (- l)n [ Iw(f)*(σTz).

Jv
Par la definition (2), on a Lef (X, f W) = Ψ(Δ, Γf W, a) et d'apres 2.4,

on a ^(J, Γ r W, a) = Φ(W, s, a\γ).
En utilisant le voisinage tubulaire de Δ donne par l'application (x, y) —> xyy

on voit que le fibre N du § 3.4 n'est autre que p*Tx. II induit done sur Γfy

identifie a X par la premiere projection, le fibre Tx. La section s du § 3.6 est
alors la section x ^ xf(x) et Iw(j) : U/ — W —> 5x1^ n'est autre que l'applica-
tion Δs du § 3.4. La proposition resulte alors du corollaire 3.4.3.

Notons Sw, le fibre en spheres unites de Tw.
Definition 3.7.5. Nous dirons que / est sans glissement au voisinage de W,

s'il existe un voisinage tubulaire V C Ur de W pour l'application π, tel que
Sw Π Uw(f)(βV)] = 0.

Supposons / sans glissement. Soient F c C/; un voisinage tubulaire de W tel
que S^ Π [Iw(f)(dV)] = 0 et x e W.
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L'application Iw(f)\dvx dVx —> Sz\WtX — Sw>x est homotope a une applica-

tion ϊw,x(f) dVx —• SNwtX oύ SNwtX est la sphere unite de Γespace normal a W

en x. Une orientation de X et de W au voisinage de x permet d'orienter Vx et

5jvyja. et pour ces orientations, ϊw,x(f) possede un degrέ note deg(W,f). Ce

degre ne depend pas des orientations choisies ni du point x choisi.

Theoreme 3 7.6 Supposons f sans glissement au voisinage de W. Si

codim (W, X) > 1, ou bien si X est de dimension impaire, on a

Lef (X, f W) = ( - l)n deg (W, f).EP{W) .

Resulte de la proposition 3.7.4, du corollaire 3.4.4 et de la proposition 3.5.1.

No tons Tw(f): Tx\w —> Tx\w Γendomorphisme de Tx\w induit par la diίϊe-

rentielle de /. Dans la decomposition: Tx\w = Tw ®NW, TW(J) a une matrice

de la forme ( " ^ L M ) .

Proposition 3.7.7. Powr ^w^ / 5 oz7 ^ n ^ glissement au voisinage de W, il

suffit que det M Φ 0. On a alors deg (PF, /) = signe (det M).

Immediate.
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