
SUR LES NOMBRES DE JAMES DES VARIITIS DE STIEFEL COMPLEXES

PAR

FRANCOIS SIGRIST

I. Introduction et formulation du problme
Nous ddsigaerons par U., la varidtd des (n X/) matrices unitaires. U.,

est le groupe U(n), U,,,,_ s’identifie it SU(n), et U.a est la sphbre S’-.
D’aprbs JAMES [5], on peut associer t route varidtd U., un hombre entier

U(n, ]c) ddfini comme suit" considdrons la projection naturelle

Un, ; Un,1

cette application est une fibration de fibre Vn-l,k-1, dont nous pouvons
crire une partie de la suite exacte d’homotopie"_

(U,) P* o_ 0
_ -- _(u._,_)Le groupe 2- est Z, engeadr pr []. Pr dfition, U(n, )

est l’ordre de 0[] dns
JAMES etb]i un grnd nombre de proprits du systme de hombres

U(n, k) dns [5]. L’utilit de ces hombres est videate: pour qu’il existe
une ppliction 2n--I Un,k d dgr q, iiU ii SUffit que q soit un multiple
de U(n, k). L’tude des fibrtions U. S- Qui dmettent une section
consiste dterminer les vleurs de n et k pour lesquelles U(n, ) 1.
JES [5] dmontre qu’il existe un ombre b tel que les deux conditions
suivntes sont quivlentes"

(i) U(n, ) i" I fibrtion U. S- une section.
(ii) n est un multiple de b.

ATIYAH et TODD [2] oat donnd un diviseurM de b ;ADAMS et WALKER
[1] ont ensuite ddmontrd que M b. En ddsignant par P(m) l’exposant
du nombre premier p dans la ddcomposition de m en facteurs premiers, le
rdsultat gdndral se formule ainsi" les quatre conditions suivantes sont dquiva-
lentes"

(i)
(ii)

U(n, k) 1; la fibration U,, ---> S2n-1 a une section.
nest un multiple de b dfini par

P(b) supr[r-b P,(r)], 1 _< r_< [(]c- 1)/(p- 1)], p_< lc
=0 p>/c.

(iii) Les k premiers coefficients de la sdrie deMacLaurinde t-’[log 1 -[- t) l"
sont entiers.
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(iv) Pour tout r tel que 1 _< r

_
/, le coefficient de x- dans la srie de

MacLaurin de (e 1)- est entier.
Nous nous proposons d’utiliser ce rsultat pour obtenir de meilleuresin-

formations sur le systme de nombres U(n, k). Le problme suivant, abord
dans [5], se formule ainsi" donner les conditions ncessaires et suffisantes
pour que U(n, ) soit premier a p, p premie donn. Nous donnons ici le
rsultat, ainsi que les conditions ncessaires et suffisantes pour que U(n,
soit une puissance de p. Le rsultat confirme la rponse partielle donne par
JAMES dans [5, thorme 7.2].

II. Thormes p-primaires
Nous nous proposons de d.montrer les deux thormes suivants"

THgOgME I. Les deux conditions suivantes sont $quivalentes"

U n, ) es premier p.
(ii) n es un multiple de a(b) p( sup$rieur ou $gal d k.

TH]ORME II. Les deux conditions suivantes sont $quivalentes"

U n, t es une puissance de p.
(ii) n es un multiple de b/a(b) sup$rieur ou $gal k.

Remarques. L’ensemble des hombres n tels que U(n,
p n’est done pas ncessairement form des multiples du plus petit nombre
]ouissant de cette proprietY, comme c’est le cas dans le thorme des sections.
I1 est en effet possible que a(b) soit infrieur
Le thorbme II est une consequence immediate du thorme I, nous dmon-

trerons donc le thorbme I.
D$monstra$ion du thorme I. L’implication (i) - (ii) dcoule du thorme

d’ATIYAH et TODD [2]. I1 est ais de vrifier que la condition ncessaire
pour que U(n, k) soit premier/ p est que les/ premiers coefficients de la
srie de MacLaurin de t-[log (1 -t- t)] appartiennent / Q, anneau des
nombres rationnels dont le dnominateur est premier
premiers coefficients appartiennent a Z, il faut et il suffit que n soit divisible
par b pour que les/ premiers coefficients appartiennent/ Q, il faut donc,
et il suffit, que n soit divisible par a(b).
La rciproque (ii) -- (i) se dmontre l’aide des proprites suivantes,

dues/ JAMES [5]"

(I) U(m, k). U(n, ) est un multiple de U(m -b n, ) (loi d’addition).
(II) Si U(n, k) est premier/p, etm(p 1) > p(/ 1), alorsla

puissance de p dans U(m - n, 1) est gale/ la puissance de p
dans U(m, k) (loi de soustraction).

(III) U(p, k) est premier/ p pour N assez grand.

Puisque U(pv, 1) est premier/ p, et que U(b,/) 1, les lois d’addition
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et de soustraction montrent que U(n, k) est premier/ p si n est un multiple
de a(bk) (plus grand commun diviseur de p et bk) tel que n(p 1) >
p(k 1). Remarquons que le thorme Iest dmontr pour h 2. Eu effet
U(n, 2) 1 pour n pair, et U(n, 2) 2 pour n impair (thorme d’ECK-
MANN [4]). Pour les valeurs de k sup4rieures 2, la dmonstratioa du
thorme I sera acheve si nous dmontrons les proprits suivantes"

(a) p 2 a.(b) > 2(k- 1)
(b) 2 < p < (k -4- 1)/2 a(bk)(p- 1) > p(k- 1)
(c) (h-4- i)/2 < p < k, a(bk) < k, 2a(b)(p 1) > p(k-- 1)
(d) p k U(av(bk), h) est premier a p.

Rappelons que av(b) pSUp,r+,(r)l, 1 < r < [(k- 1)/(p 1)].
Dmonstrtion de (a).

k 3 a.(ba) Set8 > 4

> 3 a(b) > 2-> 2(k- 1).

Dmonstration de (b).

2 < p < (h-t- 1)/2 entralne [(/- p)/(p- 1)](p- 2) > 1.

Alors

1 A-[(k- p)/(p- 1)](p- 1) > 2-t-[(k- p)/(p-- 1)]

1 -t-[(k- 1)/(p- 1)].

Nous savons que

L’ingalit de Bernoulli

pt-v)/v-1) > 1 -I-[(k- p)/(p- 1)](p- 1)

permet alors d’ficrire
av(bk) > p(1 -t- [(h p)/(p 1)](p 1))

>_ p(1-4-[(/-- 1)/(p-- 1)] > p.(k-- 1)/(p-- 1) Cqfd.

D!monstration de (c). (k A- 1 )/2 < p < k entralae [(/ 1) /(p 1) 1
doneav(b) p < k,

2av(bk)(p- 1) 2p(p- 1) > (k-t- 1)(p- 1)

p(/- 1) A-2(p- (h-t- 1)/2) > p(k- 1) Cqfd.

Dfmonstratioa de (d).

h p av(b) p h.

Le calcul de U(/,/) s’effectue l’aide de la dfinition" ordre de 0[] daas
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72k--2(Vk--l,k--1) 2k-2(V( 1)), Ce groupe est cyclique d’ordre (k 1)!
d’aprs BOTT [3]. De mme k_(U,) 0 [3]. Lu suite exacte

_(V(k))
p,

_::
_

(S_1) 2_(U(k 1)) r2_(U(k))

devient alors

Z >Z Z(_l)! 0

done U(k, k) (k- 1)!
Dans notre cas (k 1)! (p 1)! est preer p, Cqfd.
Le dmonstration du thorme I est done acheve. Le thorme II s’en

dduit immdiatement.
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