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1. Einleitung

A. In dieser Note beschiftigen wir uns mit den Gruppen

G a,..., ao, t, u,..., uq aq’’"a"o" [ti, u,]
i=1

> 1, nj > 2 (j= 1,...,g) sowieg > 2 falls q 0. Diese Gruppen sind
von grol3em Interesse sowohl f/jr die Gruppentheorie (als Gruppen mit einer
definierenden Relation) als auch f/Jr die Topologie (vgl. [9]).

Hier zeigen wir" Ist > 2 und {xl,..., x2q/o} ein Erzeugendensystem von
G, so gibt es einen freien lbergang (Nielsen-Transformation) von {xl,...,
x2q+o} zu dem System {aa,..., ao, t, u,..., tq, uq} (Satz 2). Dadurch 16sen
wir das Isomorphieproblem f/jr die Gruppen G mit > 2 in dem Sinn, dab wir
in endlich vielen Schritten entscheiden k6nnen, ob eine beliebige Gruppe mit
einer definierenden Relation zu einer Gruppe G mit > 2 isomorph ist oder
nicht. Weiter ist eine Gruppe G mit > 2 nach Satz 2 und I-4] eine Hopfsche
Gruppe, d.h. jeder Endomorphismus yon G auf Gist ein Automorphismus.

Ffir eine Gruppe G mit gilt eine Aussage wie in Satz 2 im allgemeinen
nicht. Eine Kennzeichnung aller Erzeugendensysteme {x,..., X2q+o} einer
Gruppe G mit wird durch Satz 3 gegeben.
Dutch Satz erhalten wit einen berblick fiber L6sungen einer Gleichung in

einem freien Produkt zyklischer Gruppen.
B. Diese Note verwendet die Terminologie und Bezeichnungsweise von [-8]

und [6], wobei ("-].") die ,Gruppenbeschreibung durch Erzeugende und
definierende Relationen bedeutet. Unter H (al,..., a,) verstehen wir die
von den aa,...,a, erzeugte Gruppe. Sind {xa,...,x,} und {ya,...,y,}
minimale Erzeugendensysteme von H (a,..., a,), so sagen wir" {xl,... x,}
und {y,..., y,} liegen in einer Nielsen-quivalenzklasse, wenn es einen freien
Qbergang von {x,..., x,} zu {ya,..., y,} gibt.

Ist in einer Gruppe Heine Lnge L definiert, so sagen wir wie in [6], dal3 ein
System {#j}s H die Nielsensche Eigenschaft hat, wenn gilt"

(1) L(gg)> max {L(gi), L(g)} f/jr t;, q +1 und i- j oder i= j,

(2) L(g,gg) > L(g,) L(g) + L(gj) ftir e, r/ +1 und k 4: - j,
gi - oderk J, gi - 1, t; oderk j, g 1, r/ 1.
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2. Erzeugende von G
SATZ 1. Sei

K= (s, al,...,aolsa l), fl >_ 2.

Sei {x,..., x,} K (n < # + 1) und X die yon den x,..., x, erzeugte
Untergruppe yon K. Sei

(2.1) y-(sa’ a,)y e Xfiir ni > (i 1, #), ein O und y e K.
Dann tritt einer der folgenden Fiille ein:

(a) Es #ibt einen freien Obergan# con {Xl,..., x,,} zu einem System, in dem
ein Element zu einer Potenz yon s konjugiert ist.

(b) Es gibt einen freien (Jbergang yon {x1,... Xn) Zl einem System
{Yx,...,Y,}mitya zaiz -afiireini(1 < < g),y _> 2undzK.

(c) Es gibt einen freien (Jbergang yon {Xl x,} zu einem System
{YI,-.., Y,} mit Ya zaiz- , Y2 zzaz fiir ein i(1 <_ < g) und
Z1, Z2 K.

(d) Es #ibt einen freien Ubergan# yon {Xl,..., x,} zu einem System, in dem
ein Element zu einer Potenz yon sa "..a konjuiert ist.

(e) Es ist n g + 1.

Beweis. Es trete nicht der Fall (e) ein; es sei also n _< . In K sei eine Lfinge
L und eine geeignete Ordnung relativ zu der Faktorisierung (s) (a) ,’"

(aa) wie in [-8] (und [6-1) eingeffihrt. Im folgenden sei die kleinste positive
Zahl, ffir die eine Beziehung (2.1) gilt. Wit dfirfeneventuell nach Ersetzen
yon xi dutch yxy-annehmen, dab ffir das minimale und {x,..., x} gilt:

(sa] .".(2.2) I-If= Xvj "O ej AV ej ej+ falls vg vj+ x.

Indem wir analog wie beim Beweis von Satz 6 und Satz 8 aus [-6] vorgehen,
erhalten wir mit [-8; Korollar und Hilfssatz 1] einen freien bergang von
{x,..., x,} zu einem System, welches die Nielsensche Eigenschaft bzgl. L
besitzt oder in dem ein Element zu einer Potenz von s oder zu einem a, y > 2,
konj ugiert ist.
Wir brauchen nur den ersten Fall zu betrachten. Da die Aussage des Satzes

ffir 9 0 oder p natrlich richtig ist, dfirfen wir im folgenden vorraus-
setzen:

(2.3) (I) g > 0, p > 1.
(2) {Xl,..., x,} hat die Nielsensche Eigenschaft bzgl. L und gengt einer

Gleichung (2.2), wobei wir ohne Einschr/inkung vj fr ein j (i 1,..., n)
annehmen k6nnen.

(3) p ist minimal unter den Zahlen gew/ihlt, f/Jr die eine Gleichung (2.2) mit
dem minimalen gilt.

Indem wir analog wie beim Beweis von Satz 5 und Satz 6 aus !-6] vorgehen,
erhalten wir:

Tritt in der Gleichung (2.2) ein xj mindestens zweimal mit dem gleichen
Exponenten auf, so ist dieses xg zu einer Potenz von s oder von einem a
konjugiert.
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Es trete nun nicht der Fall (a) ein, d.h. es sei kein xj zu einer Potenz von s

konjugiert.
Angenommen es treten in der Gleichung (2.2) einige, aber nicht alle der xj

mindestens zweimal mit dem gleichen Exponenten auf, und es kommen die
anderen x einmal mit dem Exponenten + und einmal mit dem Exponenten
-1 vor. Es ist jedes der xj, das in (2.2) mindestens zweimal mit dem gleichen
Exponenten auftritt, zu einer Potenz von einem ak konjugiert. Wegen n < g
gibt es dann ein a, ffir das kein x zu einer Potenz von diesem az konjugiert ist,
etwa al. Dann liegt nach Einssetzen von s und Abelschmachen ein a, r/ 4: 0,
in der von den a2,. a0 erzeugten abelschen Gruppe. Das ist aber ein Wider-
spruch dazu, dab nach Einssetzen yon s und Abelschmachen die Gruppe
(al,..., ao) freie abelsche Gruppe vom Rang gist.
Es liegt also einer der folgenden Fille vor"

(2.4) Ein xk tritt in (2.2) nicht zweimal mit dem gleichen Exponenten auf,
und es kommt dieses x nicht einmal mit dem Exponenten + und einmal mit
dem Exponenten vor.

(2.5) Es tritt in (2.2) jedes xj mindestens zweima! mit dem gleichen Exponen-
ten auf.

zu (2.4). Dann gibt es einen freien (3bergang von {x,..., x,} zu einem
System, in dem ein Element zu einer Potenz von sa]’...a"fl konjugiert ist.

zu (2.5). Dann ist jedes xj zu einer Potenz von einem as konjugiert.

Angenommen es sind nicht zwei verschiedene xj zu einer Potenz desselben a
konjugiert. Dann ist n g, denn fr n < g erhalten wir einen Widerspruch
dazu, dab nach Einssetzen von s und Abelschmachen die Gruppe (a,..., ao)
freie abelsche Gruppe vom Rang g ist. Sei ohne Einschrinkung

x zai’z: ffiri 1,...,gundzeK.

Nach Einssetzen von a2,..., ao erhalten wir" (sa]’) liegt in einer zu
konjugierten Untergruppe von K (s, ax). Nach Einssetzen von a,..., ao

"’+a hat daher sa] endliche Ordnung in (s, a[s a]’+ 1), undund a
das kann nicht sein.

Es sind also zwei verschiedene xj zu einer Potenz desselben a konjugiert,
d.h. es tritt Fall (c) ein. Q.E.D.

LEMMA 1. G hat den Rang 2q + g, d.h. G liiflt sich nieht yon weniger als
2q + g Elementen erzeugen.

Beweis. Das freie Produkt P1 Pz mit

"’ a, 1)P (a,..., ao a
und

P2 /tl,//1,"’, tq 1,1q II It,, u,]
i=l
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ist eine Faktorgruppe von G; sie hat nach dem Satz von Grushko (vgl. [8]) den
Rang 2q + g und damit auch G (P2 hat den Rang 2q). Q.E.D.

LEMMA 2. Sei > 2 und q > 1. Sei {xl,..., X2q+ 9} ein Erzeugendensystem
von G mit xa hah- fiir ein (1 < < 9), Y > O und h 6 G. Dann ist y 1.

Beweis. Wir k6nnen ohne Einschr/inkung und h 1, d.h. xl a]’,
annehmen. Nach Lemma ist ,/ > 1. Nach Einssetzen von a] ergibt sich
(y, na) 1. Wir wollen y zeigen.

Ist 9 > 2, so f/jhren wir die Relation a a, hinzu und betrachten das
freie Produkt P P2 mit

und

P1 /al, tl,/,/1,. tq, lq (anll iOl[ti, lAi) i )
P2 (a2,..., ao 1a22""@ 1).

Die Bilder der xi seien wieder mit xi bezeichnet. Nach dem Satz von Grushko
gibt es einen freien (bergang von {xa,..., x2q+o} zu einem System {Ya,...,
Y2q+o} mit yx x a(, Yi Pa ffir 2,..., 2q + und yj P2 f/Jr

j 2q + 2,..., 2q + 9; und es ist Pa (Yl,..., Y2q+ 1).
Es gen/jgt also, den Beweis f/jr # zu ffihren. Sei nun 9 1. Wir

schreiben G als freies Produkt mit Amalgam Ha *A H2 mit

H (s, al Is 1), H2 (t,ux,...,tq, Uq;)
und

A (a)= (sa]’)= [ti, ui]
i=1

In G sei eine L/inge Lund eine geeignete Ordnung relativ zu dieser Faktorisie-
rung wie in [8-1 (und [6]) eingeffihrt.
Darauf bezogen verkrzen wir {xa,..., x2q+a}. Da Xa bzgl. dieser Fak-

torisierung die Lfinge hat, bleibt es unverfindert erhalten.
Nach Lemma ist kein xi zu einer Potenz von a konjugiert. Damit k6nnen

wir nach [8; Satz und Korollar 1] annehmen, dab einer der folgenden F/ille

vorliegt:

(2.6) EsistL(xj) < frj 1,...,2q + 1.

(2.7) Es liegen Elemente xl,..., xv,, p _> 1, in einer zu Ha oder H2 kon-
jugierten Untergruppe von G und ein Produkt in ihnen ist zu einem von
verschiedenen Element aus A konjugiert.

Liegt (2.6) vor, so ist nach Lemma sogar L(x) f/jrj 1,..., 2q + 1.
Weiter liegen notwendig 2q der xj in H2. Wegen xa e Ha sind x2, X2q / -H2. Sei H (x2,..., Xzq+a). Da H: den Rang zwei hat, mtissen bei der
Darstellung yon s die x2,..., Xzq/ helfen, d.h. in H liegt ein Element aus G,
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das zu einem yon verschiedenen Element aus A konjugiert ist. Es liegt also
notwendig (2.7) vor.
Wir k6nnen uns daher auf die Untersuchung von (2.7) beschrnken. Es liege

nun (2.7) vor" Die xv,, xv,, liegen wegen xa a in einer zu H2 konjugierten
Untergruppe von G (diese p Elemente k6nnen nicht aus einer zu Ha konjugierten
Untergruppe von G sein, da sonst nach Einssetzen von Ha die abelsch-gemachte
Gruppe einen Rang < 2q- h.tte). Nach Einssetzen von H1 und Abel-
schmachen bleiben die x1,..., xp natfirlich unabhngig. Nach [-8; Satz 5] gibt
es damit einen freien bergang yon {xl,. Xzq+ 1} zu einem System

{zaz-1, ta, ua,..., tq, uq}, z G.

Nun stellen wir s und aa durch za;z a, ta, ul, tq, uq dar. Es gibt natfirlich
keinen Fall (2.7), an dem zaz-a beteiligt ist. Wir dfirfen annehmen, dab
zaz-1 mit einem Faktor aus H2 weder beginnt noch endet. Dann muB aber
L(zaz- a) _< sein. Also ist notwendig Ha (za;z a, a). Angenommen
y > 2. Ffigen wir in H1 die Relation a’ hinzu, so ist die Gruppe
(s, al [s" a’ 1) zyklisch; und das ist ein Widerspruch. Also ist y 1.
Q.E.D.

SAXZ 2. Ist 2 2 und (xa, x2q+o} ein Erzeugendensystem yon G, so 9ibt
es einen freien Ober9an9 yon (xl,. x2q+} zu {al,..., ao, ta, ul,..., tq, uq).

Beweis. Ffir # 0 ist dies Satz 12 yon [6]. Ffir q 0 ist dies Satz 23 yon

[6]. Sei nun 9 2 und q > 1. Wir fassen G als freies Produkt mit Amalgam
H1 *,4 H2 auf mit

H (s, ax,...,aIs 1), H2 (tx, u,...,tq, uq;)
und

A (a)= (sa]".’a"o") [ti, tli]
i=1

In G sei eine LS.nge L und eine geeignete Ordnung relativ zu dieser Faktori-
sierung wie in [8] (und [6]) eingefhrt. Darauf bezogen verkrzen wir
{x,..., x+,}.
Nach Lemma ist kein x zu einer Potenz von a konjugiert. Damit k6nnen

wir nach [8; Satz und Korollar 1] annehmen, dab einer der folgenden F.lle
vorliegt:

(2.8) EsistL(xs) < frj 1,...,2q + 9.

(2.9) Es liegen Elemente x,,..., xp, p > 1, in einer zu H1 oder H2 kon-
jugierten Untergruppe von G und ein Produkt in ihnen ist zu einem von
verschiedenen Element aus A konjugiert.

Liegt (2.8) vor, so ist nach Lemma sogar L(xs) frj 1,..., 2q + 9.
Weiter liegen notwendig 2q der xs in H2 und 9 der xs in H,. Seien etwa xx,
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X2q . 92 und H (Xx,..., X2q). Da H1 den Rang g + hat, mtissen bei der
Darstellung von s oder von mindestens einem ak die x1,..., X2q helfen, d.h. in
H liegt ein Element aus G, das zu einem von verschiedenen Element aus A
konjugiert ist. Es liegt also notwendig (2.9) vor.
Wir k6nnen uns daher auf die Untersuchung von (2.9) beschriinken. Es liege

nun (2.9) vor" Nach Satz 1, Lemma und Lemma 2 liegen die xv,,..., xvp in
einer zu H2 konjugierten Untergruppe von G. Nattirlich bleiben die x,,,...,
nach Einssetzen von H und Abelschmachen unabhiingig. Nach [8; Satz 5] gibt
es einen freien [3bergang von {xl,. Xzq+o} zu einem System {Yl,..-, Yo,
Ul, tq, Uq}. Nun stellen wir s, a ao durch y Yo, u tq, Uq
dar. Nach Satz l, Lemma und Lemma 2 gibt es keinen Fall (2.9), an dem
einige der Yl,..., Yo beteiligt sind. Wir drfen annehmen, dab Yl,..., Yo mit
einem Faktor aus H2 weder beginnen noch enden und Nielsen-reduziert sind.
Dann k6nnen gr6Bere Verktirzungen zwischen den Yl,..., Yo nicht durch
Elemente von H2 bewirkt werden. Daher muB L(yj) < l, j 1,..., 9, sein.
Ferner ist H (Y1,..., Yo, a). Wegen 2 _< nj (j 1,..., 9) erhalten wir
als Konsequenz des Satzes von Grushko einen freien bergang von

{Yl,...,Yo, a} zu dem System {al,..., ao, a}, der sich zu einem yon

{Yl,..., Yo, tl, ul,..., tq, Uq} zu {al,..., ao, t, ul,..., tq, Uq} erweitern liil3t.
Q.E.D.

KOROLLAR 1. Sei z > 2. Dann 9ilt"
(i) Jeder Automorphismus yon G wird yon einem Automorphismus der freien

Gruppe vom Ran9 2q + induziert.
(ii) Gist eine Hopfsche Gruppe, d.h. jeder Endomorphismus yon GaufGist ein

Automorphismus yon G.

Beweis. Die Aussage (i) gilt nach Satz 2. Nach Satz 2 hat G genau eine
Nielsen-,quivalenzklasse von minimalen Erzeugendensystemen, und G ist
damit nach [4] Hopfsche Gruppe. Q.E.D.

Bemerkungen. (1) Aufgrund von Satz 2 1/f3t sich mit der Methode von
Whitehead (vgl. [5], [7]) entscheiden, ob eine vorgegebene Gruppe mit einer
definierenden Relation isomorph zu einer Gruppe G mit >_ 2 ist oder nicht.

(2) Ftir eine Gruppe G mit gilt eine Aussage wie in Satz 2 im allge-
meinen nicht. Gehen wir bei einer Gruppe G mit /i.hnlich wie in [6],
insbesondere wie beim Beweis von Satz 22 (der Fall q 0), bzw. wie beim Be-
weis von Satz 2 vor, so erhalten wit (wir verzichten hier auf den doch recht
langen Beweis)

SATZ3. (a) Sei sowie > 3 falls q O. Ist {xl,...,X2q+o} ein

Erzeugendensystem yon G, so 9ibt es einen freien Jbergan9 yon {xx,..., X2q+O}
zu einem System

{ax,..., ai-1, a’, ai+ 1,’’’, ao, ta, ul,..., tq, Uq}
fiJr ein i(1 < < 9) mit (Yi, ni) und < Yi <- 1/2ni.
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(b) Sei 0 1, q 0 undg 2. Ist {xl, X2} ein Erzeugendenpaar yon G, so

9ibt es einen freien Obergan9 yon {xl, x:,} zu einem System {a]’, a2"-} mit

(Yl, Y2) (Yl, r/x) (Y2, r/2) und < 1 1/2yzr/1, < Y2 -< 1/2Ylr/2 Fiir

+ n2 >_ 5 besitzt G unendlich viele verschiedene Nielsen-ft’quivalenzklassen
yon Erzeugendenpaaren yon G.

Die Gruppen G mit, 1, 9 0 wurden schon in [8-1, die Gruppen G mit
1, q O, n no 2 schon in [3] und die Gruppen G mit a 1,
0, 2 schon in [2] behandelt. In [1] wurde gezeigt, da eine Gruppe G

mit z 1, q 0, 9 2, nl 2, n2 3 unendlich viele verschiedene Nielsen-
Aquivalenzklassen yon Erzeugendenpaaren besitzt.

(3) Satz 1, Korollar und Satz 5 yon [8], Lemma 7, Lemma 15 und Satz 6
von [6] sowie Satz 1, Lemma 2 und Satz 2 zusammen ergeben zum Beispiel
durch Kombination leicht folgende weitere Aussagen"

KOROLLAR 2. Sei

H a,..., ao, t, u x,..., tq, Uq aq’".a"o" [ti, u,]
i=1

>_ l, >_ 2, n2 > 2 (j 1,...,9) und q >_ 1. Ist {x,...,X2q+o} ein

Erzeugendensystem yon H, so gibt es einen freien (Jbergang yon {Xl,. x2q+o}
zu {al,... ao, tl, u,..., tq, Uq}.

KOROt.t.AR 3. Sei

H (a,..., ao, b,..., b [(aq’"a"o"(bT’"’b")’) 1),

> l, > 2, nj > 2(j 1,..., g),m > 2(i 1,..., q),g > undq > 1.
Ist {xl, xo+q} ein Erzeugendensystem yon H, so gibt es einenfreien Obergang
yon {x,..., xo+q} zu {aa,..., ao, b,..., bq}.

KOROLLAR 4. Sei

n a,..., ao, l, u 1,..., tq, ttq a"l’’"a"o") [ti, u,] 1
i=1

> 1, y > 2, nj >_ 2 (j 1,..., g) und9 >- 2. Ist {xx,..., Xzq+o} ein Erzeu-
9endensystem yon H, so 9ibt es einen freien Obergan9 yon {xl,..., x2q+o} zu

{a,..., ao, tx, u,..., tq, Uq).

KOROLLAR 5. Sei

H (al, b,...,ao, bo, t, Ul,..., a, Uq

(,=I [ai, b,] (=l-qI [t, u]))= 1/
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cz >_ und > 2. Ist {x,..., X20+2q} ein Erzeugendensystem yon H, so 9ibt es
einen freien (Jber#an# yon {xx,..., x20+2} zu {ax, b,..., ao, bo, a, ua,...,
tq, Uq}.
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