MULTIPLICITES DE CERTAINES COMPOSANTES SINGULIERES

En hommage a Oscar Zariski, a I'occasion de son
soixantiéme anniversaire

PAR
PiERRE SAMUEL

Etant donnés deux variétés (ou cycles) X, Y portés par une variété algé-
brique ambiante 4, et une composante C de leur intersection qui soit singuliére
sur A, aucune théorie générale ne nous dit, pour l'instant, comment définir
la multiplicité d’intersection relative 7,(C; X-Y), méme si C a la bonne di-
mension (dim(X) + dim(Y) — dim(A4)). Seul est traité le cas tres par-
ticulier o X et Y sont, au voisinage de C, des intersections completes de
A ([5], I1, §6, n° 5). Nousallons donner ici quelques indications sur un autre
cas trés particulier.

Soient V et V’ deux variétés normales de méme dimension, et f une ap-
plication birationnelle et partout réguliere de V' dans V (ainsi f est “géné-
riquement surjective”’). Etant donné un diviseur D de V, nous cherchons
3 donner un sens a la notation f~'(D). Les seules difficultés proviennent
des composantes W de ' (Supp(D)) (pris au sens ensembliste) telles que
f(W}) soit singuliére sur V, et par conséquent de codimension > 1 pulsque
V est normale; en effet, si f(W}) est simple, le coéfficient de W dans f (D)
est celui de W dans le cycle prw((D X V')-T) (ou T est le graphe de f
dans V X V'); rappelons que, si f( W,) est de codimension 1 sur V, Ia res-
trlctlon de f & W] est une application birationnelle réguliére de W, sur

f(W}), et le coéfficient de W; dans f"l(D) est égal & celui de (W) dans D.
Notons aussi que les sous variétés W de codimension 1 de V'’ telles que
S( W,) soit singuliere sur V sont en nombre fini (puisqu’il en est ainsi de
celles telles que codim (#( W;-)) > 1).

Ceci étant, il est naturel d’imposer & f (D) les trois conditions suivantes:

(a) 87 D est positif, il en est de méme def (D), et f~* est un homomorphisme.

(b) 8¢ D est le diviseur (x) d’une fonction x sur V, f(D) est le diviseur
(2') de la fonction x' sur V' correspondant & x. (x' = x o f).

(¢) Si D est algébriquement équivalent o 0, il en est de méme de (D)
(plus précisément, si D parcourt un systéme algébrique, il en est de méme
de /(D).

Dans ce qui va suivre, et qui n’est qu’une solution partielle du probléeme
posé, nous nous occupperons seulement des conditions (a) et (b). Notons
K le corps des fonctions rationnelles sur V (identifié au corps des fonctions
rationnelles sur V’). Soient W’ une sous variété de codimension 1 de V’
et w la valuation correspondante de K; posons W = f(W’), et notons o
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Panneau local de W sur V. Pour tout diviseur D sur V, nous cherchons &
définir le coéfficient w(D) de W’ dans f (D). Nous ajouterons & (a) et (b)
la condition naturelle que @w(D) a un “caractére local”’, c’est & dire ne dépend
que des composantes de D qui passent par W. Nous sommes ainsi ramenés
au probléme algébrique suivant:

(P) Pour tout idéal premier p de hauteur 1 de o, notons v, la valuation cor-
respondante. Il s'agit de trouver une application p — W(p) & valeurs réelles
positives telle que Uon ait

(1) w(z) =2, W(p)vy(x)
pour tout élément non nul x de K.

Notons qu’il revient au méme d’imposer (1) seulement aux éléments non
nuls de 0. Si (P) admet une solution %, nous étendrons celle c¢i aux diviseurs
locaux en W (qui correspondent aux combinaisons linéaires formelles des
idéaux p), et les conditions (a) et (b) seront satisfaites.

Remarque. Si W = f(W’') est de codimension 1 sur V, o est ’anneau de
la valuation w, le seul idéal p est 1'idéal maximal m de o, on a v = w, et
la seule solution de (P) est donnée par @w(m) = 1. Plus généralement, si o
est un anneau factorzel (en particulier si W est simple sur V'), 'idéal p est un
idéal principal oy, et (1) implique @(p) = w(y); I'application % ainsi définie
est I'unique solution de (P) et, lorsque W est simple, coincide avec la solu-
tion fournie par la théorie des intersections (cf. ci dessus, et [5], II, §5, n° 7).

1. Un théoréme d’existence

TuforEME 1. Sotent o un anneaw local noethérien, intégre et intégralement
clos (plus généralement un anneau de Krull local), K son corps des fractions,
I Densemble des idéaux premiers de hauteur 1 de o, v, la valuation normée de
K correspondant a v € I, et w une valuation discréte normée de K dont Uanneau
domine o. Il existe une application © de I dans R, (ensemble des nombres
réels = 0) telle que

(1) w(@) = 2 per B(P)0y(2)
pour tout élément x non nul de K.

Notons, en effet, E I’espace vectoriel réel ayant I pour base (ensemble des
combinaisons linéaires formelles d’éléments de I), P ’ensemble de ses élé-
ments positifs (éléments dont toutes les composantes sont positives), H le
sous-groupe de E formé par les diviseurs de fonctions (i.e. les élé-
ments Y vy(z)-p pour z e K, z # 0), et F le sous-espace vectoriel de E
engendré par H. L’application x — w(x) de H dans Z se prolonge de fagon
unique, en une forme R-linéaire sur F (que nous noterons encore w). Il
s’agit de prolonger cette forme linéaire en une forme linéaire w sur E de telle
sorte que ce prolongement prenne des valeurs positives sur P. Nous allons,
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pour celd, utiliser une forme classique du théoréme de Hahn-Banach ([2],
Chap. II, §3, exerc. 1 et 2). Notons F' lensemble des a ¢ F tels que
w(a) = 0; ’ensemble P + F est un cdne convexe dans E.

Nous allons d’abord montrer que, pour tout p e/, ona —p¢P + F*, En
effet, dans le cas contraire, il existerait des nombres réels positifs presque tous

nuls a(q) (qel), un entier n = 0, n éléments z; (# 0) de K et n nombres
réels b; tels que

(2) —p =220a(0)-q + 2iabiva(z)-q et 2. biw(z) z 0.

Nous allons nous ramener au cas ol les nombres réels a(q), b; sont ratzonnels,
et pour celd nous utiliserons le lemme classique suivant de la théorie des
approximations diophantiennes (voir, par exemple, [1], Chap. VII, §1, n° 1,
prop. 2):

LemMe 1. Eltant donnés une famille finie (c;) de nombres réels et un nombre
€ > 0, il existe des entiers ¢ > 0 et s; tels que | ¢; — s; ¢~ | £ eq ™" pour tout .

Ceci étant, pour chaque ¢z (¢ = 1, ---,n), les éléments qel tels que
ve(x;) # 0 sont en nombre fini; il existe done € > 0 tel que

e 2 ilvg(e) | S}
pour tout qel, et -2 ;|w(z;)| < 1. Comme les nombres a(q) qui
sont # O sont en nombre fini, il existe, d’aprés le lemme 1, des entiers ¢
(> 0), s; et s(q) tels que
[b; — sig” | S eq et |a(a) — g 's(a) | S 1/3¢

pour tout Z et pour tout q; on aura pris s(q) = 0sia(q) = 0, et s(q) = 0sl
a(q) > 0. Pour q # p, la relation (2) donne a(q) + X_: b; v4(z;) = 0, d’odt

a7 s(q) + 2isivg(ws) | S 377 + eg7 20 | valai) |
< 3——1q—1 + 2—1q—1 < q—-l;
comme le nombre |s(q) + D 8:v,(x;) | est entier, on en déduit
(3) $(q) + 2 i sivg(z:) =0 (pour q # p).

Pour q = p, la relation —1 = a(p) + D b;v,(z:) (déduite de (2)) donne
de méme | ¢ + s(p) + D isvp(xi) | < 1, dod

(4) g+ s(p) + 2 i sivy(x:) = 0.
Posons # =] .2} (xeK). Ona
w(z) = Zi s;w(xy) = Zz (biq — & sgn(w(x:))w(x:))
> ¢ Tibiw(z) — eXilw(@) | > ¢Tibiw(a) — 12 1

1=
(en vertu de (2)); comme w(x) est un entier, on en déduit w(xz) = 0. Les
relations (3) et (4) donnent alors

(5) —gp =2_q(s(a) +vo(z)):q  (¢>0, s(q) 20, w(z)=0).
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On a ainsi v,(2™") = 0 pour tout q e I, et v,(z™") > 0, dott z™" ¢ p. Comme
I’anneau de w domine o par hypothese, il en résulte que w(z™') > 0, con-
trairement 3 la relation w(x) = 0.

Choisissons un élément p de I. Nous venons de voir que ’ensemble des
cones convexes C de E contenant P + F™ et tels que —p ¢ C est non-vide;
il est évidemment inductif si on ’ordonne par inclusion. Un élément maxi-
mal de cet ensemble est un demi-espace fermé E de E (cf. [2], Chap. II, §3,
exerc. 1 et 2), ce qui veut dire qu’il existe une forme linéaire ¢ = 0 sur £
telle que les points de E* sont ceux qui vérifient g(a) = 0. Ce demi-espace
E* ne contient pas F, sinon il contiendrait le diviseur (z) = D qvq(z)-q
d’un élément = de K tel que 2" € p; d’olt, (z) — p = 0 et —p e ET puisque
P C E*, ce qui est contraire 3 ’hypothése. Donc E™ n F est un demi-espace
fermé de F, nécéssairement égal & F* puisqu’il le contient. La restriction
de g & F est done proportionnelle & w, et il existe donc bien une forme linéaire
positive @ sur E qui prolonge w. CQFD.

2. Condition d'unicité

Conservons les hypotheses et notations du théoreme 1. II montre que,
pour p e I, on a w(p) = w(x)/vy(x) quel que soit x ¢ p, z 0. Posons

(6) w' (D) = infrepeno(w(x)/vp(2)).
On a le résultat suivant:

THEOREME 2. Les hypothéses et nolations étant celles du théoréme 1 et de
(6), on a w(p) = w'(p) pour toute application w de I dans R vérifiant (1)’.
St w' vérifie (1), toute autre application 1 de I dans R vérifiant (1)’ est égale
o w'. Pour tout v eI, il existe une application w de I dans R, vérifiant (1)’
et telle que w(p) = w'(p). S une seule application w de I dans R vérifie
(1)’, cette application est w'.

La premiere assertion résulte de 'inégalité w(p) =< w(z)/v,(x) (x ep,z #= 0).
Si w’ vérifie (1), on a2, (w'(p) — W(p))v,(z) = O pour tout = e o, d’ott
w'(p) — w(p) = 0 pour tout p puisque ces nombres sont positifs; ceci dé-
montre la seconde assertion. La quatridme étant une conséquence immé-
diate de la troisitme, il nous reste & démontrer cette derniere. Pour celd
nous distinguerons deux cas:

(a) Cas o p e F (notations de la démonstration du théoréme 1). Il
existe alors des z; e K et des nombres réels b; tels que p = 2_; bi(x;) (ol ()
désigne le diviseur D, v,(z)-q de P'élément ). Le raisonnement d’approxi-
mations diophantiennes menant & (5) montre qu’il existe des entiers s(z)
et ¢ (¢ > 0) tels que ¢-p = 2 s(¢)(x:); en posant y = [[; 23", on a donc
g-» = (y). Comme,dans (6), on peut remplacer w(x)/v,(z)par w(a?)/v,(z*),
et que, pour x non nul dans p, on a x* = y'z avec r = v,(z) et z e, il vient
w'(p) = inf,z1.6 ((rw(y) + w(2))/qr) = w(y)/q. Comme, d’apres (1),
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(()n)%w(y) = qi(p), on a bien w(p) = w'(p) (et ceci pour toute w vérifiant
1)7).

(b) Cas o p¢F. Nous commencons par prolonger w en une forme
linéaire w sur F 4+ R-p en posant u(p) = w’'(p). Si w'(p) = 0, la double
inégalité 0 < W(p) = w’'(p) montre qu’on a aussi W(p) = 0; on peut donc
supposer w’(p) > 0. Soit D ’ensemble des éléments « de F + R-p tels
que u(a) = 0. Nous allons montrer que le cone convexe D + P (P: en-
semble des éléments positifs de ’espace vectoriel E) ne contient pas —p, ce
qui, comme dans le théoréme 1, permettra de prolonger « en une forme
linéaire positive @ sur E, et démontrera done notre assertion.

Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’on ait une relation de la forme

(7) —p =2 ibi(x) +bp+ 2 .a(q)q

ol 2; e K, b, by, a(q) réels, a(q) = 0 et bw'(p) + Sibiw(z) = 0. Un
raisonnement d’approximations diophantiennes analogue & celui du théoréme
1 montre qu’il existe des entiers ¢ > 0, s(7), ¢ et n(q) tels que

) —gp = 2is(d) (@) + op + 2an(a)-q, n(q) 20,
cw' (p) + D is(D)w(xs) = 0.

En posant y = J[;2%”, on a

(9) —gp=(y) +ep+2n(a)q  wly) + aw'(p) 20.

Sionac+ ¢ >0, (9) montre quon a (y ) = 0etv,(y ) Z ¢+ g >0,
d’ol 5" € p; il vient alors w'(p) = w(y )/v(y ) = —w(y)/(c + @), dod
cw' (p) + w(y) + quw'(p) = 0, et done cw'(p) + w(y) < O puisque ¢ > 0
et w'(p) > 0; ceci contredit w(y) + cw’(p) = 0. Dans le cas contraire
(¢ + g £ 0), soit & un nombre > 0 tel que —e(c + ¢q) < w'(p), et soit
un élément non nul de p tel que w'(p) = w(x)/vy(x) = w'(p) + &; posons
2= 2 @ on a vy(2) = — (¢ + g + 0())y(x) = n(P)vy(x) Z 0,
et, pour q # 0, v,(2) = —v(Y)vp(x) = n(q)vy(x) = 0; d’olt z €0 et done
w(z) = 0. Or cette derniére relation s%éerit 0 £ — (¢ + @)w(x) — vy(z)w(y),
dodt 0 = (—(c+@@'(p) + &) — w(y))-ve(z), et donc 0 <
(1 — ¢ — q)w'(p) — w(y) (puisque vy(z) > 0 et que —(c + g)e < w'(p)).
Or, d’aprés (9), on a w(y) + cw'(p) = 0; il vient donec 0 < (1 — q)w'(p),
ce qui est contradictoire puisque ¢ = 1 et que w’'(p) > 0. CQFD.

Ceci étant, nous dirons qu’un idéal p e I est presque-principal (relative-
ment & w) si, pour tout ¢ > 0, il existe  # 0 dans p tel que

Zq;‘v”q(w)w’(Q) = eny(2).
Nous dirons que o est presque-factoriel (relativement & w) si tout idéal p e/
est presque-principal. On a le théoréme suivant:
TaFOREME 3. Si p eI est presque-principal, on a w(p) = w'(p) pour
toute application W de I dans R vérifiant (1)'. Pour qu’une telle application
soit unique (c'est a dire égale & w'), il faut et il suffit que o soit presque-factoriel.
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En effet, 8'il existe z = 0 dans p tel que Doz vo(2)w'(q) < evy(x), et si B
vérifie (1)’, les relations

w(z) = vy(2)B(P) + Lamrvo(2)®(q) et W(q) £ w'(q)

montrent qu’on a W(x)/vy(x) = W(P) + ¢€; on a done wW(p) = w(p)
en vertu de (6) et de l'inégalité w(p) =< w'(p); ceci démontre la pre-
miere assertion. Le “il suffit” de la seconde en résulte aussitot. Enfin,
si 10 est unique, on a w(z) = D ow (q)ve(x) (théortme 2) pour tout z
dans K; étant donné p e I, prenons z dans p tel que w'(p) S w(z)/v,(x) =
w'(p) + € (cf. (6)); on déduit aussitét de ceci qu’on a Zq,‘,, w(q)v(x) =
evy(x); done p est presque-principal; comme ceci a lieu pour tout p € I, o est
presque factoriel. CQFD.

En termes imagés un idéal premier presque-principal, est un idéal premier
p de hauteur 1 dans lequel existent des éléments dont le diviseur est presque
entierement concentré en p (i.e. dont les composantes en dehors de p sont
négligeables). Un idéal premier principal (ou, plus généralement, dont
une puissance symbolique est principale) est évidemment presque-principal.
Mais il en existe d’autres, comme le montre le:

TuaEorEME 4. L’anneau local o du sommet du cone V projetant une courbe
plane mnon-singuliére C est presque-factoriel (relativement & n’tmporte quelle
valuation w dominant o). St d est le degré de C, et st w est la valuation déduite
de la filtration de o par les puissances de son idéal maximal, on a w'(p) = d '
pour tout idéal premier p correspondant & une génératrice de V.

Démontrons d’abord que, si p ¢ I correspond & une génératrice D de V,
p est presque-principal pour toute valuation w dominant o. Notons d le
degré de C, et A le point de C correspondant & D. L’espace vectoriel des
formes de degré n & 3 variables est de dimension %(n 4+ 1)(n + 2), et le
sous espace vectoriel des formes de degré n qui sont multiples de ’équation
de C est de dimension $(n — d + 1)(n — d + 2); un supplémentaire est
donc de dimension dn — 3(d®> — 3d). Il existe ainsi une courbe plane C,
de degré »n ne contenant pas C et vérifiant

dn — 3(d* —3d) —1=dn—3%(d—1)(d - 2)

conditions linéaires. Imposons donc & C, de passer par A et d’y avoir avec
C un contact d’ordre tel que A figure au moins dn — 3(d — 1)(d — 2)
fois dans le cycle intersection C-C, ; alors C-C, contiendra, en dehors de 4,
un cycle de degré < 3(d — 1)(d — 2) = g (g est d’ailleurs le genre de C).
Soit z, I’équation homogene de C, (x, €0); on a v,(x,) = dn — g et
Zq,‘, ve(x,) = g (noter que v,(x,) = 0 lorsque q ne correspond pas & une
génératrice du céne V). Notons L I'ensemble des classes dans o des formes
linéaires &4 3 variables; ¢’est un espace vectoriel de dimension 3 ou 2 sur le
corps de base (2 seulement lorsque V est un plan); en notant L; I’ensemble
des y € L tels que w(y) = 7, les L; forment une suite décroissante de sous-
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espaces vectoriels de L; comme NL; = (0), il existe un entier k tel
que E; = (0). Or, si qel correspond & une génératrice de V, q contient
un élément y # 0 de L (il est méme engendré par deux éléments de L); on
adone w'(q) < w(y)/va(y) < w(y) S k. DA vy (%)™ D aptr 2a(za)w'(q) <
gk/(dn — g); comme le second membre tend vers 0 quand n tend vers Uinfini,
p est presque-principal.

Ceci prouve (théordme 3) que, si W vérifie (1), w(p) est uniquement
déterminé lorsque p correspond & une génératrice. Or on sait que tout
diviseur sur V est linéairement équivalent & une combinaison linéaire de
génératrices ([4]). Done, d’apres (1), @ est déterminé de fagon unique.
Par conséquent o est presque-factoriel (théoreme 3).

Supposons enfin que w soit déduite de la filtration de o par les puissances
de son idéal maximal. Avec les notations précédentes, on a v,(x,) ~ dn et
w(z,) = n. Don, d’apres (6), w'(p) = inf.(w(z,)/vp(2,)) = d 7, et ceci
pour tout p e I correspondant & une génératrice. D’autre part, pour y e L,
on a 2 ,vy(y) = d, dot les inégalités 1 = w(y) = D2, w (p)v(y) =
d'Y ,v(y) = 1. Comme, pour tout p correspondant & une génératrice, il
existe y % 0 dans L tel que v,(y) > 0, on en déduit w'(p) = d~*. CQFD.

Remarque. Comme tout diviseur sur V est linéairement équivalent 2
une combinaison linéaire de génératrices, w’(q) est un multiple de d~* pour
tout qel. D’autre part le théoréme 4 montre que, si on note V'’ la trans-
formée monoidale du cone V relativement 3 son sommet W, f 'application
canonique de V' sur V, et W’ la courbe de V'’ correspondant au point W,
alors le cycle image réciproque f (D) doit nécéssairement étre d ‘W’ + D’
(D génératrice de V, D’ courbe de V' correspondant régulitrement & D) si
on veut que les conditions (a) et (b) de 'introduction soient vérifiées. Dans
ce cas, comme toutes les génératrices de V sont algébriquement équivalentes
entre elles, et que tout diviseur de V est linéairement équivalent & une com-
binaison linéaire de génératrices, notre solution w’ vérifie aussi la condition
(e) relative & ’équivalence algébrique.

3. Un exemple de non-unicité

Remarquons d’abord que, avec les notations du théoréme 1, les applica-
tions W qui vérifient (1)’ forment une partie convexe de R’ (ou, ce qui revient
au méme, du dual de E).

Considérons la quadrique V° d’équation (XoX; — X2 X5 = 0) et le
cone V de dimension 3 ayant V° pour base; notons W le sommet de V et o
P’anneau local de W sur V; celui ci contient I’anneau de coordonnées homo-
génes A de V° et est 'anneau de fractions de A relativement & son idéal
homogeéne maximal. La filtration de o par les puissances m" de son idéal
maximal définit une valuation w qui domine o. Soient G° une génératrice de
la quadrique V°, G (C V) le plan la projetant & partir de W, et p I'idéal de
G dans 0. Nous allons d’abord montrer que, avec les notations de (6), on o
w'(p) = L
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Démonstration. Notons P lidéal de G° dans A, et I I'idéal maximal
homogene de A. Montrons qu’on a B < " (od ™ désigne la puissance
symbolique n°™® de P); comme ce sont des idéaux homogenes, il suffit de
montrer que, si % est un élément homogene de degré ¢ de ™, on a ¢ = n;
or u est 'équation d’une surface S° de degré ¢; on a 8°-V° = n@® + H’ odt
H’ est un diviseur positif sur V°; intersectons avec une génératrice G° de V°,
appartenant & l’autre systéme que celui de G° et intersectant proprement
H® le cycle (8°-V°) -vo G = 8°.G"° est de degré g, et (nG°)-vo G est de
degré 1; d’ott ¢ = n. Comme P et IM" engendrent p'™ et m” dans o, on a
p™ < m”, dodt w(y) = v,(y) pour tout y ep. L’égalité est possible, par
exemple pour les formes linéaires nulles sur G et pour leurs puissances. D’oul
w’(p) = 1 d’aprés (6).

Ceci étant, comme tout diviseur sur le e6ne V est linéairement équivalent
4 un diviseur “conique” ([4], loc. cit.) et comme tout diviseur sur V° est
linéairement équivalent & une combinaison linéaire de deux génératrices
données, GY et G7, de systémes distincts, 'espace vectoriel E du théoréme 1
est engendré par F et par les deux idéaux §; des plans G; projetant les droites
G} (4 =1,2). D’autre part ’élément p, + p, de E est le diviseur (y) de la
classe y dans o d’une forme linéaire et, pour toute application @ vérifiant (1),
on a done w(m) + W(p) = w(y) = 1. Ainsi W est entidrement déterminée
par le nombre ¢ = w(y), et on a nécéssairement 0 < a = 1.
Comme w'(p;) = w'(p:) = 1, le théoréme 3 montre I’existence de deux appli-
cations W, et @, vérifiant (1) et telles que wo(p2) = 1 (d’oht Wo(p) = 0) et
que w;()) = 1 (d’ott w1(p2) = 0). Par convexité les applications vérifiant
(1)’ sont les 0, = (1 — a)wo + aw; ol a parcourt 'intervalle [0, 1].

Soient alors V' la transformée monoidale du cone V relativement au som-
met W, f lapplication canonique de V' sur V, et W’ la surface de V' corres-
pondant & W ; la restriction de f & V/ — W’ est un isomorphisme de V' — W’
sur V. — W. Pour tout diviseur D sur V nous noterons D’ le diviseur sur
V' correspondant régulidrement & D (D’ est’adhérencede f (D) n (V — W)
dans V’). L’anneau local de W’ sur V' est ’anneau de la valuation w définie
ci dessus. Pour 0 < a £ 1, nous étendrons 0, aux diviseurs sur V (et pas
seulement aux diviseurs locaux en W) en posant w,(D) = 0 si aucune com-
posante de D ne contient W. Alors 'application

D —fi\(D) = wa(D)- W' + D'

vérifie les conditions (a) et (b) de 'Introduction. Comme V (resp. V') est
une variété rationnelle, 1’équivalence linéaire des diviseurs y coincide avec
I’équivalence algébrique; donc la condition (¢) de I'Introduction se réduit
a (b) et est aussi vérifiée.

I1 semble done que, dans cet exemple, il y ait une infinité de fagons raison-
nables de définir le diviseur (D). Notons que, pour chacunes d’elles, on
a f(f (D)) = D (D diviseur sur V) et f(f(D’)) — D’ multiple de W’
(D’ diviseur sur V’).
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Remarque. Dans les cas ol il n’y a pas unicité de w, les cycles & coéf-
ficients réels s’introduisent naturellement. Dans les cas d’unicité (c.a.d.
quand o est presque factoriel relativement & w) il serait intéressant de savoir
si, comme dans exemple traité au théoréme 4, ces coéfficients seront toujours
rationnels; plus généralement on peut se demander si les nombres réels w’(p)
définis par (6) sont toujours rationnels (ef. [3]).
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