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Etant donns deux varits (ou cycles) X, Y port,s par une vari6t6 alg6-
brique ambiante A, et une composante C de leur intersection qui soit singulire
sur A, aucune thorie g6n6rale ne nous dit, pour l’instant, comment d6finir
la multiplicit d’intersection relative iA(C; X. Y), mme si C a la bonne di-
mension (dim(X) + dim(Y) dim(A)). Seul est trait le cas trs par-
ticulier off X et Y sont, au voisinage de C, des intersections completes de
A ([5], II, 6, n 5). Nous allons donner ici quelques indications sur un autre
cas trs particulier.

Soient V et V’ deux varits normales de mme dimension, et f une ap-
plication birationnelle et partout rgulire de V’ dans V (ainsi f est "g6n-
riquement surjective"). Etant donn un diviseur D de V, nous cherchons
donner un sens la notation f-l(D). Les seules difficults proviennent

des composantes W:. de f-l(Supp(D)) (pris au sens ensembliste) telles que
f(W:.) soit singulire sur V, et par consequent de codimension > 1 puisque
Vest normale; en effet, si f(W:.) est simple, le co6fficient de W. dans f-1 (D)
est celui de W:. dans le cycle pr,((D X V’). T) (off Test le graphe de f
dans V X V’); rappelons que, si f(W.) est de codimension 1 sur V, la res-
triction de f Wj est une application birationnelle rgulire de W. sur

--1f(Wi), et le cofficlent de Wi dans f (D) est gal a celul de f(W) dans D.
Notons aussi que les sous varts W de codmenson 1 de V’ telles que
f(W.) soit singulire sur V sont en nombre fini (puisqu’il en est ainsi de
celles telles que codim (r(W:.)) > 1).

Ceci tant, il est naturel d’imposer f-(D) les trois conditions suivantes:
a Si D est positif il en est de mme def- D etf- est un homomorphisme.
(b) Si D est le diviseur (x) d’une fonction x sur V, f-l(D) est le diviseur

(x’) de la fonction x’ sur V’ correspondant x. (x’ x o f).
(c) Si D est algdbriquement dquivalent 0, il en est de mme de f-(D)

(plus pr6cis6ment, si D parcourt un systme algbrique, il enest de mme
de f-I(D)).
Dans ce qui va suivre, et qui n’est qu’une solution partielle du problme

pos, nous nous occupperons seulement des conditions (a) et (b). Notons
K le corps des fonctions rationnelles sur V (identifi au corps des fonctions
rationnelles sur V’). Soient W une sous varit de codimension 1 de V’
et w la valuation correspondante de K; posons W f(W’), et notons 0
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l’anneau local de W sur V. Pour tout diviseur D sur V, nous cherchons i
dfinir le coifficient (D) de W’ dans f-l(D). Nous ajouterons (a) et (b)
la condition naturelle que (D) a un "caractre local", c’est i dire ne d!pend
que des composantes de D qui passent par W. Nous sommes ainsi ramenis
au problime alg!brique suivant"

(P) Pour tout ideal premier de hauteur 1 de o, notons v la valuation cor-
respondante. I1 s’agit de trouver une application () valeurs r$elles
positives telle que l’on air

(1) w(x) (O)v(x)

pour tout $l$ment non nul x de K.

Notons qu’il revient au mSme d’imposer (1) seulement aux lments non
nuls de . Si (P) admet une solution , nous tendrons celle ci aux diviseurs
locaux en W (qui correspondent aux combinaisons liniuires formelles des
idaux ), et les conditions (a) et (b) seront satisfaites.

Remarque. Si W f(W’) est de codimension 1 sur V, est l’anneau de
la valuation w, le seul ideal est l’idal maximal m de , on a v w, et
la seule solution de (P) est donne par (m) 1. Plus gnralement, si
est un anneau factoriel (en particulier si West simple sur V), l’idal est un
ideal principal y, et (1) implique () w(y) l’application ainsi dfinie
est l’unique solution de (P) et, lorsque West simple, coincide avec la solu-
tion fournie par lu thorie des intersections (cf. ci dessus, et [5], II, 5, n 7).

1. Un thorme d’existence

THIORIME 1. Soient o un anneau local noeth$rien, intgre et int$gralement
clos (plus g$n$ralement un anneau de Krull local), K son corps des fractions,
I l’ensemble des id$aux premiers de hauteur 1 de , v la valuation norm$e de
K correspondant 4 I, et w une valuation discrete norm$e de K dont l’anneau
domine . I1 existe une application de I dans R+ (ensemble des hombres
rdels >= O) telle que

(1)’ w(x) _,, (O)v(x)

pour tout l$ment x non nul de K.

Notons, en effet, E l’espace vectoriel riel ayant I pour base (ensemble des
combinaisons liniaires formelles d’lments de I), P l’ensemble de ses l-
ments positifs (ilments dont toutes les composantes sont positives), Hle
sous-groupe de E form! par les diviseurs de fonctions (i.e. les !l-
ments ’ v(x).O pour x e K, x 0), et F le sous-espace vectoriel de E
engendr par H. L’application x w(x) de H dans Z se prolonge de faon
unique, en une forme R-lin!aire sur F (que nous noterons encore w). I1
s’agit de prolonger cette forme linaire en une forme linaire sur E de telle
sorte que ce prolongement prenne des valeurs positives sur P. Nous allons,
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pour cel, utiliser une forme classique du th$orOme de Hahn-Banach ([2],
Chap. II, 3, exerc. 1 et 2). Notons F+ l’ensemble des e F tels que
w(a) _>- 0; l’ensemble P F+ est un cbne convexe dans E.
Nous allons d’abord montrer que, pour tout e I, on a e P - F+. En

effet, dans le cas contraire, il existerait des nombres r!els positifs presque tous
nuls a(q) (q I), un entier n

_
0, n !l!ments xi ( 0) de K et n nombres

r!els b tels que

(2) -- =qa(q).qW_.qbv,(xi).q et , b w(x) >- O.

Nous allons nous ramener au cas off les nombres riels a(q), b sont rationnels,
et pour celi nous utiliserons le lemme classique suivant de la thorie des
approximations diophantiennes (voir, par exemple, [1], Chap. VII, 1, n 1,
prop. 2)

LEMME 1. Etant dorm,s une famille finie c) de hombres r$els et un nombre
e > O, il existe des entiers q > 0 et si tels que c si q-1 <- eq- pour tout i.

Ceci 4rant, pour chaque i (i 1, ..., n), les il4ments q e I tels que
v,(x) 0 sont en nombre fini; il existe donc 0 tel que

Z: (x) --< 1/2

pour tout q eI, et .lw(x)] < 1. Comme les nombres a(q) qui
sont 0 sont en nombre fini, il existe, d’apris le lemme 1, des entiers q
(> 0), s et s(q) tels que

ib sq-l --< eq- et [a(q) q-s(q) --< 1/3q

pour tout i et pour tout q; on aura pris s(q) 0 si a(q) 0, et s(q) >= 0 si
a (q) > 0. Pour q , la relation (2) donne a(q) - bi v(x) O, d’ofi

--1q Is(q) -t-sv(x)l 3-q-’+ eq-’ I,,(x)

3-1 + 2-1 <
comme le nombre Is(q) + si v(xi) est entier, on en dduit

(3) s(q) + s v,(xi) 0 (pour q

Pour q 0, la relation 1 a(O) + b v,(x) (dduite de (2)) donne
de mme q + s(O) + is v(xi) < 1, d’ofi

(4) q + s(O) + sv(x) O.

Posons x =x’ (x eK). On a

(x) , s w(x) (b q sgn((x))w(x))
qbw(x) ]w(x) > qbw(x) 1 -1

(en vertu de (2)) comme w(x) est un entier, on en d4duit w(x) 0. Les
relations (3) et (4) donnent alors

(5) -q , (s() + v,(x)). (q > 0, s() 0, w(x) >__ 0).
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On a ainsi v,(x-1) => 0 pour tout q e I, et v(x-) > 0, d’ofi x- e . Comme
l’anneau de w domine 0 par hypothse, il en rsulte que w(x-) O, con-
trairement la relation w(x) >= O.

Choisissons un lment de I. Nous venons de voir que l’ensemble des
cSnes convexes C de E contenant P - F+ et tels que -- C est non-vide;
il est tividemment inductif si on l’ordonne par inclusion. Un lment maxi-
mal de cet ensemble est un demi-espace ferm E+ de E (cf. [2], Chap. II, 3,
exerc. 1 et 2), ce qui veut dire qu’il existe une forme linaire g 0 sur E
telle que les points de E+ sont ceux qui vrifient g(a) >_- 0. Ce demi-espace
E+ ne contient pas F, sinon il contiendrait le diviseur (x) ,v,(x).q
d’un lment x de K tel que x- E+eo;d’ofi, (x) >_- 0et-Oe puisque
P c E+, ce qui est contraire l’hypothse. Donc E+ n F est un demi-espace
ferm de F, ncssairement t!gal F+ puisqu’il le contient. La restriction
de g F est donc proportionnelle w, et il existe donc bien une forme linaire
positive sur E qui prolonge w. CQFD.

2. Condition d’unicit

Conservons les hypotheses et notations du thorme 1. I1 montre que,
pour ) e I, on a () -< w(x)/v(x) quel que soit x e ), x 0. Posons

(6) w’(O) inf.xo(W(X)/V(x) ).

On ale rsultat suivant"

TI-IdORME 2. Les hypotheses et notations $tant celles du th$orOme 1 et de
(6), on a () <= w’( O) pour route application de I dans R+ v$rifiant (1).
Si w’ v$rifie (1)’, toute autre application ff de I dans R+ v$rifiant (1)’ est $gale

w’. Pour tout I, il existe une application de I dans R+ v$rifiant (1)
et telle que () w(O). Si une. seule application ff de I dans R+ v$rifie
(1)’, cette application est w’.

Lapremire assertion rt!sulte de l’int!galitt! () -< w(x)/v,(x) (x O,x 0).
Si w’ vrifie (1)’, on a, (w’(O) (O))v(x) 0 pour tout x e0, d’ofi
w’(O) () 0 pour tout puisque ces nombres sont positifs; ceci d-
montre la seconde assertion. L quatrime tnt une consequence immi-
diate de la troisime, il nous reste dmontrer cette dernire. Pour cel
nous distinguerons deux cas"

a Cas 04 F (notations de la dmonstration du tht!orme 1). I1
existe alors des x e K et des nombres rt!els b tels que b(x) (off (x)
dt!signe le diviseur v(x).q de l’tilment x). Le raisonnement d’approxi-
mations diophantiennes menant (5) montre qu’il existe des entiers s(i)
et q (q > 0) tels que q.O is(i)(xi); en posnt y IIix(), on a donc
q.O (y). Comme, dans (6), on peut remplacer w(x)/v(x)par w(xq)/v(xq),
et que, pour x non nul dans , on u xq yrz vec r v(x) et z e , il vient
w’(O) inf>__.zo ((rw(y) + w(z))/qr) w(y)/q. Comme, d’aprs (1)’,
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on a w(y) q(O), on a bien () w’() (et ceci pour toute virifiant
(1)’).

(b) Cas 04 F. Nous commenons par prolonger wen une forme
linaireusurF + R.Oenposantu(O) w’(O). Siw’(O) 0, ladoubie
ingalit 0 _-< () __< w’(O) montre qu’on a aussi () 0; on peut donc
supposer w’(O) > 0. Soit D l’ensemble des lments a de F W R. tels
que u(a) >= O. Nous allons montrer que le cbne convexe D W P (P" en-
semble des lments positifs de l’espace vectoriel E) ne contient pas -, ce
qui, comme dans le thiorme 1, permettra de prolonger u en une forme
linaire positive sur E, et dimontrera donc notre assertion.

Raisonnons par l’absurde, et supposons qu’on air une relation de la forme

(7) ’ b(x) -[- b. -{- _, a( q) q

off x.K, b, bi, a(q) rels, a(q) >- 0 et bw’()) + _,ibw(xi) >- O. Un
raisonnement d’approximations diophantiennes unulogue celui du tht!orme
1 montre qu’il existe des entiers q > 0, s(i), c et n(q) tels que

-q. (i)(x) + c + n()., n() >_- 0,
(8)

cw’() + s(i)w(x) >= o.
En posant y IIi x(),ona

(9) --q.O (y) + c.O -qn(q).q, w(y) - cw’(O) >- O.

Si on a c -t- q > 0, (9) montre qu’on a (y-i)
_

0 et y(y-i)
_ __

q > 0,
d’ofi y-1 e ; il vient alors w’(O) _-< w(y-)/v(y-1) < --w(y)/(c -- q), d’oll
cw’(O) + w(y) + qw’(O) <- O, et donc cw’(O) + w(y) < 0puisqueq > 0

et w’(O) > 0; ceci contredit w(y) + cw’(O) >= O. Dans le cas contraire

(c+ q_-< 0),soit Cunnombre > 0telque-(c+ q) < w’(O), et soit x

un fil6ment non nul de ) tel que w’()) _-< w(x)/v(x) _-< w’(O) + ; posons
z x-(C+q)y-V’(x); on a v(z) -(c + q + v(y))v(x) n(O)v(x) >= O,
et, pour q , vq(z) >= -v(y)v(x) n(q)v(x) >- 0; d’ofi z e 0 et donc
w(z) >- O. Or cette dernire relation s’6crit 0 <- (c + q)w(x) v(x)w(y),
d’ofi 0 _-< (-(c+q)(w’(O) + )- w(y)).v(x), et donc 0 <
(t -c-q)w’(O) -w(y) (puisque v,(x) > 0 et que -(c + q)e < w(O)).
Or, d’aprs (9), on a w(y) + cw’(O) >- 0; il vient donc 0 < (1 q)w’(O),
ce qui est contradictoire puisque q _>- 1 et que w’(O) > 0. CQFD.

Ceci 6tant, nous dirons qu’un id6al e I est presque-principal (relative-
ment w) si, pour tout v > 0, il existe x 0 dans tel que

(x)w’() <-_ ,(x).

Nous dirons que est presque-factoriel (relativement w) si tout id!al e I
est presque-principal. On a le thiorme suivant"

TH]ORME 3. Si e I est presque-principal, on a ( w’ O pour
route application if) de I dans R+ v$rifiant (1)’. Pour qu’une telle application
soit unique c’est dire gale w’), il faut et il sut que soit presque-factoriel.
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En effet, s’il existe x # 0 dans tel queqv,(x)w’(q) <- ev,(x), et si
virifie (1)’, les relations

w(x) v(x)(O) - ,,v,(x)(q) et (q) <-

montrent qu’on a (x)/v(x) =< () + ; on a donc () w’(O)
en vertu de (6) et de l’ingalit () -< w’(O); ceci dmontre la pre-
miere assertion. Le "il suffit" de la seconde en rsulte aussitSt. Enfin,
si est unique, on a w(x) ,w’(q)vq(x) (thiorme 2) pour tout x
dans K; !tant donn! I, prenons x dans tel que w’()

_
w(x)/v(x) <=

w’(O) (cf. (6)); on dduit aussitSt de ceci qu’on a, w’(q)v,(x) <=
v(x) donc est presque-principal; comme ceci a lieu pour tout e I, o est
presque factoriel. CQFD.

En termes imags un idial premier presque-principal, est un id!al premier
de hauteur 1 dans lequel existent des !l!ments dont le diviseur est presque

entirement concentri en (i.e. dont les composantes en dehors de sont
ngligeables). Un ideal premier principal (ou, plus g!n!ralement, dont
une puissance symbolique est principale) est ividemment presque-principal.
Mais il en existe d’autres, comme le montre le"

TH]OR]ME 4. L’anneau local du sommet du c6ne V projetant une courbe
plane non-singulire C est presque-factoriel (relativement d n’importe quelle
valuation w dominant ). Si d est le degr$ de C, et si west la valuation d$duite

de la filtration de par les puissances de son iddal maximal, on a w’( O d-1

pour tout ideal premier correspondant une g$n$ratrice de V.

D!montrons dabord que, si e I correspond i une g!nratrice D de V,
est presque-principal pour route valuation w dominant . Notons d le

degri de C, et A le point de C correspondant D. L’espace vectoriel des
formes de degr! n i 3 variables est de dimension 1/2(n W 1)(n 2), et le
sous espace vectoriel des formes de degri n qui sont multiples de l’quation
de C est de dimension 1/2(n d - 1)(n d 2); un supplmentaire est
donc de dimension dn- 1/2(d 3d). I1 existe ainsi une courbe plane C
de degr! n ne contenant pas C et v!rifiant

dn 1/2(d- 3d) 1 dn 1/2(d- 1)(d- 2)

conditions liniaires. Imposons donc i C de passer par A et d’y avoir avec
C un contact d’ordre tel que A figure au moins dn- 1/2(d- 1)(d- 2)
fois dans le cycle intersection C.C alors C.C, contiendra, en dehors de A,
un cycle de degri __< 1/2(d 1)(d 2) g (g est d’ailleurs le genre de C).
Soit x. l’iquation homogne de C (x e ); on a v(x,) >>- dn-g et

v(x) <- g (rioter que v,(x,) 0 lorsque q ne correspond pas une
giniratrice du cSne V). Notons L l’ensemble des classes dans 0 des formes
lin!aires 3 variables; c’est un espace vectoriel de dimension 3 ou 2 sur le
corps de base (2 seulement lorsque Vest un plan); en notant L. l’ensemble
des y e L tels que w(y) >- j, les L forment une suite d4croissante de sous-
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espaces vectoriels de L; comme gl L (0), il existe un entier k tel
que Ek (0). Or, si q e I correspond/ une gnratrice de V, q contient
un ltment y 0 de L (il est mme engendrt par deux lments de L); on
adoncw’(c) -< w(y)/v(y) <__ w(y)

_
k. D’ov(xn)-l.v(xn)w’(q) <=

gk/(dn g); comme le second membre tend vers 0 quand n tend vers l’infini,
est presque-principal.
Ceci prouve (thorme 3) que, si vrifie (1)’, (p) est uniquement

dtermin lorsque correspond a une gnratrice. Or on sait que tout
diviseur sur Vest lintairement quivalent / une combinaison linaire de
gnratrices ([4]). Donc, d’aprs (1)’, est dtermin de faon unique.
Par consequent o est presque-factoriel (thorme 3).
Supposons enfin que w soit dduite de la filtration de o par les puissances

de son ideal maximal. Avec les notations prcdentes, on a vp(xn) dn et
W(Xn) n. D’ot, d’aprs (6), w’() =< inf(w(x)/v(xn)) 4-1, et ceci
pour tout e I correspondant a une gnratrice. D’autre part, pour y e L,

Won a ’]v(y) d, d’ot les ingalits 1 w(y) ()v(y) <
d-1 v(y) 1. Comme, pour tout correspondant/ une gtnratrice, il
existe y 0 dans L tel que v(y) > 0, on en dduit w’() d-. CQFD.

Remarque. Comme tout diviseur sur Vest linairement quivalent /
une combinaison linaire de gntratrices, w’(q) est un multiple de d- pour
tout q e I. D’autre part le thorme 4 montre que, si on note V la trans-
forme monoidale du c6ne V relativement son sommet W, f l’application
canonique de V’ sur V, et W’ la courbe de V’ correspondant/u point W,
alors le cycle image rciproque f-l(D) doit ncssairement tre d-W zr- D’
(D gnratrice de V, D’ courbe de V correspondant rgulirement/ D) si
on veut que les conditions (a) et (b) de l’introduction soient vrifies. Dans
ce cas, comme routes les gnratrices de V sont algbriquement quivalentes
entre elles, et que tout diviseur de V est linairement quivalent a une com-
binaison linaire de gnratrices, notre solution w’ vrifie aussi la condition
(c) relative l’quivalence algbrique.

3. Un exemple de non-unicit
Remarquons d’abord que, avec les notations du thorme 1, les applica-

tions qui vrifient (1)’ forment une partie convexe de Rz (ou, ce qui revient
au mme, du dual de E).
Considrons la quadrique V d’quation (XoX- XX--0) et le

c6ne V de dimension 3 ayant V pour base; notons W le sommet de Vet o
l’anneau local de W sur V; celui ci contient l’anneau de coordonnes homo-
gnes A de V et est l’anneau de fractions de A relativement a son ideal
homogne maximal. La filtration de o par les puissances m" de son idtal
maximal dtfinit une valuation w qui domine o. Soient G une gnratrice de
la quadriqu.e V, G ( V) le plan la projetant/ partir de W, et l’idtal de
G dans o. Nous allons d’abord montrer que, avec les notations de (6), on a
w’() 1.
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Dmonstration. Notons l’idal de G dans A, et J l’idal maximal
homogne de A. Montrons qu’on a c )s (ot dsigne la puissance
symbolique n’e de ); comme ce sont des idaux homognes, il suffit de
montrer que, si u est un lment homogne de degr q de s, on a q => n;
or u est l’quation d’une surface S de degr q; on a SO. V nG H o
H est un diviseur positif sur V; intersectons avec une gnratrice Gr de V,
appartenant l’autre systme que celui de G et intersectant proprement
H; le cycle (S.V).,o Gr S.Gr est de degr q, et (nG).,o Gr est de
degr 1; d’o q >= n. Commen et 9) engendrent s et m dans 0, on a

VCn c ms, d’o w(y) >= v(y) pour tout y e . L’galit est possible, par
exemple pour les formes linaires nulles sur Get pour leurs puissances. D’o
w’() 1 d’aprs (6).

Ceci tant, comme tout diviseur sur le cSne Vest linSairement Oquivalent
un diviseur "conique" ([4], loc. cit.) et comme tout diviseur sur V est

linSairement quivalent une combinaison linaire de deux gOnSratrices
donnes, G et G de systmes distincts, l’espace vectoriel E du thSorme 1
est engendr8 par F et par les deux id8aux i des plans Gi proietant les droites
G (i 1, 2). D’autre part l’SlSment 1 - de E est le diviseur (y) de l
classe y dans o d’une forme linSaire et, pour toute application z vSrifiant (1)’,
on a donc () () w(y) 1. Ainsi est entirement dtermine
par le nombre a (), et on a nScSssairement 0 _-< a =< 1.
Comme w’() w’() 1, le thorme 3 montre l’existence de deux appli-
cations 0 et vOrifiant (1) et telles que 0(P) 1 (d’ofi 0() 0) et
que (1) 1 (d’ofi () 0). Par convexit les applications vSrifiant
(1)’ sont les (1 a)0 -t- a off a parcourt l’intervalle [0, 1].

Soient lors V’ la transformte monoidale du c6ne V relativement u som-
met W, f l’application canonique de V’ sur V, et W la surface de V corres-
pondant W; la restriction de f V W est un isomorphisme de V W’
sur V W. Pour tout diviseur D sur V nous noterons D le diviseur sur
V’ correspondant rtgulirement D (D’ est l’adhtrence de f-(D) V W)
dans V’). L’anneau local de W sur Vrest l’anneau de la valuation w dfinie
ci dessus. Pour 0 _-< a -< 1, nous tendrons a aUX diviseurs sur V (et pas
seulement ux diviseurs locaux en W) en posant oa(D) 0 si aucun.e com-
posante de D ne contient W. Alors l’application

D---.fj’(D) ff)a(D)’Wr’ D’

vrifie les conditions (a) et (b) de l’Introduction. Comme V (resp. Vr) est
une varitt rationnelle, l’quivalence linaire des diviseurs y coincide vec
l’quivalence algbrique; donc la condition (c) de l’Introduction se rduit

(b) et est aussi vrifie.
I1 semble donc que, dans cet exemple, il y ait une infinit de faons raison-

nables de dfinir le diviseurf-l(D). Notons que, pour chacunes d’elles, on
a f(f-(D)) D (D diviseur sur V) et f-(f(Dr)) D multiple de W’
D diviseur sur V’
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Remarque. Dans les cas off il n’y a pas unicit de , les cycles coef-
ficient rels s’introduisent naturellement. Dans les cas d’unicit (c.O.d.
quand o est presque factoriel reltivement i w) il serait inttiressant de svoir
si, comme dans l’exemple trit au thorme 4, ces coefficients seront toujours
rationnels; plus gnralement on peut se demander si les nombres rels w’(O)
difinis par (6) sont toujours rationnels (cf. [3]).
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