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Symétries

Jacques TITS

Membre de I’ Académie

Pour le mathématicien, la notion de symétrie ne se distingue guére de celle d’automor-
phisme. L’ensemble des symétries d’un objet est son groupe d’automorphismes. La
notion de groupe « abstrait », due & Evariste Galois, répond a lidée de « type de
symétrie ». La théorie des groupes montre qu’il n’est pas raisonnable d’essayer de
déterminer tous les types de symétrie possibles, mais elle permet de « décomposer » un
type de symétrie en composants simples, et la détermination de tous les groupes finis
simples a été achevée tout récemment, au terme d’un effort collectif sans précédent en
mathématiques. Ces recherches ont entrainé la découverte de types de symétrie nouveaux,
d’une grande beauté, les « groupes sporadiques », et notamment le trés remarquable (et
mal nommé) « Monstre » de Griess-Fischer.

Symétries et groupes d’automorphismes

Les symétries que I'on attribue & un objet dépendent de fagon essentielle des qualités
de I'objet que I'on décide de prendre en compte a ’exclusion de toute autre. Sans ce
processus d’abstraction, aucune symétrie (parfaite) n’est possible. Autrement dit, une
vraie symétrie est I'apanage d’« objets » caractérisés par un systéme bien délimité de
propriétés : c’est 1a le propre des « objets mathématiques ». En un sens, on peut donc
affirmer qu’il n’y a de symétrie absolue que mathématique.

Les « objets mathématiques » dont il vient d’étre question se présentent le plus souvent,
dans les formulations actuellement les plus courantes, comme des ensembles dotés de
structures. Lorsqu’on cherche a formaliser I'idée de symétrie, on est conduit & la notion
d’automorphisme : un automorphisme d’un ensemble structuré est une permutation (on dit
aussi « transformation », dans une acception du terme un peu ¢€loignée de sa signification
courante) de 'ensemble, qui préserve la structure envisagée (exemples 1 a 6). Ainsi, on
retrouve les symétries du langage courant en considérant comme transformations la
symétrie par rapport 4 un point (symétrie centrale), la réflexion dans un miroir (symétrie
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Exemple 1

Cette figure a sept automorphismes (« symétries ») évidents.

Elle en acquiert quatorze si 'on « oublie » qu’il y a des points noirs et d’autres blancs.
Elle en a cent soixante-huit si I'on distingue a nouveau ces deux couleurs mais si I’on fait
abstraction de la longueur des segments pour ne retenir que la « structure de graphe »,
C’est-d-dire la distinction entre les couples de points liés par un segment et ceux qui ne le
sont pas (noter par exemple que la permutation 152-+3-54-5-56—-7-1, I-II-II-1V-YV-
—VI-VII-I respecte ces liaisons).

Enfin, elle en acquiert trois cent trente-six lorsqu’on ne considére plus que la structure de
graphe. Ainsi, le groupe de tous les automorphismes de ce graphe est un groupe d’ordre 336.

bilatérale, ou énantiomorphie), les rotations d’un angle 2n/n autour d’un axe (symétrie
axiale d’ordre n), les permutations d’une collection d’objets (sous-jacentes aux expressions
« jouer un rdle symétrique », « avoir des relations symétriques »), etc.

Les automorphismes d’un objet donné jouissent évidemment des propriétés suivantes :
la succession de deux automorphismes a pour résultat un automorphisme (appelé aussi
produit des deux automorphismes en question); tout automorphisme posséde un automor-
phisme inverse qui, effectué a sa suite, raméne Iobjet a sa position initiale; il existe
toujours au moins un automorphisme, a savoir I'identité (qui ne bouge rien). On exprime
I’ensemble de ces propriétés en disant que les automorphismes d’un objet forment un
groupe et, plus exactement, si I'objet en cause est un ensemble structuré, un groupe de
permutations (ou de transformations) de cet ensemble. Ainsi, la théorie de la symétrie ne
se distingue-t-elle guére de la théorie des groupes et, plus particuliérement, de la théorie
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Exemple 2

Cette figure a six ou trois automorphismes « évidents » selon qu’on accepte ou non les
retournements. Elle en a cent soixante-huit si 'on décide de n’y voir que sept points (1,
2, ..., 7) dont certains triples sont « alignés » et d’autres ne le sont pas (« aligné » signifie
« situés sur une méme ligne », laquelle peut étre droite ou circulaire : les points 2, 6, 7 sont
alignés; 2, 6, 1 ne le sont pas).

Le groupe d’ordre 128 des permutations préservant I'alignement est « le méme » que le
groupe d’ordre 128 de la figure 1 (on dit qu’ils sont « isomorphes »); cela se voit en remarquant
que si 'on met les points 1, 2, ..., 7 et les lignes I, II, . . ., VII en correspondance avec les
sommets de méme nom du graphe de I'’exemple 1, I’appartenance (ex. : le point 2 appartient
aux lignes I, II, VI et a aucune autre) correspond, pour les sommets correspondants du
graphe, a la propriété d’étre liés (le sommet 2 de la figure 1 est lié aux sommets I, II, VI et &
aucun autre).

des groupes de permutations. Rappelons que cette notion de groupe de permutations a
été dégagée par E. Galois a I'occasion de ses travaux sur les équations algébriques :
I’objet considére est ici 'ensemble des solutions d’une telle équation [de la forme P (x) =0,
ou P est un polynome de degré quelconque], et la structure a laquelle on s’intéresse est
constituée par toutes les relations rationnelles (c’est-a-dire, s’écrivant a ’aide des seules
opérations élémentaires +, —, x, :) existant entre ces solutions et les coefficients de
I’équation (ou, plus généralement, un systéme de nombres que I'on considére comme
donné) (exemples 3 et 4). :

On a vu qu'un objet mathématique se présente le plus souvent comme un ensemble
structuré. Lorsqu’on enrichit la structure (ce qui, dans des cas concrets, signifie que 'on
décide de prendre en considération des qualités qu’on ignorait jusqu’alors), cela a pour
effet de diminuer la symétrie de 'ensemble ou, en termes plus précis, de remplacer le
groupe des automorphismes par un sous-groupe (exemples 1, 2, 3, 4). C’est le processus
connu des physiciens sous le nom de brisure de symétrie. La théorie de Galois des
équations algébriques peut étre vue comme une application de cette idée. Résoudre
complétement une équation algébrique revient a détruire totalement la symétrie de 'ensem-
ble de ses solution : lorsque cet ensemble est entiérement dépourvu de symétrie (c’est-a-
dire, n’a plus d’autre automorphisme que I'identité), chaque solution est différente de
chaque autre, donc est connue! Les critéres de résolubilité des équations par extractions
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Exemple 3
L’équation
x°—6x3—x2+4 x—1=0
a cinq solutions :
x,=-2132..., X,=—1,127 ..., x3=0,330..., x,=0,552.. ., xs=2,407 ...

Considérés « avec toutes leurs propriétés », ces cing nombres ne présentent aucune symétrie
(le groupe d’automorphismes est réduit a la permutation identique). Mais lorsqu’on s’intéresse
seulement aux relations rationnelles (relations s’exprimant & I'aide des quatre opérations
élémentaires de I'arithmétique) entre eux, telles que

Xy X+ X3+ x4+ x5=0,
xI+x3+x3+x3+x3=12,
Xy Xy X3X4Xs=1,
etc., toute permutation de x,, ..., x5 devient un automorphisme de la structure : le groupe
des automorphismes est le « groupe symétrique », d’ordre 120, formé par ces permutations.
Si, outre les opérations rationnelles, on s’autorise des extractions de racines carrées (en
distinguant les deux racines opposées), de nouvelles relations apparaissent : on a

(x2—x) (x3—xy) (XA;xl) (xs—x)
(x3—x3) (xa—x3) (xs—x5) o

(xa—%3) (xs—x3)

(xs—x4) = /36497.

Cette relation n’est plus conservée, par exemple, par la permutation x; <> X, (X3, X4 X5
étant fixés). Le groupe des automorphismes devient ici le « groupe alterné » d’ordre 60.

Cet exemple et 'exemple 4 illustrent la théorie de Galois des équations algébriques.

(N.B. : Bien qu’une équation algébrique écrite « au hasard » ait « en général » le groupe
symétrique comme groupe d’automorphismes, il n’est pas commode d’exhiber une équation
simple dont toutes les racines soient réelles et dont le groupe est celui que 'on veut. L’exemple
ci-dessus est di 4 P. Cartier.)

de racines s’obtiennent comme cas particuliers de ce principe; chaque extraction de racine
que 'on s’autorise « enrichit » la structure de I’ensemble des solutions et induit donc une
« brisure de symétrie » de cet ensemble; ’équation est résoluble par radicaux si une
succession de telles opérations permet de réduire « a néant » (plus exactement : a la seule
transformation identique) le groupe de I’équation.

Types de symétrie et groupes « abstraits »

Quand peut-on dire que deux objets ont les mémes symétries? 1l est naturel de
considérer que C’est le cas lorsque chacun d’eux peut se déduire de I'autre par une
opération ne détruisant en rien la symétrie de ce dernier (le mathématicien 'dxra:
« invariante par son groupe d’automorphismes »). Ainsi, un dodécaédre peut se déduire
16
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Exemple 4
Les cinq racines de I’équation

X+ x*—4x3-3x2+3x+1=0,

sont
x,=1,6825..., x,=0,8308...
X3=—0,2846 ..., x,=—13807..., x,=-—19189.._,
Cest-a-dire
2 4
xl:2cos—n, x2:200s—n,
n T i0n
X3=2C08—, X4=2c08—, Xs=2C08—.
1 11 11

Considérées comme nombres réels, elles n’ont pas plus de symétrie que celles de I'exemple 3.
Lorsque I'on s’intéresse seulement aux relations rationnelles entre elles, elles en ont méme
moins : on a, en effet,

2 2 2 2 2
x{—2=1x,, X3—2=X,, X3—2=x3, x3—2=Xs, X5—2=x,.

Les symétries de cet ensemble d’équations sont celles de la figure suivante :

N/

x3 * X4
Elles forment un groupe cyclique dordre 5. De cette constatation, la théorie de Galois

permet de déduire que I'équation donnée peut se résoudre a I'aide d’extractions de racines
carrées et cinquiémes.

d’un icosaédre en tronquant de la méme fagon chacun de ses sommets, et vice versa; ces
deux solides ont donc manisfestement les « mémes » symétries.

Lorsqu’on analyse ce concept (dans I'esprit de Félix Klein) on est conduit & attribuer
4 deux objets les « mémes » symétries lorsque leurs groupes d’automorphismes sont
isomorphes, ce qui signifie qu’on peut établir une correspondance biunivoque entre les
automorphismes de I'un et les automorphismes de ’autre de telle sorte que la composition
des automorphismes se corresponde (exemples 1 et 2; 3 et 5; 6). La loi de composition
constitue la « table de multiplication » du groupe; deux groupes isomorphes ont donc
« la méme » table de multiplication.

17
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Exemple 5

uow)) uopadidy uoparoa]

Icofaedron Planum Vacuum

(Planche attribuée a Léonard de Vinci.) Le groupe des rotations de I'icosaédre sur lui-méme,
Cest-a-dire des automorphismes de cette figure du point de vue de la géométrie euclidienne
orientée est un groupe d’ordre 60, « le méme » que (C'est-a-dire, isomorphe a) celui de
I'exemple 3 : il est possible de deux fagons d'inscrire dans I'icosaédre cinq tétraédres et
d’attacher a chacun d’eux I'un des x; de I'exemple 3 de telle fagon que les automorphismes se
correspondent. Si I'on fait abstraction de l'orientation, ce qui revient 4 admettre comme
automorphismes les réflexions dans un miroir (ou la symétrie par rapport au centre), le groupe
d’automorphismes devient un groupe d’ordre 120, différent de celui de P'exemple 3.

Il convient de souligner que cette notion de « mémes » symétries est sensiblement plus
abstraite que celle du langage courant : ainsi, une symétrie centrale et une symétrie par
réflexion (symeétrie bilatérale) donnent lieu toutes deux a la table de multiplication

[+ =Tidentité, — =symétrie d’ordre 2] et ne se distinguent donc pas du point de vue
que 'on vient de décrire.

Disons que les symétries de deux objets sont de méme type si elles sont les « mémes »
au sens précédent. Il y a équivalence entre la notion ainsi décrite de type de symétrie et
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Exemple 6

Le tétraédre régulier :

et le dodécagone régulier :

ont chacun douze ou vingt-quatre automorphismes selon qu’on tient compte de I'orientation
ou non. Mais les groupes d’automorphismes en question ne sont pas isomorphes (par exemple :
le tétraédre orienté n'a que trois symétries d’ordre 2 et I’hexagone en a six).

la notion mathématique de groupe (on dit aussi parfois, pour raisons historiques, groupe
« abstrait »). On voit donc qu’un groupe est caractérisé par sa table de multiplication.
Ceci ne veut pas dire que toute table de multiplication est celle d’un groupe : il faut
pour cela qu’elle puisse étre réalisée comme la table de multiplication du groupe des
automorphismes d’un objet, ce qui se traduit par des axiomes que I'on trouve dans les
premiéres pages de tout manuel d’algebre (associativité, existence d’un élément neutre et
d’un inverse bilatére).

Symoétries et groupes composés; groupes simples : o

11 peut arriver que le groupe des symétries d’un objet se « décompose » en.deux groupes
plus petits. Commengons par donner un exemple simple de ce phenomene

Considérons le systéme formé de deux boules blanches, deux ‘boules noires et deux
boules rouges. Si 'on s’intéresse seulement aux différences de couleurs. mais non ‘aux
couleurs elles-mémes, ce systéme posséde quarante-huit automorphismes : chacun d’eux
«induit » I'une des six permutations possibles des trois couleurs, et chacune de ces
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permutations est induite par huit automorphismes du systéme; en particulier, si I'on
individualise a présent les couleurs (occasionnant ainsi une « brisure de symétrie »), le
groupe d’automorphismes du systéme se réduit aux huit permutations qui préservent les
couleurs, c’est-a-dire, qui « induisent I'identité » sur I’ensemble des trois couleurs. Ainsi,
le groupe de départ, d’ordre quarante-huit (on appelle ordre d’un groupe le nombre de
ses éléments) apparait en quelque sorte comme « composé » d’un groupe d’ordre six
(groupe des permutations des trois couleurs) et d’un groupe d’ordre huit.

De fagon générale, soit G le groupe des automorphismes d’un ensemble structuré E.
Supposons que 1’on puisse déduire de E un nouvel ensemble structuré E et que G induise
le groupe des automorphismes G’ de celui-ci (dans 'exemple précédent, E’ était I'ensemble
des trois couleurs et G’ le groupe de ses six permutations). Soit G” le sous-groupe des
éléments de G qui induisent I'identité de E’. Ainsi, G décrit les symétries de E tel qu’il
est donné initialement, G” les symétries de ce méme ensemble dont on a enrichi la structure
en individualisant chaque point de E’, et G’ les symétries de E’. On dit alors que G” est
un sous-groupe distingué de G et que G’ est le groupe quotient de G par G”, ou encore
que G est extension de G” par G”. Ces notions, sans doute les plus importantes de la
théorie des groupes, sont, elles aussi, dues a Galois (qui utilisait évidlemment une autre
terminologie). Comme précédemment, nous omettrons les définitions formelles, qui ne
pourraient qu’étre recopiées de traités élémentaires.

On dit qu'un groupe est simple s’il ne peut pas étre « décomposé » au sens qui vient
d’étre décrit, c’est-a-dire s’il ne posséde aucun sous-groupe distingué (autre que lui-méme
et le sous-groupe réduit a I'identité : la conscience du mathématicien lui impose hélas la
lourdeur de telles précisions). C’est la, a vrai dire, un emploi du mot « simple » assez
détourné de son sens commun : les groupes simples sont, & certains égards, les plus
difficiles & appréhender puisque leur étude ne peut pas étre ramenée a celle de groupes
plus petits qu'eux. Le terme « indivisible » (*) donnerait une idée plus juste de la notion;
d’ailleurs, on peut établir un paralléle entre les groupes simples et les nombres premiers
(eux aussi indivisibles).

Le probléme de 'énumération des types de symétrie;
classification des groupes finis simples

Peut-on énumérer ou décrire tous les types de symétrie — donc tous les groupes
abstraits — existants?

‘Avant d’aborder cette question, il est nécessaire de souligner ici que, bien que cela
m’ait jamais été postulé explicitement, on a surtout pensé, dans les considérations qui
précédent, aux symétries finies, C’est-a-dire aux groupes dont 'ordre est fini. C’est 1a une
restriction considérable. Déja dans la vie courante, les symétries infinies abondent :
symétries cylindriques, symétries sphériques, symétries de translations (de certains orne-
ments, de réseaux cristallins), etc. En mathématique, les groupes infinis sont la matiére de
domaines importants et vastes (groupes topologiques, groupes de Lie, groupes algébriques,
groupes arithmétiques, groupes libres, etc.). Mais il faut se limiter : revenons-en donc,
désormais, aux seuls groupes finis.
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Exemple 7
Nombre S des « types de symétrie » (=classes d’isomorphismes de groupes) d’ordre n :

n|123456789101112...313233

S1111212152215..A1511

Méme moyennant cette restriction, le probleme de la description ou de I'’énumération
de tous les groupes finis existants ne parait pas abordable (ni méme raisonnable), du
moins avec les concepts actuels. Cependant, 'extréme complexité de cette question réside
surtout dans la trop grande variété des « compositions » possibles de groupes simples.
Ainsi, on peut montrer que, par la « composition » successive de cinq groupes d’ordre 2,
on peut construire cinquante-ct-un groupes d’ordre 32 différents (c’est-a-dire, non isomor-
phes), tandis qu’il existe un seul groupe d’ordre 31 (car 31 est premier) et un seul groupe
d’ordre 33 (exemple 7). On peut éviter délibérément cette complication et se proposer

seulement de déterminer tous les groupes (finis) simples, c’est-a-dire, tous'les types de-
symétrie non « décomposables ». Il y a encore vingt ans, ce probléme. auralt lu1 aussL’

paru inabordable; il vient cependant d’étre résolu.

L’histoire de cette découverte est intéressante et le résultat surprenant. E. Galois avait,
deés 1820, mis en évidence I'existence d’une infinité de groupes simples. D’autres séries
infinies de tels groupes furent ensuite découvertes par C. Jordan (vers 1870), puis par
L. E. J. Dickson (aux environs de 1900).

Aprés un nouveau hiatus de plus d’un demi-siécle, un pas décisif a été accompli en
1955 par C. Chevalley, non seulement par la mise & jour d’autres séries infinies, encore
inconnues, mais surtout par le développement d’une théorie unificatrice, s’appliquant a
la plupart des groupes simples connus a I’époque. (Comme I’a souligné J. Leray dans la
discussion qui a suivi 'exposé oral, les progres réalisés en 1955 par C. Chevalley reflétaient
ceux accomplis entre-temps, notamment grace a ’ceuvre fondamentale d’Elie Cartan, en
théorie des groupes de Lie; il est d’ailleurs significatif quaussi bien les groupes découverts
par Jordan et par Dickson que ceux de Chevalley ont été apercus grace a leur analogie
avec des groupes infinis — des groupes de Lie — connus avant eux.)

Aprés que quelques autres séries infinies (dues a R. Steinberg, M. Suzuki, R. Ree et
l'auteur), s’inscrivant bien dans la voie tracée par Chevalley, soient venues s’ajouter aux
précédentes, on pouvait, vers 1960, brosser un tableau assez cohérent et
« compréhensible » des groupes finis simples connus, ceux-ci se répartissant pour la
plupart en quelques familles infinies que I’on pouvait rattacher de fagon naturelle et pour
ainsi dire algorithmique aux groupes de Lie simples, eux-mémes entiérement classifiés
dés la fin du siécle dernier par W. Killing et E. Cartan. A ce bel ordre échappaient, il est
vrai, cinq groupes isolés, découverts entre 1861 et 1873 par E. Mathieu, mais il s’agissait
1a de vieilles connaissances, un peu excentriques, et plus d’un était prét a conjecturer que
tous les groupes finis simples étaient désormais connus. C’est en 1966 que Z. Janko causa
une premiére surprise en « produisant » un nouveau groupe simple, d’ordre 175 560.
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Deux ans aprés, Janko récidivait, avec deux autres groupes, et D. Higman et C. Sims en
exhibaient un quatriéme.

Puis ce fut le tour de J. McLaughlin (1969), D. Held (1969), M. Suzuki (1969),
J. Conway (trois d’un coup, en 1969), B. Fischer (trois également, en 1970),... L’épidémie
cessa abruptement, aprés une derniére trouvaille de Janko (un groupe d’ordre ~8,7.10'°)
en 1975. On sait a présent, cela a été prouvé depuis (3 un détail prés : voir la note (),
quoutre les groupes appartenant aux séries infinies « du type de Lie » (?), groupes
susceptibles d’une description unifiée, cohérente, il existe en tout et pour tout vingt-six
groupes exceptionnels, on les appelle sporadiques, & savoir les cinq groupes de Mathieu
et dix-neuf autres, ceux-1a méme découverts entre 1966 et 1975, pour ’existence desquels
on n’a pas encore d’« explication » vraiment satisfaisante.

Le statut du théoréme de classification qui vient d’étre énoncé est peu commun. Il est,
fait unique en mathématique, le résultat d’un travail collectif de plusieurs dizaines de
chercheurs, répartis dans le monde entier (surtout aux Etats-Unis et en Allemagne, mais
aussi en Angleterre, au Japon, en France,...). Les articles qui contribuent au résultat
final, et dont certains n’existent encore qu’a I’état d’ébauches, occupent quelques milliers
de pages dont personne, sans doute, ne domine 'ensemble, méme si quelques experts ont
assurément une idée précise de ses principales articulations. Parmi eux, il faut citer celui
qui s’est improvisé I'orchestrateur des recherches : D. Gorenstein. Il n’est pas douteux
que I'édifice comporte encore quelques failles : c’est toujours inévitable dans une ceuvre
de cette ampleur, et ce 'est plus encore dans le cas présent étant donné la précipitation
qui a marqué la mise au point de certaines parties de ’ensemble et le fait que quelques-uns
des protagonistes brillent plus par leur intuition, parfois géniale, que par une extréme
rigueur dans leur expression. Cependant, les spécialistes ne conservent gucre de doute
sur Iexactitude du théoréme, leur confiance étant justifiée précisément par Iintuition
remarquable (le terme anglais « insight » serait mieux approprié) des principaux artisans
du résultat et par les nombreux recoupements qui semblent exclure la possibilité d’une
faute majeure.

Autre particularité remarquable : prés de la moiti€ des groupes sporadiques ont été
« découverts », ce qui veut dire que leurs principales propriétés ont pu étre décrites,
plusieurs mois, voire des années, avant que leur existence ait ét¢ prouvée (souvent &
l'aide d’ordinateurs). Cela fait davantage penser a certaines branches de la physique, a la
théorie de particules élémentaires par exemple, qu’a la fagon habituelle dont progressent
les mathématiques. En tous cas, les philosophes pourront y trouver matiere a réflexion
sur la nature de ces « objets mathématiques », dont I’existence est devinée longtemps
avant d’étre prouvée (souvent par quelqu’'un d’autre que le premier « découvreur »).

Le « Monstre » de Griess-Fischer

Terminons cet exposé par quelques mots concernant le plus remarquable des groupes
sporadiques, 'un des derniers-nés et aussi le plus gros de tous. Appelons-le M.

C’est un groupe d’ordre N~8.10°% (pour la valeur exacte de N, cf. exemple 8)
« découvert » indépendemment, un méme week-end de novembre 1973, par B. Fischer a
Biclefeld et par R. Griess & Ann Arbor. Son existence a été prouvée par le méme Griess
en 1981 (3).
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Exemple 8

Le « Monstre » de Griess-Fischer
Groupe M d’ordre

N=2808017424794 512875886459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000
=groupe des automorphismes d’un graphe d’ordre

5791748 068 511 982 636 944 259 375

=groupe des automorphismes d’une algebre de dimension
196 883.

Comment peut-on montrer I’existence d’un tel « Monstre » ? (C’est le nom qu’il a regu,
assez injustement d’ailleurs étant donné les merveilleuses propriétés de symeétrie qu’il
recéle.) La tache dépasse les capacités de tout ordinateur présent et,sans doute, a venir;
il y a donc ici matiére a s’exercer pour I'esprit humain. Ecrire la table de multiplication
du groupe (une¢ table & N lignes et N colonnes, dont chaque élément est un nombre a
cinquante-quatre chiffres!) est évidemment hors de question. Il est naturel, et cela nous
rameéne au sujet de I'exposé, de chercher a4 décrire M comme le groupe des symétries
d’un objet approprié. Le type d’objet auquel les spécialistes songent d’emblée est un
graphe, ensemble de points (les « sommets » du graphe) dont certaines paires sont relices
par un trait (aréte du graphe) (c¢f. 'exemple 1). Hélas, un graphe ayant le Monstre pour
groupe d’automorphismes devrait avoir au moins 5. 1027 sommets (exemple 8), ce qui le
rend malaisé a dessiner! Griess procéde autrement : il'« engendre » M par certains de
ses ¢léments de la méme fagon, par exemple, que le groupe des soixante rotations d’un
icosacédre peut étre engendré par deux de ses éléments, convenablement choisis (on peut
prendre comme éléments générateurs une symétrie axiale d d’ordre 2 et une symétrie
axiale ¢ d’ordre 5; toute rotation est alors le résultat de la succession de ¢ et de d pris avec
répétition et dans un ordre convenable). Dans le cas du Monstre, et de sa construction par
R. Griess, il ne s’agit plus de deux rotations ordinaires, mais de rotations en beaucoup
plus grand nombre, d’un espace euclidien E a 196883 dimensions. La preuve d’existence
fait intervenir de fagon auxiliaire une certaine loi de multiplication dans E (une « loi
d’algébre ») invariante par M et il est alors naturel de se demander quel est le groupe de
tous les automorphismes de cette loi. L’auteur a pu montrer que ce groupe n’est autre
que le Monstre M lui-méme, qui apparait, de la sorte, comme le groupe de toutes les
symétries d’un objet, d’ailleurs assez facile a décrire [8].

La théorie des groupes aprés le théoréme de classification

Loin de mettre un terme aux recherches sur les groupes finis, I'achévement de la
classification des groupes simples a donné a ces recherches une vigueur nouvelle, ne
serait-ce qu’en libérant des énergies qui étaient orientées dans ces derniers temps vers un
but quelque peu négatif (puisqu’il s’agissait, au fond, de montrer la non-existence de
groupes finis simples n’appartenant pas a une liste établie dés 1976).
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Bien que la conclusion en soit désormais connue, on ne peut certes pas dire que le
théoréme de classification a atteint son état final. Il a été fait allusion, plus haut, a la
preuve qui nous en est donnée : preuve touffue, sans unité, assurément pleine de redon-
dances et de détours, occupant des milliers de pages parfois peu lisibles. De nombreux
travaux en cours visent a la « décantation » de cette démonstration et a la recherche
d’autres voies d’acceés, que 'on espére plus courtes et plus conceptuelles, permettant
d’atteindre le résultat; on leur a donné le nom de « Révisionnisme » (et, comme pour
tous les révisionnismes, plusieurs écoles de pensées s’affrontent, trés pacifiquement
d’ailleurs!). Dans un ordre d’idées voisin, les groupes sporadiques offrent des perspectives
de recherches riches et fascinantes. Ces groupes nous apparaissent encore comme des
« accidents » isolés et plusieurs d’entre eux restent totalement mystérieux (notamment les
trois ou quatre dont la preuve d’existence requiert encore, a ce jour, un ordinateur). Les
« comprendre » c’est-a-dire les incorporer a un systéme cohérent qui rende leur existence
naturelle, proche de I’évidence, est un défi a I'ingéniosité du mathématicien et une tache
passionnante, dont I’accomplissement requerra probablement des idées extérieures 4 la
théorie des groupes finis (cf. [7]).

La solution du probléme de classification a changé I'aspect de bien des domaines de la
théorie des groupes finis. De nombreuses questions posées et restées en suspens depuis
des années, voire des décennies, peuvent a présent étre traitées par simple inspection de
tous les cas possibles (cf. [3]). Cependant, cette facon de procéder est souvent jugée peu
¢légante (on ne tue pas une mouche avec un canon!) et, lorsqu’il s’agit de résultats
importants, la « preuve par la classification » doit plutot étre prise comme un simple
encouragement (de poids, il est vrai) a la recherche de voies plus directes.

Les groupes « abstraits » ont ici été assimilés aux « types de symétrie ». La connaissance
de ces types — et notamment de tous les groupes simples — n’est qu’un pas dans 1’étude
des objets ayant ces symeétries. C’est 1d un vaste sujet de recherches recoupant les
domaines les plus divers des mathématiques, et notamment de la géométrie, a laquelle la
classification a donné un nouveau souffle.

Mais le fait que le présent exposé, consacré a la notion de symétrie, a €té axé sur la
classification des groupes finis simples, ne doit pas faire croire que celle-ci constitue
I’essence unique de la théorie des groupes finis. D’autres domaines de cette derniére sont
d’une importance au moins égale. Ainsi, I'étude des représentations linéaires, peu influen-
cée par la classification, est depuis de nombreuses années un des domaines les plus
actifs de la théorie. Ici aussi, de nombreux problémes restent posés malgré les progres
spectaculaires réalisés dans ces derniéres années, par P. Deligne et G. Lusztig notamment.

Enfin, il convient de redire que la théorie des groupes finis n’est qu’une petite partie
de la théorie des groupes et que diverses espéces de groupes infinis (groupes de Lie,
groupes algébriques, groupes arithmétiques et autres groupes « discrets », ...) jouent un
role toujours croissant dans les mathématiques et les autres sciences.

NOTES

(}) « Indécomposable » conviendrait mieux encore, mais est réservé par les mathématiciens 4 un concept
plus général : tout groupe simple est indécomposable mais la réciproque n’est pas vraie.

(?) Pour la commodité de Pexposé, on range ici les groupes aiternés et les groupes cycliques d’ordre premier
dans les groupes du type de Lie.
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(®) A ma connaissance, il n’est pas entiérement prouvé — bien que personne n’en doute — que le nombre
N de I'’exemple 8 est I'ordre d’un seul groupe simple. C’est le seul point qui reste en suspens dans la classification
des groupes finis simples.
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