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FRANCOIS BRUHAT AND JACQUES TITS
822 — Seérie A C. R. Acad. Sc. Paris, t. 263 (28 novembre 1966).
THEORIE DES GROUPES. — Groupes algébriques stmples sur un corps local.

Note (*) de MM. Francors Brumar et Jacoues Tirs, présentée par
M. Jean Leray.

On garde les notations d’une Note précédente (‘). En particulier, K est
un corps muni d’une valuation ¢ discréte non triviale, K est ’anneau et k
le corps résiduel de ¢. On suppose, de plus, K complet et k parfait. On désigne
par K P’extension non ramifiée maximale de K, par J Tanneau des entiers,
par k le corps résiduel et par T' le groupe de Galois de cette extension.
On note =~ un homomorphisme de groupes de k* dans JC* relevant Iappli-
cation canonique et s’étendant en un homomorphisme d’anneaux de k
dans K lorsque car k = car K. Enfin, on note G un groupe algébrique
simple, simplement connexe, défini sur K et de K-rang .

Si & est un schéma en groupes affine de type fini lisse sur K, on note X
sa fibre générique, X° sa fibre spéciale et X” le groupe algébrique défini
sur k obtenu par application du foncteur de Greenberg au schéma
LR, (K[ HK) (pour n€N). On identifie le groupe &L, (resp. Ly)
des points de & a valeurs dans K (resp. J) avec un sous-groupe de X
(resp. Xg). Les X" forment un systéme projectif, les homormophismes de
transition étant définis sur k, surjectifs et de noyaux unipotents connexes,

7R

et &, s’identifie & lim “7}.
<%

1. Reprenons les hypothéses et notations du n® 1 de (') (G est donc
déployé sur K). Pour toute racine affine (a, 1) €ZX, posons

U(a, )y ={u.(t)|te K, v(z) =1}

Notons & le spectre de la HK-algébre engendrée par les caractéres de T
c’est un schéma en groupes sur K, dont la fibre générique s’identifie a T.
Pour 2€X, notons U, un schéma en groupes sur &K, isomorphe a Add,
ayant U, pour fibre générique et tel que (U.,)z= ﬁx; cecl caractérise U,
a i1somorphisme prés et 'on a aussi (U,),= U..

Soit Q une partie bornée non vide de A. Le sous-groupe de Gy (resp. Gg)
engendré par H=5, (resp. Ker V= %y) et les U, (vesp. U,) pour a>Q
est noté Pq (vesp. Po). Pour toute racine a €X,, soit «(a) I'intersection des
racines (a, ) qui contiennent Q.

Tutortme 1. — Il existe un schéma en groupes Ga affine, de type fini
et lisse sur I et un tsomorphisme ¢ de la fibre générique Go sur G tels que :

(1) la biyjection og : (Go)x = Gg induite par ¢ envoie le groupe (Go)s

sur Pa;
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(i1) Dalgebre affine de Gq s’identifie par ¢ a Ualgébre des fonctions régu-
licres sur G, définies sur K et prenant des valeurs dans 5 en tout point de Pg;

(111) La fibre spéciale G est connexe et les schémas Uy pour a €Ly, et G,
peuvent élre identifiés d des sous-schémas fermés de Ga de telle facon que les
restrictions de © aux fibres génériques U, et T sotent les injections canoniques
el que, pour un ordre convenable des racines, Uapplication produit donne un
tsomorphisme dw schéma produtt

[[ AUy X B

aEED
sur un sous-schéma ouvert de Go.
Chacune de ces propriélés caractérise la paire (Ga, 9) d isomorphisme prés.
o J—
On a 9x((Ga)x) = Po.
Le quotient Go de Go par son radical unipotent est un groupe réductif
connexe de rang égal a celui de G. Désormais, nous identifierons Go a G.

Remarque 1. — Si 'on prend pour Q une facette, on obtient ainsi un
schéma en groupes dont le groupe des points entiers s’identifie & un sous-
groupe parahorique de Gg. Lorsque Q est un point spécial de A [point de V
ou toutes les racines prennent leurs valeurs dans ¢ (K*)], Gq est isomorphe
au schéma de Chevalley-Demazure; c’est le seul cas ou G est réductif.
Si Q est réduit au sommet d’une chambre, ¢’est-a-dire si Pg est un sous-
groupe parahorique mazimal, Gg est semi-simple; si, par contre, Q=<0
(par exemple, si Q est une chambre, cas ou Po est un sous-groupe

d’Iwahori), alors Go est un tore (i. e. Gf est résoluble).

Remarque 2. — On peut généraliser ce qui précéde au cas o Q n’est
pas borné; on trouve alors des schémas en groupes de fibre générique
isomorphe & des sous-groupes algébriques de G contenant T.

2. Reprenons maintenant les hypothéses (G quasi déployé et résiduel-
lement déployé sur K) et notations du n° 2 de (*) et gardons celles du
numeéro précédent, mais en y remplacant K par L. Soit QC A% et notons P},

et f’i les sous-groupes de G et Gg correspondant a Q de la méme fagon
que ci-dessus, mais pour la donnée radicielle du n® 2 de (*). Le groupe I'
opére sur Go. Comme il opére trivialement sur k, on en déduit une action
de I' par automorphismes algébriques sur chacun des groupes Gg; soit (G)*
le groupe des points fixes de cette action et soit (G&)" Vintersection des

m

images dans G& des (G&)* pour m > n.

TutorimE 2. — Les groupes (G4)" sont des groupes algébriques connexes
définis sur k; ils forment un systéme projectif dont les homomorphismes de
transition sont surjeclifs & noyaux unipotents connexes. L’application cano-
nique (« réduction ») Po — (Gh)r envoie Pl dans (G?))“;: et P dans (Gh);-

n

Les homomorphtsmes ﬁﬁ)»lim((}@; el Pf‘—>]im<Gf_>Z quon en déduit
o7 M (Mo)% o =
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sont respectivement une injection dense (pour la topologie de la limite projec-
tive) et une bijection.

Le quotient G§ de (Gh)* par son radical unipotent est un groupe réductif
déployé, dont le type semi-simple se déduit du diagramme de Dynkin
résiduel A de G [¢f. (*)] de la fagon suivante. Quitte & transformer Q par
un élément de W% nous pouvons supposer que le sous-espace affine de A
engendré par  est intersection des hyperplans de points fixes d’un
ensemble J de générateurs distingués de W7, Alors :

Prorosrtion 1. — Le diagramme de Dynkin de Gé est le sous-diagramme
de A dont les sommets correspondent aux éléments de J.

Prorosition 2. — Supposons que Q soit une facette de A% Soit o Uappli-
cation canonique de P} dans (Gh)i. Lapplication Qi o= (Qi) est une
bijection de U'ensemble des sous-groupes paraboliques (resp. des sous-groupes
de Borel) définis sur k de Gf, sur Uensemble des sous-groupes parahoriques
(resp. des sous-groupes d’Iwahort) de Gy contenus dans Ph.

3. Revenons au cas général. Le groupe G est résiduellement déployé
sur K. Si P =P{, est un sous-groupe parahorique de Gg, nous noterons
désormais P" et P les groupes algébriques sur & notés ci-dessus (Gh)"
et Gh. Nous dirons que P est défini sur k ou est un k-sous-groupe para-
horique, s’il est invariant par I', et I'on posera alors P,= PN Gg. Dans
ce cas, I' opére sur le systéme projectif des P”, de sorte que les groupes
algébriques P" et P « sont » définis sur k.

Prorosition 3. — St P est un k-sous-groupe parahorique, I’ homomorphisme
canonique P, — P est surjectif.

Soit S un tore de G, déployé sur K. On appelle minitore de S, le sous-
groupe Mini S des s € Sg tels que ¥ (s)€(k*) pour tout caractére 7 de S.
Il est muni d’une structure naturelle de tore défini sur k, et méme sur k
lorsque S est défini sur K. Un sous-groupe M de Gg est appelé un minitore
(resp. k-minitore) s'il existe un tore S déployé sur K (resp. et défini sur K)
tel que M = Mini S (et S est alors 'adhérence de Zariski de M).

Proposition 4. — Soit P un sous-groupe parahorique (resp. un k-sous-
groupe parahorique) de Gg. Tout tore (resp. k-tore) de P est I'image d’un
minitore (resp. k-minttore) de P. Deux minitores (resp. k-minitores) contenus
dans P sont conjugués dans P (resp. par un élément de Py) si et seulement si
leurs images dans P sont conjuguées (resp. par un élément de Py).

Faisant usage du théoréme 1 de (*), on montre que :

Prorosrrion 5. — Soit S un K-tore de G, déployé sur K. Il ewiste un
k-sous-groupe parahorique de Gg contenant Mini S.

Utilisant la proposition 4, on en déduit :

Cororratre 1. — Il existe un tore déployé sur K mazimal de G, conte-
nant S et défint sur K.
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4. Sotent S un tore de G déployé sur K maximal, T un tore déployé

sur K maximal défini sur K contenant S et Z (S) le centralisateur de S.
D’apres (*), n® 2, on a une donnée radicielle (N, v, (U,)) dans Gy, avec
N = (Norm T)x [donnée notée (N, v¥, (U3)) dans (*)]. Sil= dim'S > o,
le groupe I' satisfait aux conditions du n® 7 de (*). On a alors :

Tutorime 1. — Les conditions (1), (i1) et (i) du théoréme 3 de (*) sont
remplies. Avec les notations utilisées la, on a Ni= (Norm S); et
Hi= {he Z(S) v (h) €I pour tout caractére <y de Z(S)}. Le groupe
W= N¥/H® est une extension du groupe de Weyl relatif & K de G par
un groupe abélien libre de rang . Si «€X®, Padhérence de Zariski de Uj
est le sous-groupe unipotent U, associé & une K-racine non divisible a de G
et (Uw)x est la réunion des Uj pour BEX" et o

Le théoréme 3 de (* ) fournit donc une donnée radicielle et une BN-paire
de groupe de Weyl W# dans Gy, d’ott la notion de sous-groupe parahorique
de Gx. Si l=o0, on a Ni= H%= G4 et G lui-méme est Punique sous-
groupe parahorique de Gg. D’aprés (*), n® 4, on a :

Prorosition 6. — Tout sous-groupe borné (*) de Gy est contenu dans un
sous-groupe borné maximal. Les sous-groupes bornés mazimauzx de Gy sont
les sous-groupes parahoriques maximaux et forment |41 classes de
conjugaison.

Prorosirion 7. — Les sous-groupes parahoriques de Gy sont les inter-
sections de Gy avec les k-sous-groupes parahoriques de Gg. Deux k-sous-
groupes parahoriques de Gy sont conjugués dans Gg ow coincident st et seule-
ment st leurs intersections avec Gg sont conjuguées dans Gy ou coincident.
Les k-sous-groupes parahoriques minimaux de Gg sont conjugués entre eux
par des éléments de Gy.

Cororraire 2. — St G est K-anisotrope, Gg posséde un et un seul k-sous-
groupe parahorique. Il contient Gy et Gg est borné.

(*) Séance du 7 novembre 1966.

(') F. BruHnats et J. Trirs, Comples rendus, 263, série A, 1966, p. 598.

(*) F. BruHAT et J. Tirs, Comples rendus, 263, série A, 1966, p. 766.

(*) Une partie de Gg est dite bornée si toute fonction réguliére sur G y est bornée.

(Institut Henri Poincaré, 11, rue Pierre-Curie, Paris, 5¢.)
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