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Une nouvelle preuve du théoréme de point fixe de Handel

PATRICE LE CALVEZ

M Handel has proved in [11] a fixed point theorem for an orientation preserving
homeomorphism of the open unit disk, that may be extended to the closed disk and
that satisfies a linking property of orbits. We give here a new proof of Handel’s fixed
point theorem, based on Brouwer theory and some plane topology arguments. We
will slightly improve the theorem by proving the existence of a simple closed curve
of index 1. This index result was known to be true under an additional hypothesis
and has been used by different authors (J Franks [9; 8], S Matsumoto [16]) to study
homeomorphisms of surfaces.

37B20, 37C25, 37E30; 37E45, 37J10

0 Introduction

M Handel a énoncé et prouvé dans [11] un théoréeme d’existence de point fixe pour un
homéomorphisme f préservant I’orientation du disque D = {z € C| |z| < 1}, qui se
prolonge au bord et qui vérifie une propriété d’enlacement d’orbites qui s’énonce sous
différentes formes, par exemple sous la forme suivante: il existe n points z; dans D
tels que

lim %) =0 lim f5z) = ;.
k——o0 k—+o00

otl les 27 points «; et w; sont des points distincts de S' = {z € C||z| = 1} et ou
les droites A; passant par «; et w; délimitent un polygone convexe compact a n
cOtés inclus dans D. Il s’agit d’un résultat d’une grande importance pour I’étude des
homéomorphismes de surfaces, qui a maintes fois été utilisé dans le domaine (voir
J Franks [9; 8] ou S Matsumoto [16]). Dans la plupart des cas ou ce théoreme est
utilisé, I’homéomorphisme f vérifie une propriété supplémentaire qui permet d’obtenir
une conclusion plus forte: il existe une courbe fermée simple C C D ne contenant
pas de point fixe de f et dont I’indice est 1. Rappelons que si I': s + I'(s) est un
paramétrage de C défini sur S, lindice i (f,C) est égal au degré de 1’application

_, JT() —T(s)
| f(T(s)) =T ()]
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Sii(f,C) # 0, on sait alors que f a un point fixe dans la composante connexe de
D\ C qui est simplement connexe.

La preuve de Handel de ce théoréme de point fixe est considérée comme difficile. Elle
utilise en particulier une généralisation de la classification de Nielsen-Thurston des
homéomorphismes de surfaces, au cas du disque D privé d’une réunion finie d’orbites
sans point limite. Elle utilise également la théorie de Brouwer des homéomorphismes
du disque et une version homotopique de cette théorie. Nous donnons dans cet article
une nouvelle preuve du théoreme du point fixe de Handel qui n’utilise que la théorie de
Brouwer “classique” et ol n’apparaissent donc aucun argument géométrique (existence
d’une métrique de courbure —1, groupes fuchsiens,...). Méme si la preuve n’est
pas trés courte, elle n’utilise, outre une partie de la théorie de Brouwer, que des
arguments simples de topologie plane. Nous prouverons que les hypotheses du théoréme
impliquent I’existence d’une chaine fermée de disques libres, c’est-a-dire d’une famille
(Di)iez/rz de parties ouvertes disjointes, connexes et simplement connexes, vérifiant
f(Di)ND; =, telle que | Ji>, f(Di))ND;11#@,pourtouti €Z/rZ. Le lemme
de Franks [7] énonce qu’il existe alors une courbe fermée simple C C D ne contenant
pas de point fixe de f et dont I’indice est 1. Ainsi le résultat d’indice est vrai sous
les hypotheses du théoréeme du point fixe de Handel, il n’y a pas besoin d’ajouter des
hypotheses. Nous verrons également que 1’hypotheése de prolongement au bord peut
étre 1égerement affaiblie.

Enoncons donc le théoréme, dont les hypothéses sont illustrées sur la Figure 1:

Théoreme 0.1 Soit f un homéomorphisme de D qui préserve I’orientation et n un
entier supérieur ou égal a 3. On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites:

(i) il existe une famille (z;);ez/nz dans D et deux familles (¢;)icz/nz €t (Wi)iez/nz
dans S, telles que limg_, oo f*(zi) = a; et limg 4 00 1*(zi) = w;, pour tout
ie Z/nZ;

(ii) les 2n points «;, w;, i € Z/nZ, sont distincts;

(iii) Ie seul, parmi ces points, qui se trouve sur I’intervalle ouvert du cercle orienté
S joignant w;_1 a w; est ®j41;

(iv) f se prolonge en un homéomorphisme de D U (Uiez/nz{“i» w,—}) .

11 existe alors une courbe fermée simple C C D ne contenant pas de point fixe de f et
dont I’indice est 1.
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Figure 1

Remarques

(1) Le prolongement défini par (iv) fixe nécessairement les points ¢; et w;. Cette hy-
pothese de prolongement est indispensable. En effet, nous rappelerons dans la prochaine
section que les orbites d’un homéomorphisme f de D, qui préserve 1’orientation
et qui n’a pas de point fixe, n’ont pas de point limite (en d’autres termes tendent
vers le bout de D en —oo et +00). Ainsi, si n > 3 est fixé, si (2;);jez/nz €St une
famille arbitraire de points de D d’orbites distinctes, si (@;);ez/nz €t (wi)iez/nz sont
deux familles arbitraires dans S! qui vérifient les hypotheses (ii) et (iii), il n’est pas
difficile de construire un homéomorphisme /s de D préservant 1’orientation, pour
que I’hypothese (i) soit satisfaite par la famille (/(z;));ez/nz €t ’homéomorphisme
ho f oh™!. L’hypothése de prolongement qui est supposée dans Iarticle original de
Handel est un peu plus forte: f se prolonge en un homéomorphisme de D.

(2) La propriété d’enlacement (ici I’hypothese (iii)) peut étre formulée différement.
Ainsi, dans ’article de Handel, les z; sont indexés par {1,...,n}, et 'hypothése (iii)
est remplacée par les deux assertions suivantes:

(iii"’) tout intervalle de S' délimité par deux points « -limites (resp. w -limites) contient
un point w -limite (resp. « -limite);

(iii”) pourtouti € {1,...,n}, il existe i’ € {1,...,n} tel que @; et w; sont séparés
sur S! par ajr et w;r.

Expliquons rapidement pourquoi ces deux conditions impliquent que la propriété (iii)
est vraie (a orientation pres) si on ne garde qu’un certain nombre des z;. Notons A; la
droite affine réelle orientée, engendrée par le vecteur joignant o; a w;, et l'[l.Jr (resp.
IT;") le demi-plan affine situé strictement a gauche (resp. a droite) de A;. Quitte a
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perturber 1égérement les points «; et w;, on peut supposer que 1’intersection de trois
droites A; est toujours vide. Il suffit de trouver une partie I/ de {1,...,n} telle que
Iintersection ();¢; l'[l.Jr ou ();e; II; soit relativement compacte dans D, puis de
choisir I’ C I, minimale parmi les parties de [ satisfaisant cette propriété. L’ assertion
(iii") implique que la fonction v: C\ |J;<;<, Ai — N, qui a z associe le nombre de
demi-plans H;r contenant z, prend exactement deux valeurs au voisinage de S et
que ces deux valeurs sont des entiers consécutifs. L’assertion (iii”) implique qu’il
existe au moins deux droites A; et A, qui s’intersectent dans D. Au voisinage du
point d’intersection, la fonction v prend trois valeurs consécutives. On en déduit que
le maximum ou le minimum de la fonction v sur D\ | J,<;<, A; n’est pas I'une
des deux valeurs pres du bord. Dans le premier cas (resp. second cas), on considére
une composante connexe U de D\ [ J;<;<, A; oll ce maximum (resp. minimum) est
atteint. Elle est relativement compacte dans D et on peut écrire U = [");¢; Hl.Jr (resp.
U=Nieg ;)00 I C{l,... n}.

Nous allons continuer cette introduction en rappelant certaines applications importantes
du théoreme de Handel a I’étude des homéomorphismes de surfaces isotopes a 1’identité.
Si (Ft)¢efo,1] est une isotopie issue de I’identité sur une surface M , on peut définir la
trajectoire y;: t — F;(z) de tout point z € M . Si z est un point périodique, de période
g > 1, on obtient alors un lacet [ [o<;< q—1 YFi(z) bar assemblage des trajectoires, dont
on note x(z;) € Hi(M, Z) la classe d’homologie. Les deux résultats qui suivent sont
des conséquences directes du théoreme de point fixe. Le premier est attribué par Franks
dans [8] a M Betsvina et Handel, le second est di a Franks [9]. Nous rappelerons
également les grandes lignes des preuves que 1’on trouve dans [9] et [8].

Théoréme 0.2 Soit M une partie ouverte de la sphére S?, dont le complémentaire a
au moins trois composantes connexes, et M son revétement universel. Soit (Ft)refo,1]
une isotopie sur M issue de I’identité, et ( f;);e[0,1] I'isotopie relevée a M qui est issue
de I’'identité. S’il existe un point périodique zy, de période q > 1, tel que k(z9) =0,
alors on peut trouver une courbe fermée simple C C M ne contenant pas de point fixe
de f1 etdont’indice i (f1,C) est 1. En particulier, F; a au moins un point fixe.

Idée de la preuve On peut munir M d’une structure riemannienne complete de
courbure —1 et identifier le revétement universel M au disque de Poincaré D. On sait
alors que f; se prolonge en un homéomorphisme de D qui fixe tout point de S! (voir
Handel et Thurston [12]). Notons I' I'unique géodésique fermée qui est librement
homotope a [ [o<; <q—1VFi(zg)" Tout relevement de I dans D est une géodésique de D
qui joint un point & € S! 2 un point w € S'. De plus, il existe un antécédent Z, de zq
tel que limy_, o flk (zo) = et limg_ 4 o flk (z9) = w. Puisque T" est homologue a
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zéro dans M , il existe une fonction A: M \T" — Z, a support relativement compact, tel
que A(z') — A(z) représente le nombre d’intersection algébrique I' AT entre T" et un
arc quelconque T' qui joint z & z’. L’un au moins des deux nombres max A ou min A
doit étre non nul. Supposons par exemple que max A # 0 et fixons une composante
connexe U de M \ T ou A atteint son maximum. Il n’est pas difficile de voir que
U est un disque ouvert, que sa frontiere est une courbe fermée simple, réunion de p
sous-segments de I', et que U est localement a gauche de chacun de ces segments.
Toute composante connexe de la préimage de U dans D est I’intersection (relativement
compacte) de p demi-plans géodésiques, a gauche de géodésiques relevant I". Parmi
ces demi-plans, on choisit une famille dont I’intersection est relativement compacte
dans D, et qui est minimale pour cette propriété. Les conditions du Théoréme 0.1 sont
alors vérifiées. |

Théoréme 0.3 Soit M une surface compacte orientable de genre g > 1 et M
son revétement universel. Soit (Fy);e[o,1] une isotopie sur M issue de I'identité
et (ft)refo,1] I'isotopie relevée a M qui est issue de I’identité. On suppose qu’il existe
2g + 1 points périodiques z;, 0 <i < 2g, tels que I'intérieur de I’enveloppe convexe
des k(z;) € Hi(M,R) contient 0. Il existe alors une courbe fermée simple C C M ne
contenant pas de point fixe de f1 et dont I’indice i ( f1, C) est 1. En particulier, Fy a
au moins deux points fixes.

Idée de la preuve Dans le cas ou g > 2, la preuve est tres proche de celle du Théoréme

0.2. On munit M d’une structure riemannienne de courbure —1 et on identifie M a D.

On sait, 1a encore, que f7 se prolonge en un homéomorphisme de D qui fixe tout point
1 L 1z s . N N

de S°. Onnote I'; la géodésique fermée homotope a Hosisq,-—l VFi (z0)> OU 4i est la

période de z;. On peut alors trouver des entiers m; > 0 tels que lei 0 mik(zi) =0.

La multi-courbe I" = lei oMil'i est homologue a z€ro et on lui associe une fonction
duale A: M \T' — Z, comme dans la preuve du Théoréeme 0.2. La encore, on peut
supposer que max A # 0. Pour montrer le résultat d’indice, il suffit de prouver que toute
composante connexe U de M \T" ou A atteint son maximum est un disque ouvert, puis
de reprendre les arguments donnés dans la preuve précédente. Puisque les classes [I';]
engendrent Hy (M, R), I’application tx: Hy (U, R) - Hy (M, R) induite par I’inclusion
t: U — M doit étre nulle. On en déduit que I’intersection algébrique entre deux lacets
quelconques de U est nul et donc que U est de genre zéro. Il reste a montrer que
son complémentaire est connexe. Dans le cas contraire, il existerait une partition non
triviale {0,...,2g} = Iy U I, telle que }_;c; mi[li] = 3 ;cp, mi[li] = 0, ce qui
contredirait le fait que 0 est a I’intérieur de 1’enveloppe convexe des [I';].

Si g = 1, la preuve est plus simple. On peut écrire M = C/(Z + iZ) et on sait
alors que f; commute avec les translations entieres. On en déduit que f; —Id¢ est
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une application bornée et donc que f; se prolonge en un homéomorphisme sur le
compactifié de C obtenu en rajoutant les directions a I’infini. En d’autres termes,

I’homéomorphisme f; = ho f;oh~! de D, conjugué par h: C— D, z > T2 se
z

prolonge en I’identité sur S'. Remarquons maintenant que f~1 vérifie les hypotheses
du Théoreme 0.1. avec n = 3.

Dans chacun des cas, on sait que f; (et donc que F;) a au moins un point fixe. Si
F1 n’avait qu’un seul point fixe, la formule de Lefschetz nous dirait que son indice
de Lefschetz est 2 —2g. Tout point fixe de f; serait donc d’indice 2 — 2g, ce qui
impliquerait que I’indice de toute courbe fermée simple C ne contenant pas de point
fixe de f7 serait égal a m(2—2g) <0, I’entier m étant le nombre de points fixes dans
la composante connexe simplement connexe de M \ C. Le méme raisonnement, en
utilisant cette fois-ci la formule de Lefschetz-Nielsen, nous dit en fait que F; a au
moins deux points fixes qui se relévent en des points fixes de f7 . O

En utilisant alors un simple argument de perturbation, Franks donne dans [9] la version
plus générale suivante, ou I’ensemble de rotation désigne la partie convexe et compacte
formée des vecteurs de rotation (ou enlacements asymptotiques) de toutes les mesures
boréliennes de probabilité invariantes par F; (voir S Schwartzman [18]).

Théoreme 0.4 Soit M une surface compacte orientable de genre g > 1 et M
son revétement universel. Soit (Ft)se[o,1] une isotopie sur M issue de I’identité
et (f1)refo,1] I'isotopie relevée a M qui est issue de I'identité. Si I’ensemble de
rotation p( f1) C Hy(M,R) défini par I’isotopie contient 0 dans son intérieur, il existe
alors une courbe fermée simple C C M ne contenant pas de point fixe de fi et dont
I'indice i (f1,C) est 1.

Les résultats précédents sont d’une grande utilité pour montrer I’existence de points fixes
ou de points périodiques. Intéressons nous par exemple au cas ou M est une surface
compacte munie d’une forme symplectique et I’isotopie (F7);e[o,1] est hamiltonienne
(i.e. induite par un champ de vecteurs hamiltonien de classe C! dépendant du temps).
Le vecteur de rotation de la mesure naturellement définie par la forme est alors égal a
0. Un résultat, di indépendamment a A Floer [5] et & J C Sikorav [19], nous dit que
F1 a au moins trois points fixes z contractiles (i.e. tels que le lacet y, soit homotope a
z€ro). Dans [9], Franks donne une preuve de ce résultat qui se déduit du Théoreme 0.4,
toujours par des arguments de perturbation. La méthode de Franks a été généralisée au
cas des homéomorphismes. Matsumoto [16] utilise également le théoréme de point
fixe de Handel pour donner la version topologique suivante de la conjecture d’ Arnold
pour les homéomorphismes de surfaces:
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Théoreme 0.5 Soit M une surface compacte orientable de genre g > 1 et (Fy)se[o,1]
une isotopie issue de I’identité. On suppose que F préserve la mesure de Lebesgue 1
et que le vecteur de rotation de cette mesure est nul. Il existe alors au moins trois points
fixes contractiles.

Nous rappelerons dans la section qui suit certains points de la théorie des homéo-
morphismes du plan initiée par Brouwer. En particulier, nous donnerons des criteres
d’existence de courbes fermées simple d’indice 1 pour un homéomorphisme de D qui
préserve 1’orientation. Nous rappelerons dans la Section 2 la notion de décomposition
en briques libre, qui sera I’outil principal pour montrer que ces criteres sont vérifiés.
Nous donnerons a la fin de la Section 2 le plan de la preuve du Théoréme 0.1. Nous
détaillerons cette preuve a partir de la Section 3. Nous allons conclure cette introduction
en introduisant les principales définitions de cet article.

On écrira respectivement X , Int(X), 0X pour I’adhérence, I’intérieur et la frontiére
d’une partie X d’un espace topologique E. On dira qu’une partie Y C E sépare deux
parties connexes X1 et X, si Y est disjoint de X; et X, etsi X; et X, sont dans des
composantes connexes différentes de £\ Y.

On appelera disque ouvert (resp. disque fermé) d’une surface M toute partie homéo-
morphe a D (resp. a D).

On appelera arc une application continue y d’un intervalle / C R vers une surface
M , ou plus précisément, une classe d’équivalence d’applications par reparamétrage
préservant 1’orientation. On utilisera souvent, par abus de langage, le mot arc pour
désigner 1I’image de I’arc, en faisant bien attention qu’il n’y ait pas d’ambiguité.

Si y1: Iy > M et yp: I, - M sont deux arcs tels que
suply € Iy, infly €I, yi(suply) = y,(inf 1),

on notera y;y, 1’arc naturellement défini par assemblage de y; et y,. Si J est un
intervalle de Z et si (yj)jeys est une famille d’arcs y;: I; — M telle que

suplj€lj, infljy€ljyy, yj(suplj)=yjp1(infl;yq),
si j et j 4+ 1 appartiennent a J, on écrira l_[ yj ’arc défini par assemblage des y; .

jeJ

On appelera droite (resp. demi-droite négative, demi-droite positive, segment, cercle)
d’une surface M tout plongement topologique propre de R (resp. | — oo, 0], [0, 4+o0],
[0,1], S1), plus précisément, toute classe d’équivalence d’un tel plongement par

reparamétrage préservant I’orientation. Un tel objet est alors déterminé par son image
et une orientation. On utilisera, 12 encore, le mot droite, demi-droite, segment ou cercle,
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pour désigner I’image du plongement. Si y est un segment ou une demi-droite, on
notera int(y) I’arc privé des ses extrémités.

On notera Homeo™ (D) 1’ensemble des homéomorphismes du disque D qui préservent
I’orientation. Pour tout /€ Homeo™ (D) on notera Fix( /) ’ensemble des points fixes
de f. On dira qu'une partie X C D estlibresi f(X)NX =&.

On identifiera R? a C, via I’isomorphisme naturel (x, y) > x +iy.

1 Rappels sur la théorie de Brouwer

Commencons par rappeler le lemme de translation de Brouwer qui est le point fonda-
mental de la théorie (voir [1], [2], [4] ou [10]):

Proposition 1.1 Soit f € Homeo™ (D). On peut trouver un cercle d’indice 1 dans
chacun des deux cas suivants:

e il existe un segment y qui joint un point z € Fix(f?) \ Fix(f) a f(z) et tel que
SNy =iz 12}

e il existe un segment y qui joint un point z € Fix(f?) a f(z), telque f(y)Ny =
{f(2)}, et un entier k > 2 tel que fK(y)Ny # @.

Un segment y qui joint un point z € Fix(f) a f(z) et tel que
FNy =tz 1@ sif2 e =2
SNy ={z} si f2(2) # 2,
s’appelle un arc de translation de f (voir Figure 2).

)4 14
z f(2) z f(2)
S)

12
Figure 2

Il n’est pas difficile de montrer que tout point qui n’est pas fixe appartient a un arc

de translation (nous en rappelerons d’ailleurs la preuve en Section 3). On en déduit
I’énoncé suivant:
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Proposition 1.2 Soit / € Homeo™ (D). S’il existe un point périodique qui n’est pas
fixe, alors il existe un cercle d’indice 1.

Démonstration Supposons que z’ soit un point périodique de période ¢ > 2 et
considérons un arc de translation y joignant un point z a f(z) et contenant z’.
Remarquons maintenant que 1’'une des deux hypotheses de la Proposition 1.1 est
nécessairement vérifiée. O

Enongons maintenant le lemme de Franks, introduit dans [7], qui étend le critere
précédent. Pour cela, rappelons qu’une chaine fermée de f € Homeo™ (D) est une
famille (X;);ez/,7 de parties de D telle que, pour tout i € Z/rZ, | ;> xinn
Xi+1 # @. Lentier r est alors la longueur de la chaine.

Proposition 1.3 Soit /' € Homeot (D). S’il existe une chaine fermée de disques
ouverts libres disjoints deux a deux, alors il existe un cercle d’indice 1.

Démonstration Supposons qu’il existe une chaine fermée de disques ouverts libres
disjoints deux a deux. Parmi ces chaines, choisissons en une de longueur minimale,
notée (Dj);ez/rz. Pour tout i € Z/rZ, choisissons un point z; € D; dont I’orbite
positive rencontre D; 1, en notant f ki (zi) le premier point ou cette orbite rencontre
D;41. Puisque r est minimal, on peut remarquer que tout point f%(z;), 0 < k < k;,
est en dehors de chaque disque de la chaine. On peut construire une isotopie (/17);e[o,1]
dans Homeo ™t (D), issue de I’identité, telle que le support de chaque /; est inclus dans
UieZ/rZ D;, et telle que /1 envoie fXi(z;) sur z;4;. Remarquons alors que /i o f
a un point périodique de période ) ;. /rZ ki > 2. D’apres la Proposition 1.2, il existe
un cercle C C D\ Fix(h; o f) tel que i(h; o f,C) = 1. Remarquons, puisque les
disques D; sont libres, que Fix(/; o f') = Fix(f), pour tout ¢ € [0, 1]. On en déduit
que la fonction ¢ + i (h; o f, C) est bien définie. Elle est continue et a valeurs entiéres,
elle est donc constante égale a 1. a

Nous dirons qu’un homéomorphisme f € Homeo™ (D) est récurrent s’il vérifie les
hypotheses du lemme de Franks, c’est-a-dire s’il existe une chaine fermée de disques
ouverts libres disjoints deux a deux. Nous pouvons alors énoncer deux classiques
criteres de récurrence:

Proposition 1.4 Un homéomorphisme f € Homeo™ (D) est récurrent s’il vérifie ’'une
des conditions suivantes:

(1) 1l existe une chaine fermée de parties libres, connexes par arcs et disjointes deux
a deux;
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(ii) il existe un arc de translation y qui joint un point z ¢ Fix(f?) a f(z) et un
entier k > 2 tel que f*(y)Ny # @.

Démonstration Supposons que la condition (i) est vérifiée. Parmi les chaines fermées
de parties libres connexes par arcs et disjointes deux a deux, choisissons en une de
longueur minimale, notée (X;);ez/,7z. Pourtout i € Z/rZ, choisissons un point z; € X;
dont I’orbite positive rencontre X;; et notons f ki (zi) le premier point ou cette orbite
rencontre X;4q. D’apres la minimalité de r, deux cas sont possibles:

o r=let fR(z) =z;
o fki(z;)# zit1, pourtouti € Z/rZ.

Dans le premier cas, z; est un point périodique de période k; > 1. Il suffit alors
de choisir un disque ouvert contenant z; et libre pour obtenir une chaine fermée de
longueur 1: I’existence d’un point périodique qui n’est pas fixe implique la récurrence.
Dans le second cas, puisque chaque X; est connexe par arcs, on peut trouver un segment
i C X; joignant fki(z;) a z;4q. Si on remplace chaque y; par un disque ouvert D;,
voisinage assez proche de y;, on obtient notre chaine.

Supposons maintenant que la condition (ii) est vérifiée. On peut toujours supposer que
)Ny =@ si2<k’ <k etdonc que f¥(y) ne contient pas f(z). Deux cas
sont alors possibles:

o f*(y)Ny se réduit 2 un seul point z’ et ce point est /%1 (z);
e il existe un point z” # f(z) dont I'image par f* appartient 2 y.

Placons nous dans le premier cas. Si z/ = z, alors f* a un point périodique de période
k+1>3 et f estdonc récurrent. Si z’ # z, le sous-segment de y qui joint z a z’ est
libre et définit une chaine fermée de longueur 1, la condition (i) est vérifiée. Placons
nous maintenant dans le second cas. Choisissons z’ # f(z) sur y assez proche de
f(2) pour que le sous-segment de y qui joint z’ & f(z) ne contienne pas z” et soit
disjoint de f*(y). Le sous-segment de y qui joint z & z’ est libre et définit une chaine
fermée de longueur 1, la condition (i) est encore vérifiée. O

Notre propriété de récurrence, qui est clairement invariante par conjugaison, est en fait
tres faible. Considérons, dans le plan complexe C, I’homéomorphisme g: z > —%z.
Le demi-plan de Poincaré JI(z) > 0 est un domaine périodique de g, de période 2.
Ainsi, tout homéomorphisme f € Homeo™ (D) qui est conjugué 4 g est récurrent. Un

tel homéomorphisme a une dynamique Nord-Sud entre le bout de D et un point fixe.

Enongons pour finir le critere suivant, di a L Guillou et F Le Roux (voir [15, page 39]),
qui est un peu plus délicat a montrer:
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Proposition 1.5 Soit f € Homeo™ (D). Supposons qu’il existe une chaine fermée
(Xi)iez/rz de parties libres dont les intérieurs sont disjoints deux a deux et qui vérifient
la propriété suivante: si z et z' sont deux points distincts de X;, il existe un segment
joignant z a z' tel que int(y) C Int(X;). Alors f est récurrent.

Pour démontrer le Théoreme 0.1, nous prouverons le résultat plus fort suivant:

Théoréme 1.6 Si f € Homeot (D) vérifie les hypothéses (i), (ii), (iii), (iv) du
Théoréme 0.1, alors [ est récurrent.

Le principe de la preuve est le suivant. Nous énoncerons un certain nombre d’hypotheses
qui, si elles ne sont pas satisfaites par f, obligent f a vérifier I’'une des deux assertions
(i) ou (ii) de la Proposition 1.4 (et donc a étre récurrent). Dans le cas ou toutes
ces conditions sont satisfaites, nous montrerons que f vérifie les hypotheses de la
Proposition 1.5, et est donc également récurrent. Nous construirons pour cela une
décomposition en briques libre particuliere de D\ Fix( /). Ces objets ont été introduits
par M Flucher [6] puis développés par A Sauzet [17] (voir également [15] et [14]).
Nous allons rappeler dans la Section 2 la définition ainsi que les principales propriétés
des décompositions en briques.

2 Décomposition en briques

Une décomposition en briques d’une surface orientable M (non nécessairement con-
nexe) est la donnée d’un ensemble stratifié X (D) de dimension un, appelé squelette de
la décomposition D, avec une sous-variété de dimension zéro S tel que de tout sommet
s € S sont issues (localement) exactement trois arétes. Les briques sont les adhérences
des composantes connexes de M \ X (D) et les arétes les adhérences des composantes
connexes de X(D)\ S. On notera A I’ensemble des arétes et B 1’ensemble des briques
et on écrira D = (S, A, B) pour désigner une décomposition en briques. La Figure 3
donne un exemple de décomposition en briques.

Soit D = (S, 4, B) une décomposition en briques de M . On dit qu'une partie X
de B est connexe si, pour toutes briques b, b’ € X, il existe une suite (b;)o<i<n»
ou by = b et b, = b, telle que b; et b;yq sont adjacentes si i € {0,...,n— 1},
c’est-a-dire contiennent une aréte commune. On identifiera par la suite une partie X
de B et la partie fermée de M , réunion des briques de X . Remarquons que d.X est
une variété topologique de dimension 1, remarquons également que la connexité de
X C B équivaut a la connexité de X C M ainsi qu’a celle de Int(X) C M .
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Figure 3

On dit que la décomposition D’ est une sous-décomposition de D si X (D’) est in-
clus dans X (D). Tout sommet de D’ est un sommet de D, toute aréte de D’ est
réunion d’arétes de D et toute brique de D’ réunion de briques de D. Si (Xj)ier
est une partition de B en parties connexes, alors | J;<; 0X; est le squelette d’une
sous-décomposition D’ de D dont les briques sont les X;. En particulier si (X;);eys
est la partition en points, les briques de D’ et les briques de D sont les mémes. Si
D’ et D coincident, on dira que D est une décomposition remplie: ceci signifie que
toute aréte de la décomposition est incluse dans exactement deux briques (ainsi la
décomposition représentée sur la Figure 3 n’est pas remplie).

Si f est un homéomorphisme de M, on définit naturellement une application
¢: P(B) — P(B) en posant:

o(X)={be B | il existe b’ € X tel que bN f(b') # @}
={beB | bNf(X)#D }.

Remarquons que ¢(X) est connexe si c’est le cas de X'. Remarquons également que
pour toute famille (X;);es de parties de B, on a:

o x) =Je(XD), o) X) [ eX).

iel iel iel iel

Geometry € Topology, Volume 10 (2006)



Une nouvelle preuve du théoréme de point fixe de Handel 2311

On définit de facon analogue une application ¢_: P(B) — P(B) en posant:

¢_(X)={beB | il existe b’ € X tel que bN f~1(b') # &}
={beB | bn f7I(X) £ 2.

On définit le futur b> et le passé b< d’une brique b en posant:

b= (b)), b<= | o ((0}.

k=0 k=0

On définit de mé&me le futur strict b- et le passé strict b< en posant:

b= o (b)), b= o (b)),

k>1 k=1

Remarquons que les conditions suivantes sont équivalentes:
bebs, b =b>, beb., b =b<, boNb># 3, b<Nbs #O.

L’existence d’une brique b € B pour laquelle ces conditions sont vérifiées équivaut a
I’existence d’une chaine fermée constituée de briques.

On dira qu’une décomposition en briques D = (S, A, B) est libre si toute brique de
D est libre. Si f n’a pas de point fixe, il est toujours possible, quitte a choisir les
briques assez petites, de construire une décomposition en briques libre. On déduit
immédiatement de la Proposition 1.5:

Proposition 2.1 Soit ' € Homeo™ (D) un homéomorphisme différent de I’identité et
D = (S, A, B) une décomposition en briques libre de D \ Fix(f). S’il existe b € B
tel que b € b, alors [ est récurrent.

Rappelons la définition de décomposition libre maximale, notion introduite par Sauzet
dans sa these [17]. Soit f un homéomorphisme sans point fixe d’une surface M et D
une décomposition en briques libre. On peut trouver une sous-décomposition D’ de D
qui est libre et telle que toute sous-décomposition stricte de D’ n’est plus libre. On
dit que D’ est une décomposition en briques libre maximale. Remarquons que toute
décomposition en briques libre maximale est remplie. Remarquons également que la
réunion de deux briques adjacentes n’est pas libre. Dans sa theése, Sauzet montre, dans
le cas ot M = D, que toute brique b est adjacente a une brique qui rencontre f(b) et
3 une brique qui rencontre f~!(b). Nous allons prouver un résultat similaire si M est
le complémentaire de I’ensemble des points fixes d’un homéomorphisme non trivial
/ € Homeo™ (D). Plus précisément:
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Proposition 2.2 Soit / € Homeo™ (D) un homéomorphisme différent de I’identité et
D = (S, 4, B) une décomposition en briques libre maximale de D \ Fix(f). Alors,
I’'une au moins des assertions suivantes est vraie:

(i) il existe une chaine fermée de briques de B (et f est donc récurrent);

(ii) toute brique b est adjacente a une brique qui rencontre f(b) et a une brique qui
rencontre f~1(b).

Dans le second cas, on en déduit que les parties b=, b, b< et b~ sont connexes.

Démonstration Expliquons d’abord le dernier point. Si (ii) est vérifié, les ensembles
{b} U (b} et {b}Up_({h}) sont connexes et on peut écrire

b= o) = | o* (b} Uue(h))).

k=0 k>0

Ainsi, b> est connexe, étant 'union de parties connexes Xy, = X ({b} U ¢({b})) telles
que Xx N Xx41 # . De méme on peut écrire

b> = ¢* b} Ue((b})

k>1

ainsi que

b<=|JeF byue_(b}). b= o* (b} Ue_({b})).

k=0 k=1

Prouvons maintenant que ’une des assertions (i) ou (ii) est vraie. Commencons par
compactifier D en ajoutant le bout co et prolongeons f en un homéomorphisme de
la sphere D LI {oo} qui fixe co. On sait, d’apres M. Brown et J. Kister [3], que toute
composante connexe de D\ Fix( /') est fixe (et n’est donc pas libre). Ainsi la frontiére
de toute brique b est non vide. C’est une sous-variété topologique de dimension un, et
donc une réunion de cercles et de droites de D\ Fix(f).

Commencgons par le cas oi db admet au moins deux composantes connexes 'y et T'.
Fixons une aréte a; C I'y (resp. ap, C I'y) et notons by (resp. b,) la brique adjacente
a b qui contient a; (resp. a,). On sait que ni b U by, ni b U b, n’est libre, puisque D
est une décomposition libre maximale. Ainsi, b; et b, rencontrent f(b)U f~1(b). Si
b ne vérifie pas la condition (ii), I’un des ensembles f(b) ou f~!(b) rencontre a la
fois by et b,. On peut supposer, sans perte de généralité, que c’est f(b). L'ensemble
connexe ¢({b}) contient donc b; et b,. Nous pouvons donc construire deux segments
y et ¥/ joignant un point z; € int(«¢;) a un point z, € int(a,), le premier prenant ses
valeurs, sauf aux extrémités, dans I’intérieur de ¢({b}), le second prenant ses valeurs,
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sauf aux extrémités, dans I’intérieur de b. Le réunion des deux segments est un cercle
C C b> qui rencontre transversalement chaque arc I'; et I, en un unique point. Les
arcs I'1 et I', ne peuvent donc pas étre des cercles, ce sont des droites de D\ Fix(f).
On peut alors trouver deux points d’accumulation (dans D U {oo}) de 'y qui sont
séparés par C. 1l s’agit bien siir de points fixes de f et ils appartiennent donc également
a I’adhérence (dans D U {oc}) de f~!(h). On en déduit que f~'(b) rencontre C
et donc que b~ Nb> # @. Ainsi f vérifie la Proposition 1.5 et est donc récurrent.
Remarquons que nous venons également de montrer que f est récurrent si db a au
moins trois composantes connexes, puisque le raisonnement précédent s’ applique a au
moins un couple de composantes connexes de db.

Supposons maintenant que db a une seule composante connexe I" et que c’est un cercle.
Supposons, 1a encore, que b ne vérifie pas la condition (ii) et montrons qu’il existe
une chaine fermée de briques de B. Nous sommes dans une situation déja étudiée par
Sauzet. I y a un nombre fini de briques adjacentes a b et on peut supposer que 1’image
par f de chacune de ces briques rencontre b. Si b’ est adjacente a b, I'image par
f de I’aréte commune a b et b’ est disjointe de b puisque b est libre. Ainsi f(b’)
rencontre nécessairement une autre brique adjacente a . On en déduit immédiatement
I’existence d’une chaine fermée de briques adjacentes a b.

Il reste a étudier le cas le plus difficile, ot 0b a une seule composante connexe I’
qui est une droite de D \ Fix( /). Nous sommes dans une situation également étudiée
par Sauzet (voir [17] ou [14]). Nous allons supposer que toute brique adjacente a b
rencontre f~1(h) et en déduire que f est récurrent. Nous notons W la composante
connexe de D\ Fix( /) qui contient b. Nous savons d’apres [3] qu’elle est invariante
par f et quelle contient également f(b) et f~!(h). On peut bien siir supposer
que f(b) et f~1(b) sont disjoints, puisque dans le cas contraire, f est récurrent.
Soit by une brique adjacente a b. On sait que f(bo) rencontre a la fois b et f(b).
On peut donc trouver un segment ), joignant un point de b a un point de f(b) et
contenu dans f(bg). Quitte a restreindre ce segment, on peut supposer qu’il joint
un point zo € db a un point zy € df'(b) et que int(yo) C W\ (b U f(b)). On peut
écrire ' =T FJ comme assemblage de deux demi-droites ayant zy comme extrémité
commune. Fixons alors z; € int(I;) et ZSL € int(FSL ) et remarquons que tout point
de W\ (b U f(D)), proche de z;, est séparé dans W \ (b U f(b)) par int(yo) de
tout point de W \ (b U f(b)) proche de zg' . En effet, dans le cas contraire, on
pourrait construire un cercle C C W \ (b U f(b)) qui intersecte yy en un unique
point et ceci de facon transverse. Le cercle C séparerait donc b et f(b) dans D.
Notons b et f(b) les adhérences de b et f(b) dans D. La courbe C séparerait b
et f(b) dans D puisque b et f(b) sont fermés dans W . Notons maintenant que b
contient un point fixe (il suffit de choisir un point d’accumulation de I'). Ce point
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fixe appartient également 2 f(b). Ceci contredit la propriété de séparation. Dans
le cas out f~1(h) Nyy # @, ’homéomorphisme [ est récurrent. En effet, y, est
libre, puisqu’il est contenu dans f(bg). On peut donc épaissir Yo pour construire un
disque libre Dy C W dont I’intérieur est disjoint de b et f(b) et ce disque vérifie
f(Do)Nb = si f1(b)Nyy # @. Puisque f(h) N Dy # @, on peut appliquer
la Proposition 1.5 pour conclure que f est récurrent. Nous supposerons donc que
/1) Nyy = @. Puisque f~'(b) est connexe, on peut toujours supposer, quitte a
intervertir I'j” et F(;L , qu’un point dans W'\ (bU /(b)) qui est proche de z; est séparé
de f~1(b) dans W\ (b U £ (b)) par int(yy). Par hypothése, toute brique b’ adjacente
a b intersecte f~1(b), elle rencontre donc yq si elle rencontre [y - Puisque yp est
une partie compacte de W, il n’y a donc qu’un nombre fini de briques adjacentes
a b qui rencontrent I'j . Il existe donc une brique by, adjacente a b, qui rencontre
I'y en des points arbitrairement éloignés de zo. On construit alors de facon similaire

ur(; segment y; C f(b;) joignant un point z; € db a un point z| € df(b) tel que
int(y;) C W\ (bU f(b)). On écrit alors I = FI_FIJr comme assemblage de deux
demi-droites ayant z; comme extrémité commune en faisant le choix suivant: I'’ NI "
est une demi-droite. On fixe alors z}” € int(I'|") et zf‘ € int(Fl"' ). Si f~1(b) rencontre
¥1, alors f est récurrent. Sinon, la partie connexe b; U f~!(b) est disjointe de y;
et rencontre I'7". On en déduit que tout point de W \ b U f(b) qui est proche de
Z;L est séparé de /1 (b) dans W \ (b U £ (b)) par int(y;). On sait donc qu’il n’y a
qu’un nombre fini de briques adjacentes a b qui rencontrent I 1+ . On vient de prouver
qu’il n’y a qu’un nombre fini de briques adjacentes & . On remarque alors que le

raisonnement fait dans le cas ou I" est un cercle est encore valable. O

Nous allons conclure cette section en donnant le plan de la démonstration du Théoréme
0.1. Pour prouver ce théoréme, la question qui vient naturellement a 1’esprit est la
suivante:

Si fe Homeo+(D) vérifie les hypotheses (1), (ii), (iii), (iv) du Théoreme 0.1, et si D
est une décomposition en briques libre maximale de D \ Fix( f'), existe-t-il une chaine
fermée constituée de briques de la décomposition?

Nous ne savons pas répondre a cette question. Nous verrons, par contre, qu’il est
possible de construire une décomposition en briques libre maximale D de D \ Fix(f),
pour laquelle la réponse est oui. Pour obtenir cette chalne, nous nous servirons de
la connexité du futur, du passé, du futur strict et du passé strict de chaque brique. Il
faudra cependant rendre utilisables, dans I’étude de la décomposition, les hypotheses
dynamiques et combinatoires du Théoreme 0.1. Ces quatre hypotheses portent sur
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des ensembles discrets, les orbites des z;. La premicre étape est de construire des
ensembles unidimensionnels sur lesquels, on peut traduire ces hypotheses.

Nous commencerons dans la Section 3 par construire pour tout i € Z/nZ ettout k € 7
un arc de translation yl.k de fk(z;), paramétré par ¢ € [k, k + 1], de telle fagon que
larc I = [[1ez )/l.k paramétré par ¢ € R vérifie:

o limyo oo i) = aii;

o limy 400 (1) = wi;

e pourtousréelst ett',ona f([;(t)) #Ti(t')sit' <t.

L’arc I'; contient I’orbite O; du point z;. Si chaque yl-k est un arc simple, il n’en est
pas de méme de chaque I';. Dans la Section 4, nous verrons que I’on peut modifier les
segments yik pour avoir une situation “générique” au sens suivant:

e tout point f k (z;) est un point simple de T ;

e Jes arcs I'; n’ont pas de points triples;

e iNOy=0,sii#i';

e I;NTy estfini,sii #1i’;

e TI; NIy ne contient aucun point double nide T';, nide Tyr, sii #1i’;

e I;NTyNTy»v=wa sii,i eti” sontdistincts.

En utilisant les hypotheéses combinatoires (ii) et (iii) du Théoréme 0.1, nous démontre-
rons dans la Section 5 I’existence d’une configuration de connexité critique (1;)icz/nz
au sens suivant:

(A) les ensembles T'j(]— o0, t;[), i € Z/nZ, sont disjoints deux a deux;
(B) pourtouti € Z/nZ,ilexiste i’ &{i —1,i} tel que

Fi(l—oo, i) NTi(]— o0, t7]) # 2.
I est facile de voir qu’il existe un entier K > 0 tel que si 7 et i’ sont distincts, alors
Fi(J—oo,—K]) NIy =Ti([K, +oo) NIy = .

On en déduit que |#;| < K pour tout i € Z/nZ. La propriété (B) implique alors que
I’ensemble T';_1 (]—o00, —K]) est séparé dans D de T';_; ([ K, +o0[) par T'j(]—o0, t;]) U
I/ (] — 00, ti’]). Nous verrons que I’on peut de plus supposer que pour tout i € Z/nZ,
il existe i’ # i tel que Tj(#;) € Tir(]— o0, ti7]).

Dans la Section 6, nous construirons a partir des ensembles I';(] — oo, #;]) une famille
d’arbres (A; )jez/nz, o0 A; C T'i(]—00,;]) sera obtenu en enlevant des boucles de
[i(J]—o00,1]). L'arbre A; contiendra tous les points f k(zi), k <t;, Vextrémité T (1)
ainsi que toutes les extrémités T'j/(z;-) qui sont sur T';(] — oo, #;]). Ainsi:
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(A') les ensembles A; \ {I';(t;)} sont disjoints deux a deux;

(B’) pourtouti € Z/nZ,il existe i’ ¢{i —1,i} tel que A7 N A;; # .

Nous construirons de fagon analogue une famille d’arbres (A;r),-ez /nz> OU A;r C
I ([K, 40oc[) contiendra tous les points f¥(z;), k > K. Chaque arbre Al.Jr sera
disjoint de tous les arbres A, ainsi que de tous les Alf, i" #1i. La propriété (B)
implique qu’il existe une composante connexe de 4;” U A, qui contient tous les points
f k(zi_1), k < =K, et une autre composante connexe qui contient 1’arbre A;r_l et
donc tous les points f*(z;_1), k > K.

Le caractere “presque disjoint” de tous ces arbres, illustré par la propriété (A’), va nous
permettre de construire dans la Section 7 une décomposition en briques libre maximale
modelée sur ces arbres. Cette construction se fera en plusieurs étapes, la premiere étape
consistant 2 épaissir les arbres, ce qui sera possible justement grice a la propriété (A”).
La propriété essentielle vérifiée par la décomposition finale D" = (S”, A”, B”) sera
la suivante:

Pour tout i € Z/nZ, il existe une famille de briques (b”f)l;éo telle que:

— l.
¢ Ai - Ul<0 bz{/ ’
® A?— - Ul>0 bz{/l"
o Ti(n)eb!™!;

. b”gle(b”ﬁ)z si0<l<l',sil<l'=—1ousil<0<l/.

Gréce a la propriété (B’), ou plutot a la propriété de séparation qu’elle implique, on
montrera dans la Section 8 que le futur (6”7 !,)> de b”;’!, qui peut étre supposé
connexe d’apres la Proposition 2.2, et qui contient »”;”!, | doit contenir une brique 5” f,
[ <0, ou une brique b”g:, I' < 0. Ainsi (b"7!))> contient b”;! ou b”;;!. Dans le
cas ol les briques »” l._l , i €Z/nZ, sont toutes distinctes, on en déduit immédiatement
qu’il existe une chaine fermée de briques. Il restera a étudier le cas ou deux au moins
de ces briques sont égales. Un argument de connexité du méme type permettra de
prouver que cette brique b” vérifie b” € bZ. .

11 faut noter que les propositions que nous verrons dans la suite de 1’article sont du méme
type que la Proposition 2.2. En d’autres termes, si dans la construction précédente, on
ne peut pas passer d’une étape a 1’étape suivante, c’est que f est récurrent.
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3 Construction des arcs I';

Nous fixons jusqu’a la fin de I’article un homéomorphisme f € Homeo™ (D) qui
vérifie les hypotheses du Théoreme 0.1. Nous notons alors O; 1’orbite de z; et posons
zlk = f*(z;). Nous prouverons dans cette section le résultat suivant:

Proposition 3.1 L’une au moins des assertions suivantes est vraie.

(i) L’homéomorphisme f est récurrent.

(ii) Pour touti € Z/nZ, on peut construire une suite ()/l.k )kez de segments tels que:
k+1.,

e chaque yl.k est un arc de translation qui joint sz az;"
o f(yik)ﬂyik/=®sik/<k;
e la suite (yl.k )k<o converge vers {;} pour la distance de Hausdorff;

e la suite (Vl-k)kzo converge vers {w;}.

Pour simplifier les notations, nous omettrons dans cette section I’indice . Commengons
par un lemme.

Lemme 3.2 On peut construire une suite (y’ k )kez de segments disjoints deux a deux
tels que:

[ ] Zk

G)//k,'
y'*NFix(f) = @;
S ny*#o;

la suite ()//k)kso converge vers {a};

la suite ()//k)kzo converge vers {w}.

Démonstration On construit aisément un homéomorphisme /: D —]— 1, 1[? tel que
limp () =—-1<% limh (7)) =aq,
limp(Z)=1<¢ limh'(Z) =,
oll py, p, sont les deux projections définies sur ]0, 1[>. Par un simple argument de
récurrence, utilisant en particulier le fait que limy_, o, K =uwet limg s 400 K=o,
on peut toujours modifier 4 pour que p; soit injective sur 2(0), ce qu’on supposera
dorénavant. Puisque p; est injective sur 4(0), puisque limy_,_o p1 (h(z%)) = —1

et puisque limg_, 4 oo p1(/ (zK)) = 1, on peut, quitte 2 composer / par un homéomor-
phisme de ]— 1, 1[? fixant chaque verticale, choisir la suite p,(h(zK))xez arbitraire.
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On supposera donc que cette suite est strictement croissante. Pour simplifier 1’écriture,
on omettra /1 dans la suite; on supposera en fait p; et p, définies sur D, via la carte
globale /.

Notons I Iintervalle ouvert de ]— 1, 1[ délimité par p;(z%) et py(z%*?!) et posons
Uk = I, x]p2 (%), po(zK+1)[. Remarquons que les suites (Uk)kso et (Uk)kzo sont
formées de disques fermés de D et convergent respectivement vers {a} et {w}.

L’ensemble des points de D dont I’image par f est sur la méme verticale qu’un élément
de O estun F, d’intérieur vide, on peut donc choisir un point z’® € U° en dehors
de cet ensemble. Pour les mémes raisons, on peut choisir z/! € U! en dehors de cet
ensemble, qui de plus n’appartient pas 4 la verticale passant par z’%, ni a 'image par f
de cette verticale, ni a son image inverse. En réitérant cet argument, on peut construire
par un simple procédé de récurrence, une suite (z’ k )kez telle que

o ke Uk

o p1(f (%)) # pi(z¥) pour tous entiers k, k';
o p1(Z*)#£ pi (@) sik #£ K

o pi(fEF) #E 1K) sik £k

Puisque, par hypotheése, f se prolonge en un homéomorphisme de D U {«, w}, et
puisque les suites (z’ k Vi>o et (z/ k)kfo convergent respectivement vers @ et o, nous
en déduisons que les suites (f(z/%)) k>0 et (f(Z/ ky) k>0 convergent également respec-
tivement vers @ et «. Quitte & composer /1 par un homéomorphisme de ]— 1, 1[? fixant
chaque verticale, on peut donc supposer que p,(zK) < po(f(z’%)) < po(zK*1). On
peut alors construire une suite (I’ k )rez d’intervalles ouverts relativement compacts
de |—1, 1], telle que:

e I’k contient I*;
o Uk =TIkx]p,(z%), p2(z%¥T1)[ contient z’¥ et f(z'%);

o les suites (U"%)g<q et (U'¥)r=o de disques fermés de D, convergent respec-
tivement vers {«} et {w}.

Chaque segment y’ k que nous allons construire sera contenu dans U, ,i U{zk}. Ces seg-
ments seront donc disjoints et vérifieront les deux conditions de convergence demandées.
Il reste 2 construire les ¥’ pour qu’ils vérifient les trois autres conditions.

Supposons d’abord qu’il n’y ait qu’un nombre fini de points fixes dans U’ k. Nous
pouvons alors supposer que z’% n’est pas fixe et trouver un segment issu de z&, 2
valeurs dans U’% U {z¥}, disjoint de Fix( f) et contenant a la fois z’% et f(z'%). Ce
segment convient.
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Supposons maintenant qu’il y ait une infinité de points fixes dans U’ k. On peut
construire dans U'* U {z¥} trois segments issus de zk, n’ayant que ce point en commun,
et aboutissant chacun en un point fixe. Quitte a restreindre chaque segment, on peut
supposer que I’extrémité finale est I’unique point fixe rencontré. Dans le cas ou I’'un
des segments rencontre son image par f en un point qui n’est pas 1’extrémité fixe, on
peut trouver un sous-segment d’extrémité z*, qui ne rencontre pas Fix( /) et qui n’est
pas libre. Ce sous-segment 3’ k convient. Supposons maintenant que chacun des trois
segments ne rencontre son image qu’en son extrémité fixe. Remarquons que si I’image
par f de chacun des trois segments était disjointe des deux autres segments, alors f
devrait renverser 1’orientation (voir Figure 4).

Figure 4

Puisque f préserve 1’orientation, on peut donc trouver deux segments, parmi les trois,
dont la réunion n’est pas libre. Enlevons a chacun de nos deux segments un petit
voisinage de I’extrémité fixe, la réunion des deux segments diminués est un segment
¥"* qui convient. O

On en déduit alors:

Lemme 3.3 On peut construire une suite (D’ Ky key de disques fermés disjoints deux
a deux tels que:

o zkeaD'k;

o D'*NFix(f) = o;

.« F(DF)N D £

e f(Int(D’*)NIn(D'*) = o;

e la suite (D’k)kfo converge vers {o}:

e la suite (D’k)kzo converge vers {w}.

Démonstration On peut épaissir chaque arc y’ k' construit dans le Lemme 3.2 pour
construire une suite (D’ k )rez de disques fermés disjoints deux a deux vérifiant toutes
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les conditions demandées sauf la quatrieme. Quitte a diminuer les disques que 1’on
vient de construire, on peut cependant supposer que I'intérieur de chaque D’ k- est libre
et donc que f(D'*)n D’* = f(dD’)) N dD’k . En effet, on peut écrire DX\ {k} =
Lsejo.1] (E)Dgc \ {z* }), ol t — DK est une fonction continue croissante de disques
vérifiant:

o zKedDk;
k _ k.
« Dk=Dpk;
e lim,o DF = {zF};
o Int(DX) =1, , (aDK\ {F}).

11 existe alors un plus petit réel ¢ €]0, 1] tel que Df ne soit pas libre. On peut vérifier
que son intérieur est nécessairement libre. a

Continuons notre série de lemmes.

Lemme 3.4 L’une au moins des assertions suivantes est vraie.

(i) L’homéomorphisme f est récurrent.

(i) On peut construire une suite (Dk )rez de disques fermés disjoints deux a deux
tels que:

o z¥ e Int(D¥);

e D¥NFix(f)=@;

e f(D*)YN D¥ +£ &;

o /(DMYNDK = f2(DYND¥ =a ik’ <k;
e la suite (Dk)k50 converge vers {a};

e la suite (Dk)kzo converge vers {w}.

Démonstration Considérons une suite (D'%);c; définie par le Lemme 3.3. Tout
segment ) joignant le point zK aun point z’ € 0D’ k et contenu, sauf en ses extrémités,
dans Iintérieur du disque D'¥, est libre. En effet z; n’étant pas fixe, le segment /'(y)
ne peut rencontrer y que si I’extrémité z’ est fixe, égale a f (Zk) = k+1 oy égale
a f~1(zF) = zk=1. Le premier cas est impossible puisque D'* NFix(f) = @, les
deux autres cas le sont également pusique D'*T1 et D’*~1 sont disjoints de D'* et

k+1 of k-1

contiennent respectivement z
Choisissons z”K € dD"* N f=1(3D’*), puis deux segments y* et y_’f_, le premier

nk

joignant z"* a zk, le second joignant z% 2 f(z""%), tous deux contenus dans I'intérieur
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de D’ k, sauf aux extrémités, et ne se rencontrant qu’en 2k . Fixons k’ < k. L’ orbite
positive de chacun des segments yf/ et )/f rencontre )/f et )/_]ﬁ (au moins au point ).
Puisque tous ces segments sont libres, si I’ orbite positive de yf ou de yi rencontre
)/f/ ou yf, alors f est récurrent, d’aprés la Proposition 1.4. Ainsi I’assertion (i) est
vraie. Supposons maintenant que 1’orbite positive de yX et de y_]f_ ne rencontre ni )/f/
ni yf, des que k’ < k. Puisque

lim pkyk =«a, lim f k =w,
k——o0 Y=r+ k—+o00 Y=Y+
on peut trouver un disque fermé D, voisinage de y° )/_(ﬂ, tel que
e DYNFix( f) =
o DOnyky f(DO)ﬂy = 2D Nnyky —@,sik<0;
o DONykyk = = (Do)ﬁ)/_)/jL f_z(Do)ﬂy_y_]frZQ,sik>0.

On a alors nécessairement:
o 20 cInt(DY);
e f(D)ND°#a.
On peut choisir ensuite un disque fermé D!, voisinage de y_l)/_ll_, tel que
. D‘ﬂFix(f):@
o D'nyky f(D)ﬂy_)/+ fz(Dl)ﬂyfyfzg,sik<O;
e DINDO= f(Dl)mDO fA(DbYHnN DO =
. Dlﬂ)/fy_lﬁzf_ (D )ﬂ)/_y+=f_2(D )ﬂy_yiz@,sik> 1.
On a alors:
o zleInt(D');
e f(DHND!'# 2.

Par un simple procédé de récurrence on construit de cette facon notre suite (Dk) kez- O

Nous pouvons maintenant prouver la Proposition 3.1 en utilisant des arguments clas-
siques dans le domaine.
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Démonstration de la Proposition 3.1 On peut bien siir supposer que 1’assertion (ii)
du Lemme 3.4 est vérifiée et considérer une suite (Dk )iez définie par ce lemme. La
encore, en diminuant D¥ si nécessaire, on peut supposer que I’ intérieur de chaque Dk
est libre. Fixons z’K € 3Dk N f~1(3DK), puis deux segments p’¥ et y”i le premier
joignant z”’k 3 z¥  le second joignant zX & f(z"’¥) contenus dans I'intérieur de DX,
sauf en une extrémité, et ne se rencontrant qu’en z¥. Le segment y'k y/ ]f,_ est un arc
de translation. Si I’'une des hypotheses de la Proposition 1.1 (le lemme de Brouwer) est
vérifiée, alors f est récurrent, d’apres la Proposition 1.4. Supposons donc que pour
tout k € Z, aucune de ces hypothéses n’est vérifée. Remarquons que % =y’ ]jr &%)
est alors un arc de translation joignant Zk 3 K+ Puisque )/k c Dk u f (D¥) et
puisque f se prolonge en un homéomorphisme de D U {«, w}, les deux propriétés de
convergence de la Proposition 3.1 sont vérifiées. Si k' <k, les ensembles DK'U f (Dk/)
et /(D¥)U £2(D¥) sont disjoints. Ainsi toutes les conclusions de la proposition sont
vérifiées. |

Remarque Les trois premicres assertions du Lemme 3.2 impliquent que chaque orbite
O; est contenue dans une composante connexe de D \ Fix(f) (on retrouve un cas
particulier du théoreme prouvé dans [3]). Les deux autres assertions ainsi que les
hypothéses combinatoires sur les «; et w; vérifées par f* impliquent en fait que les
orbites O; sont contenues dans la méme composante connexe de D\ Fix( f).

Puisque nous voulons montrer que f est récurrent, nous supposerons dorénavant que
I’assertion (ii) de la Proposition 3.1 est vérifiée. Chaque segment )/ik sera paramétré
par ¢ € [k, k 4+ 1]. On a donc un paramétrage par ¢ € R de chaque arc I'; = [[;cs yl-k
etona lims_co [ () = @, lim; 400 I'i (f) = w. L’arc T'; n’est pas nécessairement

simple, contrairement aux arcs restreints I';[[x x+1]. Le fait que chaque yl.k est un arc
k k+1
, i i
yl.k , k' < k, nous donne:

de translation qui joint z a z et dont I’image par f ne rencontre aucun segment

Proposition 3.5 Pourtousréels t ett’,ona f(I;(t)) ZT;(t') sit’ <t.

4 Mise sous forme générique

Nous allons expliquer dans cette section comment perturber les )/l.k , pour que les arcs
I'; soient en position “générique”.

oy . k .
Proposition 4.1 On peut toujours supposer que les arcs y;° vérifient, en plus des
propriétés énoncées dans la Proposition 3.1, les conditions suivantes:
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© YN0 =
c yEknoy=wosii' £i;
. yikﬂyl.]f/ estfinisi (i’, k") &€ {(i, k—1),@G,k),@i, k+1)};

. )/ik N )/l.’f/ N yi’f,” =wsi(i,k), (i’ k") et (i”,k") sont distincts.
Commencons par énoncer deux résultats préliminaires:

Lemme 4.2 Soit y un arc de translation d’un point z ¢ Fix(f?) et y’ C int(y) un
segment. Il existe alors un voisinage U de y’ tel que tout segment joignant z 4 f(z) 4
valeurs dans y U U est un arc de translation de z.

Démonstration Puisque

Ny =fHny=y'nfly)=2,

on peut choisir U de telle fagon que

SHNU =fU)Ny=U0njy) =2

On en déduit alors
SUUy)nUUy)=fy)ny={f()} m

Lemme 4.3 On peut construire sur R? une famille (X, »)peN de parties dénombrables
denses, qui vérifient les propriété€s suivantes, ou &, désigne I’ensemble des droites
affines contenant au moins deux points de X, :

e si p et p’ sont distincts, alors EpNEy =;

e sip, p' et p” sontdistincts, alors AN A" N A" =@ pour tout (A, A, A") €
EPX EP/X Ep//.

Démonstration On pose Xy = Q2. On suppose ensuite que la famille (X, )o<p<P
a été construite jusqu’a ’ordre P et vérifie les deux propriétés du Lemme 4.3. On va
montrer qu’on peut adjoindre un ensemble Xp_ ;1 pour que ces deux propriétés soient
encore vérifiées. Remarquons que I’ensemble

vr= | U U ana

0<p<p'<P A€E, N€E,

est dénombrable puisque la premiere condition est vraie jusqu’au rang P. Notons
Vectg(A4) le Q-espace vectoriel engendré par une partie 4 C R? et RA 1’ensemble
des multiples réels d’élements de A. Si A, et A, sont deux parties de R?, notons
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A1 + A, ’ensemble des points z € R? qui s’écrivent z = z; + zp, oul z1 € A et
zp € A,. L’ensemble

Zp=Vectq [ YpU| | X,||+RQ?
0<p=P
est une réunion dénombrable de droites affines (a pentes rationnelles) et donc un Fy
d’intérieur vide. On choisit un point xp4 | & Zp etonpose Xpy+1 =xp+1+ Q2. Ilest
clair que Xp4; estdisjoint de Zp. On vérifie aisément que la famille (Xp)o<p<p+1
vérifie les conditions demandées. En effet, toute droite A € E p esta pente rationnelle
et ne contient donc aucun élément de X,, p < P. La premiere condition est donc
vérifiée. Pour les mémes raisons, A ne contient aucun point de Yp, ce qui implique
que la seconde condition est également vérifiée. a

Avant de prouver la Proposition 4.1, remarquons d’abord que la famille ()/ik )ik est
localement finie: seul un nombre fini de ces arcs rencontrent une partie compacte
donnée de D. On utilisera implicitement ce fait dans la suite. Remarquons ensuite que
I’on peut construire, par récurrence, une suite (Wik Vrez de disques de sécurité:

e chaque Wl.k est un disque ouvert contenant )/l.k ;
° k k' _ <1 .
UL )ﬂ_Wl. =gsi k' <k;
e la suite (Wik)k§0 converge vers {o;};
e la suite (W,'k)kzo converge vers {w;}.
Démonstration de la Proposition 4.1 Commengons par perturber les yik pour que

les deux premiéres assertions de la Proposition 4.1 soient vérifiées. Fixons yl.k . Les
orbites O; sont disjointes deux a deux, fermées et discretes. L’ ensemble

kn ((U o,v) \{zf‘,zf‘“})

est donc fini et inclus dans un segment )’ C 1nt(yl ). On choisit alors un voisinage U
de y’ satisfaisant le Lemme 4.2, inclus dans le disque de sécurité Wik et tel que

((U Or ) \{zF, ,"“}) ((U Oy ) \ {zF, ,"“})

On construit facilement un segment )71.]‘ dans yl.k U U joignant zf‘ a z{‘ *1 et évitant

I’ensemble
‘i ((U o) \{z{‘,zf‘“}).
l'/
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Puisque dans cette construction, on ne touche pas aux autres arcs, on peut faire une
simple récurrence et perturber tous les yl.k pour qu’ils vérifient les deux premieres
conditions de la Proposition 4.1. Nous supposerons maintenant que ces deux conditions
sont satisfaites et allons perturber de nouveaux les yl.k pour que les deux dernieres
conditions soient également vérifiées.

On peut construire une famille de disques ouverts (Af.‘ )ik » disjoints deux a deux, tels
que

. Af.‘CWik;
. z{‘eAf.‘;

e ANNyK =i (1K) i k—1).G.k)}.

On choisit alors, pour tout (i, k), un segment dans int(yik) avec une extrémité dans Af.‘
et I’autre dans Af.‘ 1 buis un voisinage Uik C Wik de ce segment qui vérifie le Lemme
4.2. On peut supposer de plus que Zf.‘ N Ui/f/ =g,si (i",k')&{(i,.k—1),(, k)}.

On peut trouver une famille (X l.k )ik de parties dénombrables denses de R? qui vérifient
les propriétés indiquées dans le Lemme 4.3. On construit ensuite une famille ()71.]‘ )ik

Z{c+1

de segments, tels que )71." joint z{‘ a , est a valeurs dans yl-k U Ul.k et s’écrit

)71." = '“ik’l)‘7l.k’2)7l.k’3, oll )'/“ik’l (resp. )7l.k’2, )7ik’3) est un segment a valeurs dans Af.‘,
(resp. Ul.k , Af.‘ 1 et onr )"/'ik’z est affine par morceaux avec des sommets dans X l.k .
Si (i, k") € LG,k —1), (i, k), (i, k + 1)}, alors 7F N 7K' = 552 0 52 et fini. De
méme, si (i,k), (i’,k’) et (i”, k") sont distincts, alors

~k ~ ~k) ~ k7 ~k2 ~ <k'2  ~K72

Vi NVy Oy =Y, "Ny "Ny~ =0, O

On supposera dorénavant que les )/l.k vérifient les propriétés énoncées dans les proposi-
tions 3.1 et 4.1.

Proposition 4.4 Les arcs I'; vérifient les propriétés suivantes:
k

e tout point z; est un point simple de T'; ;

e Jesarcs I'; n’ont pas de points triples;

e TiNOy=2,sii #i';

o NIy estfini, sii #1i’;

e T'; N Ty ne contient aucun point double ni de T';, nide Ty, sii #1i’;

e I;NTy NIy =@ sii,i’ eti” sontdistincts.
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Démonstration Il s’agit de conséquences immédiates des points suivants:

e les arcs )/l.k = I'i|[k k417 sont des arcs simples;

e les arcs yl.k vérifient les conditions de la Proposition 4.1;
e limp__o yik ={u;};

o limg 400 Vl‘k ={wi};

e les 2n points w;, o, i € Z/nZ, sont distincts. O

5 Démonstration du lemme topologique fondamental

Nous prouverons dans ce paragraphe le résultat-clé de 1’article (Proposition 5.1). Il s’ agit
d’un résultat purement topologique qui utilise que le fait que I'; joint o; & w; ainsi que
les hypotheses combinatoires (ii) et (iii) du Théoréme 0.1. Le résultat est encore vrai sans
les hypotheses de généricité décrites par la Proposition 4.4. Nous n’écrirons cependant
la preuve que dans le cas ou ces hypotheses sont vérifiées, beaucoup d’arguments se
simplifiant.

Nous noterons Ff’ (resp. I';") la restriction de T; & ]— o0, #] (resp. ] — o0, #[) et nous
définirons de facon analogue FZ.ZI et Fl.>’ . Nous ferons, en prenant les précautions
usuelles, I’abus de langage qui consiste a identifier un arc a son image. Pour des
questions d’homogénéité d’écriture, nous écrirons l"l.’ au lieu de I';(¢z). Nous définirons
I’ensemble des configurations T = RZ/"Z et pour tout ig € Z/nZ, nous écrirons
Dio: T = (ti)icz/nz & ti, pour la ig-eme projection.

Si K est un entier assez grand et si i et i’ sont distincts, alors
[i(]—oo,—K])NTy =Ti([K, +oo) NIy = @.

Nous fixons un tel entier K jusqu’a la fin de I’article.

Proposition 5.1 Il existe T = (t;);ez/nz €T tel que:

(A) les ensembles Ffti ,i €Z/nZ, sont disjoints deux a deux;

=t

(B) pourtouti € Z/nZ,ilexistei’ &{i —1,i} tel que FI.Sti NI, #2.

Remarquons que si les #; sont tous trés petits, la condition (A) est vérifiée mais pas
la condition (B). Si, par contre, les #; sont tous treés grands, ¢’est (B) qui est vérifiée,
mais pas (A). Nous devons donc chercher une configuration critique, correspondant a
une situation de connexité limite. Nous utiliserons un procédé de type minimax.
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Pour tout 7" = (#);ez/nz € T , notons X(T') I’ensemble des i € Z/nZ tels qu’il existe
i"¢{i—1,i} vérifiant FiSti N Fft"/ # & et appelons ordre de T le cardinal de X (7).
D’apres les hypotheses (ii) et (iii) du Théoreme 0.1, on peut remarquer que si i € X(7)
et si Fft" rencontre F;t"’, i"¢{i—1,i}, alors les arcs FiS__IK et FZ.Z_II( sont séparés
dans D par Fft" U Ff ‘"' Notons également 7, I’ensemble des configurations vérifiant
(A). Remarquons que ¢’est une partie fermée de 7.

Lemme 5.2 Soit T = ({;)icz/nz € Tx.

(i) Pourtouti € X(T),onat;i>—Ketti_; <K.

(i) Les configurations

T'=t)iez/nz. T" = (iezjnz. T" = (t")icz/nz, ou

t{ =min(4;, K), ] = max(t;,—K), t/” = min(¢/, K) = max(t{, —K),

i
appartiennent a T . De plus on a

(T =3(T") = (T") = X(T).

Démonstration Soit i € X(T) et i’ ¢ {i —1,i} tel que I’ift" N I‘ft"/ # . L égalité
t; > —K est une conséquence de la définition de K. Prouvons par 1’absurde que
<ti-1 Fl.z_t’fl serait disjoint de l"l.<ti et

i—1
<tjr .4 . . =<t;
de T';,/", il séparerait ces deux arcs. Les deux arcs I';™"

extrémité commune I';' = Fii' située sur I';_;. Ceci contredit la derniere propriété de
la Proposition 4.4.

ti—1 < K. Dans le cas contraire, I’arc I';_; =T

<t;s .
et Fi/ " auraient donc une

Il est évident que 7" € Ty et que X(7') C X(T') puisque ¢/ < t;, pour tout i € Z/nZ.

Soit i € S(T) et i’ ¢ {i —1,i} tel que T NT;" # . Puisque T7X NIy =
/ <t .

F;K NT; = &, on en déduit que Fl.ft’ N Fljt’ #+ & etdonc que i € (7).

Puisque FI-S_K NTy =@, sii’ #i,onsait que T” € T,. On sait également que

X(T) C 2(T") puisque #; </, pour tout i € Z/nZ. Soit i € X(T") et i’ ¢{i—1,i}
v =t . - - .

tel que Fft’ N F;t’ =# &. Puisque Fl.S Kn Ty = Ff Kn I'; = &, on en déduit que

t!' =t; et tf; =ty puis que i € X(T).

On en déduit finalement que 7" € Ty et que X(T"”") = X(T). Remarquons que

|t"] < K, pour tout i € Z/nZ. O

Démontrer la Proposition 5.1, c’est trouver une configuration 7T € 7, d’ordre n.
Commencons d’abord par le résultat suivant:
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Lemme 5.3 Il existe une configuration T = (t;);ez/nz € T« d’ordre au moins n— 1.

Démonstration Fixons i € Z/nZ. Utilisant les hypothéses (ii) et (iii) du Théoreme
0.1, on sait que l"l.f_K et FI.ZK sont disjoints de I';_; et séparés par cet arc. On
peut donc définir le premier instant #; ou I'; rencontre I';_;. D’apres la Proposition
4.4, le point Fti est un point simple de I';_;. On écrit I‘ti = Fti_l Remarquons
que 1"<” N 1"<”_1 = etque [ =t Ur;— t’ ! sépare I’- K de FZK On peut donc
définir le premier instant #;_, ot I';_, rencontre r- =ty F t’ ', On peut continuer le
raisonnement et définir par récurrence sur r € {2,...,n — 1} le premier instant #;—,
ou I';_, rencontre U0<s<r_1 F<t’ *. La configuration T" = (#;);ez/nz Vérifie (A) et
3(T) contient {i —n+2,...,i — 1} Remarquons maintenant que X (7°) contient i si
Fltfll = Flt' n"jll € F—t’ Sl par contre, Fl':ll Q’F.sti ilexiste j e{i—n+2,...,i—1}
tel que T, fit1 ¢ FJ . On en déduit que i + 1 € X(T). La configuration T est donc

i+1
au moins d’ordre n — 1 (les deux cas sont illustrés sur la Figure 5). O

a3 a3
w1 w1
w2 w2

o %%

a4 @4 o4 o
w3 03] w3 o1
Figure 5

Pour des raisons d’écriture, il sera plus commode dans la suite de la Section 5 d’indexer
T par j €{l,...,n}. Quitte a changer les indices, on peut supposer, d’aprés le lemme
précédent, qu’il existe 7' € 7 telle que j € X(T), si j # n. D’apres le Lemme 5.2,
on peut toujours supposer que |¢j| < K, pour tout j € {1,...,n}. Onnotera 7_; C 7y
I’ensemble des configurations vérifiant ces deux propriétés. Remarquons que c’est
une partie compacte de 7. On en déduit que I’ensemble 7, formé des configurations
T € 7_1 ou p, atteint son maximum est une partic compacte non vide. On notera
¢y ce maximum. Nous voulons montrer qu’il existe une configuration d’ordre n dans
7_1. Ce sera une conséquence du Lemme 5.4 qui va suivre (et de la finitude de
{1,...,n}). Le principe est un raisonnement par 1’absurde, on suppose qu’il n’y a pas
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de configuration d’ordre n dans 7_; et on construira alors par récurrence une suite
(infinie !) décroissante de parties compactes (7;),>¢ de 7 définies par les valeurs de
r + 1 projections. Nous allons commencer par initier la récurrence, pour faire ressortir
les idées, puis nous énoncerons et démontrerons la construction générale (Lemme 5.4).

Fixons T' = (#j)1<j<n dans 7, et montrons le résultat suivant:

. ty . N =tj . .. . . . N
Le point T')! apparaent a un arc Fjl 'L j1 #n, cet entier j; est unique, il est égal a

n—1 etonaF €F<t” L

D’apres la premiere assertion du Lemme 5.2 appliqué a j = 1 € X(T), on sait que
th =ty < K. D’apres la Proposition 4.4, on sait qu’il existe 7, €], K[ tel que
Ty #] ne rencontre aucun arc I'j, j # n. La configuration 7"’ obtenue a partir de
T en remplagant ¢, par ¢, n’est pas dans 7_;, puisque 7, est le maximum de p, sur
7_1. Or les coordonnées de T’ sont toutes entre —K et K et on a bien évidemment
(T) C >(T"). On en déduit que T’ ne vérifie pas la condition (A). Ceci implique

que F appartlent a un arc F , j1 #n. La propriété 4.4 nous dit que I’entier j; est

unique et que Fn est un point 51mple de T, . Le fait que 7"’ ne vérifie pas la condition

=tj,

. . . x e -l . N
(A) implique en fait que F,t,” n’est pas I’extrémité Fjjll de Fj1 et appartient donc a

I‘;tjl . Le fait que n ¢ X(T') implique que j; =n—1.

On définit alors
* .
() = min py_i 7.
Ty ={TeTy | pp1(T) = t;:_l}-
L’ensemble 7; est non vide, on choisit donc 7' = (#j)1<j<n € 71 . Montrons le résultat
suivant:

Le point I, - | appartient a un arc F 2, jo £n—1, cetentier j, est unique et vérifie
Jo<n— 1 .

Puisque n—1 € X(T') on sait, d’apres le Lemme 5.2, que 7,y =1+, > —K. D’apres

la Proposition 4.4, on sait qu’il existe 7, _, €] — K,z;_,[ tel que Fn 1l ] ne

n— l’ n 1
rencontre aucun arc I'j, j #n—1. Par deﬁmtlon de 7|, on sait que la configuration
T’ obtenue a partir de 7' en remplagant ¢* | par f,  n’appartient pas a 7y. Elle
vérifie bien évidemment (A), puisque c’est le cas de 7. Puisque les coordonnées de T
sont toutes entre —K et K et puisque sa n-iéme coordonnée est 7, , ¢’est donc qu’il
. . . P tr_ T <t
existe j #n tel que j ¢ £(T"). On en déduit que I',""' appartient & un arc I';) 2
Jj2 #n—1, que j, estunique et que 'entier j # n qui n’est plus dans X(7") est soit
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. s S S o trdmitd -1
n—1 soit j,. Orona vu précédemment que le point I',” n’est pas Iextrémité I',"7".

nl —nl

Il appartient donc a F et par conséquent appartienta I' . On en déduit que
n—1¢eX(T’). Cest donc Ientier j, qui n’est pas dans E(T’), ainsi j, #n. Onen
déduit que j, <n—1.
On définit alors

t;, = max pj, |z,

T={T €Ty | pj,(T)=1}}.
L’ensemble 75 est non vide, on choisit donc 7" = (#j) 1< j<n € 7> . Montrons la propriété
suivante:

*

]
le point F 2 apparttent a un arc F , J3 # Ja, cet entier ji est unique, il est égal a

<tj,—1
Jjo—1letona FIZEI‘ 2

On sait que j, #n—1 et donc que j, +1 € X(7). On en déduit que ¢, = t* <K,
d’apres le Lemme 5.2. Utilisant le raisonnement fait plus haut (qui utilise la max1ma11te

de ) on sait qu il existe j3 # ja, unique, tel que T, U2 F 3 et que r 'z #T;7. On

écrit alors F i _ F s . Notons 7’ = (lj)ls j<nla conﬁguration obtenue a partir de

T en remplagant _ypart,  €]-K,tr [,ouT,_ 1|]t _,.t*_,] hie rencontre aucun

arcTj, j #n—1. Nous avons vu plus haut que j» ¢E(T/) Remarquons que t” < ZB

dans le cas éventuel ou j3 serait égal a n— 1. Dans le cas contraire nous avons I’ egahte
<t/ <t/
tf. = t;.. Nous en déduisons que I';, "> NT; " # & et par conséquent que J3 est

nécessairement égal a j, — 1. Remarquons egalement que les seuls arcs I'; 7, j # Ja,
<t* t* 1
rencontrés par I';) ’2 sont F '; Let F U (voir Figure 6).

En continuant ce processus, nous allons montrer:

Lemme 5.4 Si 7_; ne contient aucune configuration d’ordre n, on peut construire:

 une suite strictement décroissante d’entiers positifs (j;)r>o, vérifiant jo =n et
J2r+1 = J2r —1;
 une suite de réels (Z;:)rZO;

e une suite décroissante de parties compactes (7, ),>o de 7T ;
uniquement définies par les propriétés suivantes:
(1) t* _maxp]2r|7-2;—1 et 7’27‘ _{T 67'27'—1 | p]zr(T) ]Zr}‘

(i) t]z +1 _mlnpjzr+1|'72r et Tor+1 =T € Tpr | p12r+l(T) 12 +1}'
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Op—1

Figure 6
(iii) il existe un unique entier j,,4, # jar+1 dans {1,...,n} tel que F/;':ll
Fj2r+2'
De plus, on a:
(iv) si T = (tj)1<j<n € To,, l'arc e — F <o est disjoint de F si
J J ]2 o ] ]
{Jor—1, ]2,,]2,+1 Y GsijE{n—1 n} dans lecasotur =0) a1ns1 que de
t]2r | Q— <t]2r 1.
J2r—1 Jar—1 7
bapyr |

’

.
o . iny  tliay .
(v) siT =(tj)1<j<n € T2y, le point I‘er = I‘er appartient a I‘j2 o
t¥
/21—1—1 _ J2r+1
=T,
2r+1 J2r+1

/2r+2

(vi) si T =(tj)1<j<n € T2r+1, le point F T

appartient a F
Démonstration On peut supposer que les ensembles 7 ont été définis jusqu’a 1’ordre
2r — 1, que les entiers (js) ont été définis jusqu’a I’ordre 2r et que les assertions du
théoreme sont vérifiées jusqu’a cet ordre. C’est le cas, on I’a vu, pour » = 1. On définit
alors t;"zr et 7, par la condition (i). On pose ensuite j,,+1 = jo, — 1 et on définit
tJ*2 o et 75,41 par la condition (ii). On va commencer par montrer que (iv), puis (v),
sont vérifiées. On montrera ensuite que c’est également le cas de (iii) et (vi). Enfin, on

prouvera que jp,4o est strictement plus petit que jo, 1.

Preuve de (iv) Fixons T' = (t;)1<j<n € T2, . Puisque j>,_1 #n onsaitque j,_; €
X(T) et donc que tj,, |, = t;;r—l > — K, d’apres le Lemme 5.2. Choisissons tjfz"_l €

* * B .
|- K, Lo [ assez proche de t;,,_, pour que I'arc T'j,,_, |[t{ ot 1ne rencontre

aucun arc Fj , j # jar—1. La configuration 7’ obtenue a partlr de 7" en remplagant

12’ | par t’ . n’étant plus dans 75,5, il existe donc j #n quin’est plus dans X (7).
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L <tF
Il s’agit soit de j,,_1 soit de j,, puisque Fjjzzr’__ll er; Jar (d’aprés l’hypothése de

121—1

récurrence (vi)). L’hypothese de récurrence (v) nous dit que F e € F et donc

-2

que ]2, 1 € Z(T"). On en déduit que j,, ¢ (T”). Ceci 1mp11que d une part que

<t¥
FJ ’Z’DF_’ =g si j€{jar—1, jar» Jor+1, }, d’autre part que F Z’HF ]2’ =g,

Preuve de (v) Fixons T = (tj)1<j<n € Tp,. Puisque j,, + 1 # n on sait que
Jar +1 € X(T) et donc que tp; = t;‘j < K, d’apres le Lemme 5.2. Choisissons

tjfz e]tf" , K[ assez proche de tT" pour que T, |]t* '}, ] he rencontre aucun arc T,

J # Jjar. La configuration 7"’ obtenue a partir de T en remplagant t* par t'j, ne

vérifie plus (A) par maximalité de lj . Il existe donc j # j,, tel que F Zr’ appartient
<t
A un arc FJ.JJ , J # Jjar, et ce point, qui est un point simple de T'j, n’est pas I’extrémité

tj aye . . o . . A . , . . .
Fj’ . Utilisant le point (iv) qui vient juste d’€tre prouvé, on en déduit que j = jr,4+1
et que (v) est vrai.

Preuve de (iii) et de (vi) Fixons T = (fj)1<j<n € T2r41. On vient de démontrer
. . 4k _ . . / *

(V) et on sait donc que j,, , =7 > —K. Choisissons #; €] - K,z7 [

assez proche de t. , pour que I'arc I'j,, | [ ne rencontre aucun arc

J2r41 12r+1

i, j# jar+1- La conﬁguratlon T’ obtenue a partir de 7" en remplacant ¢ par

J2r+1
ljz,-+1 n’étant plus dans 75, , il existe donc j # n qui n’est pas dans X (7). Il existe

t*2: +1 Slgr 2
I. el

i arin L’entier j,,4o est le seul entier

donc jar42 # Jjar+1 tel que

j # jars1 telque T 12““1] € T'j. Nous venons de démontrer (iii) et (vi).

Preuve de I’inégalité j,,., < j>,4+; Nous gardons les notations du paragraphe
précédent. Utilisant de nouveau le point (v) qui vient juste d’€tre prouvé, on en
déduit que jp,41 € Z(T") et donc que I’entier j # n qui n’appartient pas ax(T)
F 2r+2

est jor+2. En particulier jp,4, # n. Puisque Jar42 € X(T"), I'arc iaris  DC
LN 2r+1 ]2r+2 £ 3413
rencontre aucun arc autre que lui méme, que F e ctque r. or o1 . On en déduit

. . <t <tj,_
que jar+2 # js,si 1 <5 <2r + 1. En effet tout arc Fjs s rencontre Fjsjf ! eton

sait que js—1 & {Jjs, js — 1. jar+1}, puisque js—1 > js = jar+41. Il reste & montrer

que jar+2 € {Jjas + I,..., jos—1 — 1} si s <r. Méme dans le cas o s = r, on
<t*
]23 ]23 12s+l _ J2s+1 . 5
sait que F = F appartlent a sz o Fj2s+l . On sait d’autre part que
ti t .. 2 1..:
]’22;_—1' = I‘jj2 >+~ ! appartient a I' =as . D’apres la Proposition 4.4, on en déduit que
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t*
FJJZZSS_ L€ r, i . Ceci implique que I'; ]23 'y r, ~iag est connexe et sépare dans D

tout arc Fjv ,] 6{123—1—1,...,]2s_1—1},detoutarc Fﬁ,_K,j”gz/{jZS,...,sz_l}.

. <t*
Puisque, par hypothése les arcs I‘]<t’ sont disjoints deux a deux, I'; "> 251y L, s
t 7

sépare F " de F ., . On en déduit que 1" A F ' = . En effet si ces deux

] ] . . .
arcs s’intersectaient, ils devraient le faire sur F 2=y F 25 ce qui contredirait la

Proposition 4.4. Puisque jo, 11 €{jas.--.» j2s_1} et puisque F ]2’“ J_2 Ji’;’z £,

on en déduit que jr,42 €{jas+1,..., jas—1 — 1}. O

Si T = (ti)iez/nz € T« est une configuration d’ordre 7, on sait que |7;| < K, pour tout
i €Z/nZ,d’apres le Lemme 5.2. L’ensemble des configurations 7' € 7, d’ordre n,
qui est fermé, est donc compact. Considérons 1’ordre lexicographique défini sur 7 par
un ordre quelquonque sur Z/nZ. On peut alors trouver une configuration maximale
TO = (fio)iez /nz Pour cet ordre dans I’ensemble des configurations de 7« qui sont

d’ordre n. On vérifie facilement, utilisant les arguments vus dans la preuve précédente,
O () 0

<t}
que pour tout 7, il existe i’ # i unique tel que F eI'y et que F €l;, . Onse

0
fixera dorénavant une telle configuration et on posera I';” = Fl-_ et 0,. =T . On
définira également I'+ I‘—K+1/ 2 Surla Figure 7 nous donnons un exemple avec
n =4, ou I’ordre sur Z/4Z verlﬁe 1 <2 <3 <4.1In’y aqu’une configuration d’ordre

n =4 maximale possible dans cet exemple.

03 ' W a3

[0 7] (O] [0}

Figure 7

Proposition 5.5 Nous avons les propriétés suivantes:
e THNI, =T NTH=0,sii#i;
e TN =0;
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o T\ {oPHN T\ o) =2, sii' £

o T5KNI; =0,sii'#i;

e I’ensemble T';" \ Ui’;éi I';; est inclus dans une composante connexe de D\
Uiz T

o pourtouti € Z/nZ,ilexiste i’ ¢{i,i —1} telque T NI}, # @;

o sil'; NI, #@,aveci’¢{i,i—1}, alors lacomposante connexe de D\ (I';” UT';7)
qui contient FI.S__IK est différente de celle qui contient Fl.tl .

Démonstration Le seul point qui n’est pas immédiat ou qui n’a pas été mentionné
précédemment est le cinquieme point. Il n’est cependant pas tres difficile a prouver. Si
le point Fl.’ , 1< tl.o, n’appartient a aucun I';;, i’ # i, il n’y a en effet aucune difficulté
a perturber I’arc I'; sur [ K, ¢] pour qu’il aboutisse en Ff tout en évitant Ui/# r;.
En effet on peut contourner chaque point de I';|[—x ;) qui est surun T/, i’ # i, au

voisinage de ce point (voir Figure 8). a
o3

2%

oy

Figure 8

6 Construction du graphe modele

Nous allons construire dans cette section un graphe G qui sera le modele unidimen-
sionnel de notre décomposition en briques finale. Rappelons que I’extrémité O'l-O de I';”
appartient a un unique arc I';;, i’ # i, que c’est un point simple de I'; et de T/, qu’il
n’appartient pas a O; et que crio # 019. On appelera singularité de T';” tout point qui
appartient a O; ou qui est 'extrémit€ d’un arc I';, . Les singularit€s €tant des points
simples de T, on peut les paramétrer sous la forme o*l.l =TI (tl.l ), ol (tl.l )i<o estune
suite strictement croissante uniquement déterminée. On se fixe alors L suffisament
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grand pour que #;” L < _K. Les singularités O'l-l , | <—L, sont alors nécessairement
des points de I’orbite O;. Remarquons qu’on ne peut pas trouver ig et i; tels que

-1 _ 0 0 _ -1
0i, =0 Oj, =0; .

En effet, supposons que iy > i1 (pour I’ordre sur Z/nZ qui nous a permi de définir

T9). Sit>1t? est proche de ¢, 1a configuration T’ = (t;);ez/nz OV tl./o =t 1 = ti_ll
f 0 s .. 2 " 0

et tf =1t; sii &{ig,1} vérifie les conditions (A) et (B) et est plus grande que 7" pour

I’ordre lexicographique, ce qui contredit la maximalité de T°.

Définissons maintenant une suite (tl );>1 en posant
t'=K+1/2
t=K+1-1 sil>2

et définissons les singularités ol.l =T;(") de Fi+. La Proposition 3.1 nous permet
d’affirmer ’existence d’une suite de disques de sécurité (Vil )i+0 adaptée a notre
nouvelle indexation. Plus précisément:

Lemme 6.1 On peut construire, pour tout i € Z/nZ, une suite (Vil )10 de disques
ouverts telle que:

e chaque Vl.l contient le segment Fi|[,_l L
i

. VilﬂVil/=®,Sii#iI etl>0;

« Vinvli=g,sil' <0<I;

o SVHV =asit <1

e la suite (I7il)1>0 converge vers {w;};

e la suite (I7il)1<0 converge vers {o;}.

On définit maintenant deux suites d’arcs d’attache (af )i<o et (ozf );>o de la fagcon
suivante:

—1

o;  =T5|r—1 .01;
i l|[ti N
1

o = 1|1 213
i ll[ti,tl-]’

si/ <—1,alors af = l",-|[tg p/17» €N notant Z/g le premier instant ou Fi|[,1 ;/+1) rencontre
i i°%

m.
Ul<m<0 ;s
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si/ > 1, alors Otf = Fi|[t’l [+ €n notant t/f le dernier instant ou Fi|[tl (1 rencontre
i'li iti

U0<m<l o(lm :

!

1

singularités sont des points simples de I';. Remarquons également que af C Vil .

Remarquons que «; est un segment (i.e. ne se réduit pas a un point) puisque les
Toujours grice a la Proposition 4.4, on sait que pour tout / < —1, le point I';(¢/ f)
appartient a un unique arc o, / <m < 0; qu’il est différent de I’extrémité T';(¢']") et
qu’il ne peut étre égal a I’extrémité 07" que dans le cas ou m =/ —1 et ti/l = tl.l -1
Nous avons un résultat analogue pour les af , I > 0. Parmi les singularités, nous
porterons particulierement attention a la singularité o) = F,-[(zl.")], ou [z] désigne la
partie entiere d’'un réel 7. Il s’agit de la singularité de I';” la plus “proche” de I’extrémité
aio parmi les singularités qui sont sur O;. Si on écrit 0" = (Tl-li , ON peut remarquer que
Otl! = Fi|[’i[’ti]+1] sil; <[l <0.

On construit ainsi des arbres localement finis A; = | J; ¢ af et Al.+ = U0 ozf :
seul un nombre fini de af rencontrent une partie compacte de D donnée. L’ arbre
A; estinclus dans I';” et contient toutes les singularités de I';”. C’est sur le graphe
G=Ues /nz(A7 UAI.+) que nous allons modeler notre décomposition. Nous illustrons
la construction du graphe G sur la Figure 9. Les singularités qui correspondent a des
points de I’orbite sont représentées par des points noirs, celles qui sont des extrémités
sont représentées par des points blancs.

a3 o3
(,()] /_ﬁa)l
o0
w2 o 20 N\ L \% IV L\ 2
0
o3
0y 0 (O] [0 7] o—=2—/ Wy
o
4
o1 231
w3 w3
Figure 9

On déduit facilement de la propri€té 5.5 et des inclusions A7 C I';” et A;r C Fl.+ le
résultat qui suit:
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Proposition 6.2 Nous avons les propriétés suivantes:

Al.Jr N Al._, = &, pour tous i’ eti dans Z/nZ;
+Agt — Caog
AT NAS =@, sii #i';
(A7 \{o?) N (A5 \{oDh) = @ si i £i;
/ - _ . . . i
o; NA; =@, sii #i'etl <—L;
I’ensemble A} \ Ui’;éi Aj, est inclus dans une composante connexe de
D\ Uz Air
pourtouti € Z/nZ, il existe i’ & {i,i — 1} tel que A7 N A;, # @;

si A7 N A; # @, avec i’ € {i,i — 1}, alors la composante connexe de

— — . . l P .
D\ (4; U A};) qui contient les a;_,, | < —L, est différente de celle qui
contient Ai+—1'

7 Construction d’une décomposition adaptée

Nous construirons dans cette section une décomposition en briques libre maximale
modelée sur le graphe G = | ;5 /nZ(Al.— u A;r). Nous utiliserons implicitement le
théoreme de Schoenflies, ou plutdt la version généralisée qu’en donne Homma [13]. La
construction se fera en plusieurs étapes. Commengons par la plus simple, en rappelant
que la famille de disques de sécurité (Vil )iez/nz,1#0 & €t€ définie dans le Lemme 6.1.

Construction de la famille (b’ f )iez/nz,1>0

Lemme 7.1 On peut construire une famille (b’ f )iez/nz,1>0 de disques fermés de D
telle que:

6]

(ii)
(iii)
(iv)

v)
(vi)
(vii)

—

chaque b’ f est libre et inclus dans Vil ;
i 'y . /.
Int(b";) NInt(b'; ) =@, sil #1;
Int(b’'}) contient o} et o7 ;
Int(b’f) contient 0!“, sil>2;
Int(,,,<; b/f) contient | J,,<; ozf;
af, | > 1, rencontre un unique disque b/;.”, m < [, que I’on note b/;"[l];
si b'™" intersecte un arc ozf = ri|[,/{ A1) [ > m, alors b"" N ozf est un sous-
171

segment non trivial Uil .y de af et Uil 4mp C Int(b"7");
it it i
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(viii) un disque b/l. [ > 1, ne rencontre aucun disque b'7*, m < [, autre que b’;"[l];

(ix) b’l b/m[l] 8b’l N 8b’m[1] est un segment.

Démonstration Puisque I'j|[x k1] est un arc de translation, le segment oel.l =
Tilik+1/2,k+1] est libre. Nous pouvons donc construire un disque fermé 5’ ll C Vi1
qui est libre et dont I’intérieur contient 051 Nous pouvons de plus supposer que 5’; !

contient aucune singularité o , > 2 Soyons plus précis. Il n’y a qu’un nombre ﬁnl
d’arcs oel ! > 1, qui rencontrent a . Nous pouvons supposer, d’une part que ce sont

les seuls que rencontre b’ 11 , d’autre part que b’ 11 vérifie la condition (vii) du Lemme
7.1.

Supposons maintenant que les disques b’/ ont été construits jusqu’a I’ordre / et qu’ils
vérifient les conditions du Lemme 7.1. Ceci a un sens si on remplace la condition (vi)
par la condition suivante:

(vi’) un arc d’attache ozf/, " > 1, rencontre au plus un disque b, m <min(/, /' —1).

I+1 _ 1l+1

Considérons I'arc d’attache o; " =T I[t/1+1 142)- Nous savons que I7;(¢";" ") ap-

partient a un arc «;", m </, et donc a un dlsque b{” , m' <1 d’apres (v). Ce
disque est unique d’apres (vi’), on le note bm[l+1] D’apres (viii), nous savons que
l+1 ﬂbm[lH] F,|[t,1+1 1y ol t’l+1 <t”lJrl <tlJr2 Le segment F,l[t,,1+1 #1421
est libre, puisque I |[ (41 ,1+2) estun arc de translation. Il est également inclus dans
i a1
141 1+1 I+1
Vi b CV;

. On peut donc construire un disque fermé qui est libre, dont

I’intérieur contient T |] I 12 et qui ne rencontre qu’un seul disque b7, m <1/, a

savoir b/m[H'I] On peut également supposer que b/l+1 ﬂb/mUH] 8b’l+1 ﬂab/m[“'l]

estun segment dont I'; (¢”; I+ Iy nest pas une extrémité. Tout arc d’attache oe A >1+1,

qui rencontre I'; |[t,,1+1 [1+2) est disjoint de tous les disques b, m <1, d’apres (vii).
i i

On peut donc supposer que b’ f *1 vérifie également la condition (vii). Remarquons

maintenant que la famille (b'7*); <,,,<;41 Vérifie toutes les conditions du lemme. Nous

avons dessiné les disques b/f, ieZ/nZ,l>0,surla Figure 10. m|

Construction de la famille (bf )iez/nz,1<0

La construction sera similaire, a savoir un épaississement des arbres A;, i € Z/nZ.

La situation est cependant plus délicate car ces arbres ne sont pas disjoints. Rappelons

que I’extrémité JI.O n’est pas sur O; et que le segment I'; |[[tp] (0] qui joint la singularité
47

ol a 0.0 est donc libre Il en est de méme, bien sir, du sous-segment oz_l Rappelons

egalement que 0 , qui appartient a un unique arc I'j,, ig # i, est sur A . Dans le
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Figure 10

cas ou 0; I — Oi*, on sait que «;" 1 \oio est disjoint de tout arc I';/, i "# i, et donc

de A4;;. Dans le cas contraire, 0;" 1 appartient & un unique arc I, i1 #1i,etc’est
I’extrémité Ul-(: de Al._]. Dans ce cas int(ail) ne rencontre aucun arc I';/, i’ #i. On
peut donc construire une famille (b’ i_l)ieZ /nz de disques fermés libres de D, vérifiant
o lc by Ic Vi_1 , dont les intérieurs sont disjoints deux a deux, et tels que

bl._lmbi_,l;ég et i;éi/:>ol-0=ai71 ou Ui_l=ol~9.

On va étre plus précis. Pour toute singularité ail =1 (til ), [ <0, choisissons sf >0
tel que:
/ / 1.
e I te& <ty
® I‘Ii |[tll

l.
—sﬁ,til—i-sf] C Vl ’

. Fi|[til—e£,til+ef] N (Ui’;éi Fi/) =, si Uil € 0;;
* Tilpr—et st 0 (Ui/#i F"') ={of}.si o} ¢ Oi.
Lemme 7.2 On peut constuire une famille (b;” Yiez /nz de disques fermés de D et
une famille (Ui_l)iez/nz de réels > 0, telles que:
@) bi_1 contient ai_l;
(i) b; U est libre et inclus dans Vl._l;

(i) Int(b; ') NInt(b; ') =@, sii #i’;
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(iv) sib;! intersecte un arc d’attache al{ = Lilyt 1y, 1 = =2, alors bl N af est un
1271
.

i’

nl
i
—1 . -1 Iy N £per o_ lo.

(v) 0<n;" <min(g ,sio), ou on écrit 0, = 0; '

(vi) b7'NA; =Ty

sous-segment I'; |[t,,( ] de ozf, avec tl.l <t <t
00

lo Jlo, —175
[tio’ti +n; ]
(vil) si Oi_l =0/, alors bi_1 NA; :bi_1 ﬂbi_/l =g,sii' €{i,ip};
1

G =1 % —1 —-1y.
(viii) sio; " =o;,alors o; " €Int(b; ");

(ix) si al._l = i(i est une extrémité, alors bi_l NA; = bl._1 N bl._,l =g,sii’ ¢
{i’ iOs il }’

(x) si ol._l = ol.(i est une extrémité, alors abi_l contient Fi|[ti_l_ni_l’ti_l+ni_l];

(xi) sio ! =00 estune extrémité, alors

l i1

1 ~p—1 _ qr—1 -1 _ .
bir Mbay "= 06 0b; - =Tl eyt oy

Nous avons dessiné les disques b;~ 1 i eZ/nZ, surla Figure 11.

Figure 11

On peut alors étendre la famille (b} ez /nZ:
Lemme 7.3 On peut étendre la famille (bi_l)iel/nl en une famille (b,l)iel/nl,l<0 de

disques fermés de D et la famille (ﬂi_l)iez/nz en une famille (Uﬁ)iez/nz,ko de réels
> 0 telles que:
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(i) 0<nl<el:

(i) chaque bf est libre et inclus dans Vil ;

(iii) Ul-l € Int(blg ), si al.l € 0;;

(iv) Gl-l € Bbf , S al.l ¢ O;, plus précisément, T'; |[ti[ C 8b£ ;
) Uz b contient | J,,5; o ;

(vi) Int(b;) NInt(b;,) = @, si (i,1) # (@', 1');

(vii) Intb)NA; =@, sii #i';

—nttf+nh]

(viii) un arc d’attache ozll , | < —1, rencontre un unique disque b}"*, m > [, que I’on
note b;"[l];
(ix) si b intersecte un arc d’attache al{ = F,‘|[tg 170 [ < m, alors b" N al{ est un
1> 1

nl

sous-segment Fi|[t//l t,1+1] de 0{1{, ol Zl.l <t ; < [l.l;
it

(x) undisque blz, [ < —1, ne rencontre aucun disque b}, m > [, autre que b;"[l];

(xi) bf N b;"[l] = 8b£ N 8b;"[l] est un segment;

(xii) un disque b{, | < —1, ne rencontre aucun disque bf,/, i"#1i,si O'il € 0;;

l
(xiii) un disque bg, | < —1, ne rencontre aucun disque bl{,/, i’ #1i, autre que bi_ll , SI
l , £nitd 0 / —1 _ a7/ -1 _ 1.

o; est'extrémité o; , etona b; N bl.l = db; N 8[)1.1 =T |[fil’fil+’7i_ll]'
Démonstration On raisonne par récurrence, comme dans la preuve du Lemme 7.1.
On suppose donc qu’une famille (b}");ez/nz,m>1 a été construite qui vérifie toutes les
hypotheses du Lemme 7.3 en remplagant (viii) par:

(viii’) un arc d’attache al{/ , I" <0, rencontre au plus un disque b7, m > max(/,!’+1).

Fixons i € Z/nZ et considérons I’arc d’attache ozl!_l = F,-|[t_/—1 =17
1 >

Nous savons que T (t’ll_l) appartient a un arc ", m > [, et donc a un disque blf”/,
m' > 1, d’aprés (v). D’aprés (viii’), ce disque est le seul disque b, m > [ que
rencontre ozf_l . On le note b;"[l_l]. D’apres (ix), nous savons que ozf_l N b;"[l_l] =
Fil[t//g—l’t,g—l], ou tl.l_l < t”f‘l < l/f_l. Le segment Fi|[til—1’tu£—1] est libre et inclus
dans V!~!. Dans le cas ol o*l.l e, le segment I['; |[til_l””f_l] ne rencontre aucun

1
l.l_l est

I’extrémité o , ce segment ne rencontre aucun arbre A;,, i’ & {i,i{}, et n’intersecte
11 l 1

arbre A7, i’ # i, et aucun disque b}, i’ # i, m > [. Dans le cas oll o

A; qu’en son extrémité o*l.o1 . De méme, il ne rencontre aucun disque b7}, i "4,

Geometry € Topology, Volume 10 (2006)



2342 Patrice Le Calvez

-1 -1
> . . . _ _ — . _ _ _
m > [, autre que bll etona bll N F’|[fil 11y Fll[til il ) On peut donc

construire une famille de disques libres (bl{ ez /nz» disjoints deux a deux, telle que

. bf_l est inclus dans Vil_l,

-1 : .
o b7 contient I'|r,i—1 ,1—17;
i ll[ti 270

— . -1
. bl! ! ne rencontre aucun disque bi", m =1, autre que b;"[ ];

. bf_l N b;"[l_l] = 8b£_1 N 8b;”[l_1] est un segment dont F(z”f‘l) n’est pas une
extrémité;
* b!=! ne rencontre aucun disque b{i’/, i'#i,m' >1,dansle cas o 0/ ! € O;;

. Int(bl?_l) contient I'i[j,1—1 ,»1—1[, dans le cas ol all e o
1 > 1

J— . 4 . . —
. bl! ! ne rencontre aucun disque bIF . i"#i, m' > 1, autre que bil1 dans le cas
s -1 _ 0.
oo, =0;;

. Bbf_l contient Fi|[z’+1— si al-l_l ¢ O;.
i

NI
Puisque par hypothese, tout arc attache r)g/, I <1 —1 qui rencontre T |[t_1—1 pri—1] €st
1 2 1

disjoint de toute brique ", m > [, on peut supposer de plus que la condition (x) est
également remplie.

On peut vérifier que les conditions du lemme sont maintenant vérifiées jusqu’a I’ordre
[ — 1. Nous avons dessiné les disques bf, ieZ/nZ,l <0,surla Figure 12. m|

Remarque Ecrivons of = ol.l ", Puisque les Vil peuvent étre choisis arbitrairement

proches des ozf et puisque Fi|[[t_0] 10 est libre, on peut supposer que [ J 1,<1<0 bff (qui
i % -

est un disque fermé) est libre.

Construction de la famille (b’ f)iez /nz,1<0

On va modifier de fagon naturelle la famille (bf )iez/nz,1<0- On définit, pour tout r <0,
une famille (blg ,)iez/nz,1<o de disques libres par les relations de récurrence suivantes,
oum[lle{l+1,...,—1} est défini par I’assertion (viii) du Lemme 7.2:

. bf_l = bl{,pourtoutl <0;

. bfr =b£,pourt0utl<r;
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Figure 12

e sibj U b;f'r[ﬂl n’est pas libre, on pose

bf, :b£r+1, pour tout | <0;
N m[r] ;
sibj U bi,r+1 est libre, on pose

br, = by Ub]

ir+1°
I —prypmlr] ; L
bi,=biUb;, ;. sil>reth; = bi,r[+]1’
I 1l . / m\r
biy =biyi1- sil>rethy, . #bj,7y-

Chaque disque bf , est une réunion de disques b", m > 1, et contient bf . Puisque bf
est inclus dans le disque de sécurité V! et puisque f vmn Vil =g,sim>1[,on

1
mir] # &, dans le cas

peut remarquer, dans la construction précédente que f(b;) N bl.’ i

ou bf U b;"[r]l n’est pas libre. On en déduit:

I+

Lemme 7.4 Pourtoutr < —1 ettout! € {r,...,—2},ilexiste me {l +1,...,—1}
I _ 1

tel que b'; , = b'F" ou f(b; )ND'T, # 2.

Remarquons maintenant:

Lemme 7.5 Deux cas sont possibles: (i) f est récurrent;
I

i,r

(ii) tout disque b; , contient au plus n— 1 disques b}" .
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Démonstration Chaque disque 5", m < 0, contient 0" . Parmi ces singularités, il y
en a au plus 7 — 1 qui sont I’extrémité d’un graphe A, i’ #i. Ainsi un disque bl{r
qui contient au moins n disques b;" contient deux points de 1’orbite O; et rencontre
donc I'un de ses itérés. Puisque bl{r est libre, f est nécessairement récurrent, d’apres
la Proposition 1.4. |

Nous supposerons dorénavant que tout disque bll , contient au plus n — 1 disques
b". La suite (bf ,)r<o est alors stationnaire. On définit donc une famille de disques
' ﬁ)iez /nz,1<0 €n notant b’ f la valeur de bl{ ,» pour r assez petit. Nous avons dessiné
les disques b’f, ieZ/nZ,l <0, surla Figure 13.

Figure 13

La remarque qui suit le Lemme 7.3 implique le résultat suivant:

Lemme 7.6 Si on écrit Gl-* = O'ili , les briques b’ ;”, l; <m <0, sont toutes égales. En
particulier, b';’! contient o}*.

Grice au Lemme 7.4, on sait que pour tout / < —1,ilexiste m e {{ +1,...,—1} tel
que b/f =b"" ou f(b’g) Nb'" # @. On en déduit:

Lemme 7.7 Supposons que [ < —1 et que b’ﬁ # b'71. Il existe alors une chaine de
disques choisis dans les b’g , [ <m <0, qui joint b’g ab’i!

Utilisant maintenant le fait que chaque b’ f [ > 0, contient ol.l‘H (qui est un point de

0,), le fait que b’ i_l contient ¢;* et le résultat que I’on vient de noter, on obtient:
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Lemme 7.8 Soient [ et I’ deux entiers non nuls tels que [ < [I’. Il existe une chaine

de disques choisis dans les b'!", | <m <1’, qui joint b’g a b’g’ dans les cas suivants:

o I<l'=—letht#b71;
e /<0<

e 0<l</.

Construction de la famille (b” f )iez/nz,140

On peut remarquer que I’ensemble | J;c7/,7.1.20 00’ f est le squelette d’une décom-
position en briques D’ de D \ Fix( /) dont les »’ f sont des briques libres. On peut
décomposer les briques de D’ qui ne sont pas libres pour obtenir une décomposition
libre de D\ Fix( /). On peut ensuite considérer une sous-décomposition libre maximale
D" = (8", A”, B"”) de cette décomposition. Chaque disque b’ f est alors contenu dans
une brique b”g. 11 faut noter qu’on peut avoir b”ﬁ = b”ll.: méme si b’ll. # b/f: et méme
si i #i’. Nous avons dessiné les disques b”g, i €Z/nZ, 1 +#0, sur la Figure 14.

o)
LSt
R3c5505e8ehe5ed
etetetetetetelel
bl
%

(T (55
KL

Figure 14

8 Démonstration du caractere récurrent de f

Nous allons prouver dans cette section que [ est récurrent en construisant une chaine
fermée de briques de D”. En d’autres termes, nous allons trouver une brique b” €
B” qui appartient a son futur strict, ¢’est-a-dire une brique b” telle que b” € b2 .
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Rassemblons dans une proposition les propriétés que nous allons utiliser. On peut
supposer que la premiere est vérifiée, d’apres la Proposition 2.2. Les autres se déduisent
des résultats de la section précédente et du fait que b” f contient b’ f )

Proposition 8.1 Nous avons les résultats suivants:

(i) pourtout b” € B”, les ensembles b"'>, b" <, b"~ et b” ~ sont connexes;
(i) 0" e @)=, si0<l<l',sil<l'=-1ousil<0<l;

R I\ o )
(i) o; 7" eInt(b";) sil>0;
@iv) Ul-l € b”ﬁ sil <0;

v) J//g EInt(b”f), si ol.l €0;etl <0;

(vi) o eInt(d"7").
Nous prouverons donc:
Proposition 8.2 Il existe i € Z/nZ tel que b";' € (b"71)s.

Démonstration Fixons i € Z/nZ. On sait, d’apres la Proposition 6.2, qu’il existe
i’ ¢ {i,i + 1} tel que A NA; # @ etque A U A est donc connexe. Par
construction des briques bf, b’ f et b” f, on sait que

Aj VA CX = (U b’/fH) U (U b”f,) .
1<0 /<0
On sait de plus que X est connexe comme réunion de briques qui rencontrent 4, ; U
A7 . Nous allons montrer que le futur (b”;')> de 5”71 contient au moins une brique
qui est dans X . On sait, d’apres la Proposition 6.2, que les points Gl-l , [ >0, sont séparés
de o} par A;, | U A}, . Puisque (b”;')> est connexe, la partie Int (6”7 ')>) C D est
également connexe. Puisque la partie Int ((b” ,-_l)z) contient les points O‘l-l, [ >0, ainsi
que le point /", elle rencontre A7, U4} . Ceci implique que I'une au moins des
briques de (b” ,-_l)z est une brique de X . En utilisant I’assertion (ii) de la Proposition
8.2, on en déduit que le futur de b” i_l contient b” ;}1 ou b” l._,l . En conclusion, on sait

P : : -/ : 7"—1 7n—1
que pour tout i € Z/nZ, il existe i’ # i tel que b7, € (b"; 7).
Il vaut maintenant envisager deux cas:

e les briques b”;;!, i € Z/nZ, sont toutes distinctes;

o il existe ig et iy distincts tels que b”; 1 =5"71.
0 i
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Dans le premier cas, le fait que pour tout i € Z/nZ, il existe i’ # i tel que b";' €
(b"71)> implique qu’il existe i € Z/nZ tel que b";! € (b"71)~, la proposition est
démontrée.

Placons nous maintenant dans le second cas et supposons qu’il existe iy et 71 distincts

tels que "' = b"7!. Nous allons prouver que b” € b2, ou b” =b";1 =b";1. On
0 a1 lo L

peut bien siir supposer que »” ne rencontre aucun de ses itérés stricts et rencontre donc

toute orbite O; en au plus un point. Nous avons illustré cette situation sur la Figure 15.

Figure 15

Commengons par prouver que pour tout i € Z/nZ, il existe /; < 0 tel que b” f e b si
[ < [;. Pour cela, notons I 1’ensemble des indices satisfaisant cette condition. Nous
savons déja que b” f # b” pour [ petit puisque la singularité ol.l (qui est dans b” f)
appartient alors a O;. Remarquons que I contient iy et i;. En effet, on sait que les
briques 5" fo et b” fl appartiennent & (b” 1)< et qu’elles sont distinctes de »”~1 si
[ est petit. Pour prouver que I = Z/nZ, il suffit donc de montrer que i — 1 € I des
que i € I. Posons i’ =iy sii #1i; eti’ =i, si i =i;. Raisonnons par I’absurde
et supposons que i — 1 & 1. Puisque/b”f_1 € (b”g/_l)s, sil <0 <1, onen déduit
que b”. ne contient aucune brique b” ﬁ_l, I’ > 0. Puisque b” - est connexe (assertion
(i) de la Proposition 8.1) et contient toutes les briques b” f et b” f,, pour / < 0 assez

petit, ’ensemble b” < sépare les points o, ll et ol.ljll , dés que / est assez grand. Or

le futur (b”l.__ll)z est connexe et contient b”ﬁ_l. La partie Int ((b”,-__ll)z) C D est

connexe, elle contient Oi_—l1 et ol.lfll , et rencontre donc 1’ensemble »”. C D. Les parties
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(b"!)= et b”. de B” ont donc au moins une brique en commun, ce qui implique que
b l__l , €bZ. Ainsi i —1 €I, ce qui contredit I’hypothése.

Un argument trés proche permet alors de montrer que »” € b”~. . La encore, raisonnons
par I’absurde et supposons que b” < et b”> n’ont aucune brique en commun. Utilisant
de nouveau la connexité de b” < et le fait que I = Z/nZ, on peut remarquer que si /
est grand, b” 50 et b” 51 , qui sont des briques de b”> et donc qui n’appartiennent pas a
b"” -, sont alors dans des composantes connexes différentes de B” \ (b” ). Ceci est
impossible puisque b”> est connexe, contient b” fo et b” 51 et n’a aucune brique en
commun avec b” <. O
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