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IDÉAUX NON REMOV ABLES DANS LA CLASSE 
DES ALGÈBRES BORNOLOGIQUES 

M. AKKAR, A. TAJMOUATI & A. ZINEDlNE 

Abstract: Let B be the class of ail bornological algebras. Let A be in B. We show that an ideal 
J of A is non-removable if and only if it consists of joint bounding elements (déf.2). 
Keywords: Bornological algebras, boundlng elements, non-removable ideals, ideals consisting 
of joint bounding elements. 

1. Introduction 

Parmi les problèmes rencontrés dans la théorie des algèbres de Banach, on tro
uve celui de la caractérisation des éléments singuliers permanents et des idéaux 
non-removables. Dans ce cadre, Arens [1] a montré que dans la classe B des algèbres 
de Banach, un élément x est singulier permanent si, et seulement si, il est divi
seur topologique de zéro. Après, Müller [4] a prouvé qu'un idéal I d'une algèbre 
de Banach est B-non-removable si, et seulement si, il est constitué de diviseurs 
topologiques joints de zéro (notion introduite par Zelazko [7]). D'autres auteurs 
ont examiné le problème dans des classes plus larges; par exemple, Zelazko a ca
ractérisé les éléments singuliers permanents et les idéaux non-removables dans les 
classes M et LC (algèbres multiplicativement convexes et localement convexes). 
D'autres conditions suffisantes pour qu'un idéal soit T-non-removable sont fournies 
dans [3] et [7]. (T étant la classe de toutes les algèbres topologiques). 

Dans [5], nous avons introduit la notion d'élément bornant dans une algèbre 
bornologique et nous avons montré que cette notion coïncide avec celle de diviseur 
topologique de zéro dans le cas d'une algèbre topologique métrisable (munie de sa 
bornologie de von Neumann). Par suite, nous avons prouvé qu'un élément d'une 
algèbre bornologique est singulier permanent dans la classe B de toutes les algèbres 
bornologiques si, et seulement si, il est bornant. 

Dans ce travail, nous nous proposons de traiter le problème d'idéaux non
-removables dans le cas bornologique. Nous introduisons la notion d'idéal formé 
d'éléments bornants joints de zéro. Cette notion est équivalente à celle d'idéal 
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formé de diviseurs topologiques joints de zéro dans le cas d'une algèbre de Banach 
(munie de sa bornologie de von-Neumann). Nous montrons que dans B un idéal 
est non-removable si, et seulement si, il est constitué d'éléments bornants joints. 
Donc, dans B nous obtenons des résultats analogues à ceux du cas des algèbres de 
Banach. 

2. Préliminaires 

Toutes les algèbres considérées dans la suite sont des algèbres commutatives et 
unitaires sur K( =R où C). 
On rappelle brèvement les résultats topologiques suivants: Soient A une algèbre 
topologique , x E A et I un idéal de A. 
- x est dit diviseur topologique de zéro si, et seulement si, il existe une suite 
généralisée (xa) qui ne converge pas vers O et telle que (xxa) converge vers O. 
- I est dit formé de diviseurs topologiques joints de zéro s'il existe (xa) dans A 
qui ne converge pas vers O et telle que, (xxa) converge vers O pour tout x dans 
I. 

i) un diviseur topologique de zéro est T-singulier ([6]). 
ü) un idéal formé de diviseurs topologiques joints de zéro est T-non-removable 

([7]) 
iii) la réciproque de i) et iî) est vraie si on remplace T par B([lJ et [4]). 

Dans le cas bornologique, les définitions sont analogues au cas topologique: 
- Soit E un espace vectoriel. Une bornologie sur E est dite vectorielle si, la somme 
de deux bornés, l'image d'un borné par une homothétie, et l'enveloppe équilibré 
d'un borné sont des bornés de E. 
- Une algèbre A est dite bornologique s'elle est munie d'une bornologie vectorielle 
séparée rendant la multiplication bornée. 
- Soient A et A' deux algèbres bornologiques. Une application linéaire f de A 
dans A' est dite un isomorphisme bornologique s'elle est bijective bornée et f-1 
est aussi bornée. 
- On dit que A1 est une extension bornologique de A s'il existe un isomorphisme 
bornologique f de A dans une sous-algèbre unitaire de A' tel que: /(e) e' (où 
e et e' sont les éléments unités de A et A' respectivement). 

Un élément x E A est dit B-régulier s'il existe une extension bornologique de 
A dans laquelle x est inversible. Dans le cas contraire, il est dit B-singulier ou 
singulier permanent. 
- Un n-uplet ( a1 , ... , an) d'éléments de A est dit B-régulier s'il existe une exten
sion bornologique A' de A et un n-uplet (x1 , ... , Xn) d'éléments de A' tels que: 
Z:::~=l aixi = e. 
- On dit qu'une extension A' remove un idéal J de A, ou que I est remova
ble, si I n'est contenu dans aucun idéal propre de A1 • Ceci est équivalent à dire 
qu'il existe un n-uplet B-régulier d'éléments de I. Donc caractériser les idéaux 
B-non-removables revient à caractériser les n-uplets B-réguliers. 
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3. Idéaux non-removables dans la classe B

Soient A une algèbre bornologique, x E A et I un idéal de A. 

Définition 1. x est dit bornant s'il existe une partie D non borné de A telle que 
xD est borné. 

Remarque 1. Dans [5], on a démontré que dans la classe B, un élément est sin
gulier permanent si, et seulement si, il est bornant. Donc l'idéal engendré par 
un élément bornant est non-removable. Mais il y a des idéaux qui sont formés 
entièrement d'éléments bornants et qui sont, cependent, removables. (C'est le cas, 
par exemple, d'un idéal d'une algèbre de Banach formé entièrement de diviseurs 
topologiques de zéro (qui sont des éléments bornants), et qui est, cependant, re
movable). C'est pourquoi la définition suivante est nécéssaire: 

Définition 2. - Un n-uplet (xi, ... , Xn) d'éléments de A est dit formé d'éléments 
bornants joints s'il existe une partie non bornée D de A et un entier naturel p, 
tels que: xpiD soit borné pour i = 1, ... , n. 
- Un idéal / est dit formé d'éléments bornants joints si, pour tout entier n, tout 
n-uplet (x1, ... , Xn) est formé d'éléments bornants joints. 

Proposition 1. Soient I un idéal d'une algèbre bornologique A et (a1, ... , an) 
un n-uplet d'éléments de I. Alors ( a 1 , ... , an) n'est pas formé d'éléments bornants 
joints si, et seulement si, pour tout borné B de A et tout entier p, il existe un 
borné B' de A tel que pour tout x dans A on a: 

afxEB ViE{l, ... ,n}==}xEB' 

Preuve. Si (a1, ... , an) n'est pas formé d'éléments bornants joints. Supposons 
qu'il existe un borné B et un entier p tels que pour tout borné B 1 on a: 

3xB,(/.B' et afxB•EB 'ViE{l, ... ,n} 

Alors an XB' : B' borné de A} est contenu dans B pour tout i' sans que 
{xB, : B' borné de A.} soit borné (car pour tout borné B', l'élément XB• de cet 
ensemble n'est pas dans B' ). Ce qui est contradictoire! 
Si ( *) est vérifiée. Supposons que ( a1, ... , an) est formé d'éléments bornants joints. 
Il existe alors une partie non bornée D de A. et un entier p tels que api D soit 
borné pour tout i. Posons B = LJ~ 1 af D. Alors B est un borné. 
Pour B et p, il existe un borné B' qui vérifie (*) avec B et p. C'est-à-dire que 
pour tout x dans A on a: 

af x E B V i E { 1, ... , n} ==} x E B'. 

En particulier, pour tout d dans D on a af d E B, d'où d E B'. Ce qui donne 
D C B'. Donc D est borné. Absurde. • 

Pour démontrer le théorème principale de ce travail, nous montrons quelques 
résultats auxiliaires: 
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Un multi-indice est un élément de zn. On munit l'ensemble des multi-indices par 
l'addition suivante: 

(µ1, ... , /J,n) + (111, ... , ll2) = (µ1 + ll1, ... , /J,n + lin). 

Soit A une algèbre bornologique. Notons A[X] (où: X (X~, ... , X2) ) l'algèbre 
des polynômes à n indéterminées et à coefficients dans A. Tout polynôme P 
s'écrit sous la forme: P(X) = Z::µEZ" aµX'"' avec: 

X'"'= Xf1 •.• X!:n si µ = (µ1, ... , /J,n) 
aµ = 0 si µ E zn\Nn 

aµ. = 0 sauf pour un nombre fini de multi-indiœs. 

Siµ= (µ1, ... , /J,n), on note: lµI = µ1 + ... + µ,i et lµli =~pour i = 1, ... ,n. 
On note aussi pour tout i E {l, ... , n}, Ôï = (0, ... , 0, 1, 0, ... , 0) où le 1 est situé 
dans la lme colonne. 
Notons fJ la bornologie de A. Sur A[X] considérons la bornologie /31 définie par 
la base sui vante: 

{Wp(Bo, ... , Bp) : p EN et Bo, ... , Bp sont des bornés équilibrés de A} 

Où: 

Wp(Bo, ... , Bp) = P(X) = L aµX'"' E A[X] : aµ= 0 si lµI > p { 
aµ E BlµI si O :S lµI :S p } 

µEZn aµ= 0 si µ E zn \ Nn 

On vérifie facilement que (A[X], /3') est une algèbre bornologique séparée. 

Lemme 1. Soit P E A[X] tel que (e-I:~= 1 aiXi)P(X) E Wp(Bo, ... , Bp). Alors, 
si P(X) = Z::µezn aµXI-', on a aµ= 0 pour tout µ tel que lµI ~ p. 

Preuve. (e - z::;=1 a(Xi)P(X) E Wp implique que: 

D'où: 

n 

a(o, ... ,o) + L (aµ - L aiaµ-8.)Xµ E Wp(Bo, ... , Bp). 
[µ[~1 i=l 

a(o, ... ,o) E Bo 
n 

aµ - L a.aµ-6, E BlµI si O :S lµI :S p et : 
i=l 

n 

aµ = L aiaµ-6, si lµI ~ p + 1 
i=l 
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Soit k le plus petit entier supérieur où égal à p et tel que aµ = 0 pour tout µ 
verifiant |µ| ~ k+ 1. Nous montrons que aµ = 0 aussi pour tout µ tel que lµI k. 
Soit donc µ un multi-indice verifiant lµI = k. On a: 

D'où: 

{ 

aµ+51 = 0 car Iµ + 011 = k + 1, 

aµ+51 = t, lJiaµ+ch -6, ( en utilisant ( *)) 

n 

a1 aµ = - L aiaµ+61 -6,. 
i=2 

(**) 

( **) est aussi valable pour aµ+51 -6,, i = 1, ... , n; car IJ.L + 01 - Oïl = lµI = k. 
D'où: 

n n n 

araµ= - Lai(a1aµ+6i-6,) = - Lai(- Lajaµ+261-6,-ôj) 
i=2 i=2 j=2 

= L aiajaµ+261 -6;-6i 
2$_i,j$_n 

Par récurrence on arrive à: 

akl+laµ = (-l)k+l ~ L.., °'i1 · · • °'i1c+1 aµ+(k+l)61 -ô,1 - ... -6,Hl · 

Soient i1 , ... , ik des éléments arbitraires dans { 1, ... , n}, alors 
aµ+(k+l)61 -6,1 - ... -8;Aa+l O. En effet: si on pose µ' = µ+ (k+ 1)01 -611 - ... -ô•1c+1 , 

on aura: lµ'I = IJ.LI = k et lµ'h = lµli + k + 1 > k. D'où il existe un indice i pour 
lequel on a lµ'l 1 < O. C'est à dire que µ' E zn\Nn. Donc aµ' 0, d'où on tire: 

(k+l) Ü 
a1 aµ = 

On peut faire le même travail pour tous les autres indices et on trouve le résultat 
suivant: 

(k+l) V { } ( ) ai aµ 0 i E 1, ... , n * * * 

Ceci implique que aµ= 0 car on a pour tout i dans {1, ... , n}, a~+ 1 (Caµ) C {O} 
et est donc borné. Mais (a1, ... , an) n'est pas formé d'éléments bornants joints. 
D'où Caµ est borné et par suite aµ= 0 (car {3 est séparée). 
Nous avons montré donc que aµ= 0 Vµ: lµI?. (k-1) + 1. Et d'aprè.s l'hypothèse 
faite sur k, on conclut que k = p et par suite aµ= 0 Vµ: lµI?. p. • 
Lemme 2. Soit (a1 , •.. , an) un n-uplet d'éléments non bornants joints de A. 
Posons I = (e - Z::~1 a1X1)A[X]. Alors I est bornologiquement fermé dans 
(A[X], /3'). 
Preuve. Soit (Pm)m une suite de A[X] telle que ((e- L~=l a1Xï)Pm)m converge 
homologiquement vers un polynôme p. Ecrivons: Pm = LµEZn a;-xµ et p = 
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LµEZ" aµXµ. On a: {(e- I:7= 1 a,Xi)Pm/m EN} est borné, donc contenu dans 
un certain Wp(Bo, ... , Bp). Et par suite tous les a-r;, où m EN I sont nuls pour 
tout µ vérifiant IJLI 2: p. De plus la convergence bornologique de (Pm)m vers P 
implique les convergences bornologiques suivantes: 

--+ a(o, ... ,o) (*) 
--+ aµ Vµ : IJLI :5:p (**) 

Montrons que pour toutµ, on a (a-r;)m converge homologiquement vers un certain 
bµ: 

Si µ E zn\N"T', alors a;= O. Et par suite (a;:1) converge vers O. 
- Si µ E Nn , alors Iµ] 2: 0. Pour lµI = 0 le résultat est fourni par ( * ). Soit 
maintenant k un entier naturel inférieur où égal à p, et supposons que pour tout 
µ tel que lµI = k - 1, ( a;:' )m converge homologiquement vers un certain b µ . 

Prenons µ tel que lµ,I = k. Alors pour tout i, ( a :'-,dm converge vers aµ-6, car 
Iµ- ôil = k- 1. Et d'après(**), on conclut que (a;:')m converge vers bµ où 
bµ =aµ+ L~=l aibµ-.5, . 

Si !µI 2: p, alors a;= 0 d'après le lemme 1. 
Ceci montre que (Pm) converge homologiquement vers P', où P' = LµEZ" bµXµ. 
On aura alors: 

--+ (e - L~=l a,;Xi)P', 
--+ p 

Mais /3' est séparée, d'où P = (e - L~=l aiXi)P' E (e - I:;=1 aiXi)A[X]. Donc 
I = (e - L~=l aiXi)A[X] est h-fermé. • 

Sur A' = A [XI/ ( e - I:7=1 a,Xi)A [X] on considére la bornologie quotient '/3. 
Une base de cette bornologie est donnée par: 

n 

{Wp(Bo, ... , Bp) + (e - L aiXi)A{X] : 
, i=l 

p EN et Bo, ... , Bn sont des borné équilibrés de A} 

Alors (A', P) est une algèbre bornologique (la séparation découle du lemme 2). 

Lemme 3. (A', fJ) est une extension bornologique de (A, /3). 

Preuve. Il faut démontrer que: 

1) l ' li t· A --+ A' t · · t· . t d 'd. A app ca ion: _ es mJec 1 ve; ce qui perme e cons1 erer 
a f---T a 

comme une sous-algèbre de A'. 
2) '/3 induit sur A exactement la bornologie {3. 

Soit donc b E A tel que b = Ô. Il existe alors P(X) = LµEZ" aµXµ E A[X] 
tel que b = (e - I:~=l aiXi)P(X). Notons Bo l'envelope équilibré de {b}. Alors 
(e - I:~=l aiXi)P(X) = b E Wo(Bo). Donc d'après le lemme 1, aµ = 0 pour tout 
µ, E zn. C'est à dire P 0, et par suite b = O. D'où 1). 
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Montrons maintenant que (j induit sur A exactement la bornologie f3 de A. Pour 
celà, soit Î3 = Wp(Bo, ... , Bp) + ( e - I:~1 aiXï)A[X] un élément de /3. Montrons 
que iJ n A est un borné de A. Soit b E iJ n A, donc il existe un polynôme P( X) = 
LµEZ" aµXµ tel que: 

n 

b + (e - L a.X,)P(X) E Wp(B0 , .•• , Bp)-
i=l 

Où encore: 
n 

b + aco, ... ,O) + L ( aµ L a.aµ-6, )Xµ E 'Wp(Bo, ... , Bp) 
lSlµISP i=l 

car aµ= 0 Vµ: lµI ~ p (d'après le lemme 1). On obtient: 

a(o, ... ,o) + b E Bo 
n 

si lµI = 1: aµ - L a.aµ-6; E B1 
i=l 

n 

si lµI = p- l: aµ - L aiaµ-6; E Bp-1 
i=l 

n 

si lµI = P: - L aiaµ-8; E Bp 
i=l 

(0) 

(1) 

(p- 1) 

(p) 

Pour µ = pt51, on trouve a1 a(p-1)81 E Bp d'après (p) et d'après (p - 1) on 
a a(p-l)81 - a 1a(p-2)6~ E Bp-1. Ceci donne: af a(p-2)82 E Bp + a1Bp-1. Et ainsi 
de suite on aboutit à: 

araco, ... ,O) E Bp + a1Bp-l + ... + ar-1 B1 

Le même travail peut se faire avec les autres indices: 

P B + B p- 1B . 1 ai a(o, ... ,o) E P a, p-1 + ... + ai 1 1 = , ... , n. 

Posons B~ = Bp + a.Bp-1 + ... + af- 1 B1 et B = LJ7= 1 B~. Puisque les a,, i 
1, ... , n; ne sont pas des éléments bornants joints, alors pour B et p il existe un 
borné B' tel que: af x E B Vi ~ x E B1 • On conclut que a(o, ... ,O) E B' et par 

suite b E Bo + B'. Ceci permet de dire que iJ n A C Bo + B' qui est un borné de 
A. Donc tout élément de [3 induit sur A un élément de /3. 
Il est clair que tout borné de A est un borné de A'. Donc A' est une extension 
bornologique de A. • 
Théorème 1. Soient A une algèbre bornologique, I un idéal de A et (a1, ... , an) 
un n-uplet d'éléments de I. Alors ( a 1 , ... , an) est B-régulier si, et seulement si, il 
n'est pa.s formé d'éléments bornants joints. 

Preuve. Montrons d'abord le sens direct. Supposons que ( a1, ... , an) est formé 
d'éléments bornants joints et qu'il existe une extension A' de A et X1, ... , Xn 
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dans A' tels que r:;=1 aixi = e. Soient D non borné et p EN tels que af D soit 
borné pour tout i. On a: 

n n 

i=l i=l 

Alors E;=l (aixiD) est non borné car il contient D. D'où il existe i 1 dans {1, ... , n} 
tel que ai1 x,1 D est non borné et alors fli 1 D est aussi non borné. On refait la même 
chose avec ai1 D: 
ai1 D C E;=l (aixi(aï1 D}} d'où il existe fa E 1, ... , n tel que aha,1 D soit non 
borné. 
Et par récurrence on montre que: 

Vk E N, 3i1, ... , Îk C {1, ... , n} tel que ai1 ••• ai,.,D soit non borné. 

Pour k 2 pn, l'un de ces O.;, notons-le par exemple a1, figure au moins p fois. 
ai1 ••• ai,.,D peut se mettre alors sous la forme aaf D ( où a est un élément de A 
tel que aaf = ai1 ••• ai,.,). 
aaf D est non borné implique que af D est non borné, contrairement à l'hypothèse. 
Donc (a1 , ... , an) ne peut être B-régulier. 

Supposons que (a1 , •.. , an) n'est pas formé d'éléments bornants joints. Con
sidérons l'algèbre A' définie comme dans les lemmes ci-dessus. Alors A' est une 
extension de A dans laquelle on a: (e - I:~=l aix,) = O. D'où ë = E~=l a/Xi, Et 
donc (a1, ... , an) est il-régulier. • 

Nous avons besoin du lemme suivant, bien connu dans la théorie des espaces 
vectoriels topologiques: 

Lemme 4. Soient E un espace vectoriel topologique métrisable et ( Xm )m une su
ite de A convergente vers O. Alors il existe une suite (>.m)m dans R+ convergente 
vers +oo et telle que (>.mxm)m converge vers O. 

Proposition 2. La notion d'idéal formé d'éléments bornantsjoints coincide avec 
celle d'idéal formé de diviseurs topologiques joints de zéro dans le cas d'une algèbre 
de Banach (munie de sa bornologie de von Neumann). 

Preuve. Soient A une algèbre de Banach et I un idéal de A. 
Si J est formé d'éléments bomants joints, alors J est B-non removable et par 

suite B-non removable (car B C B). J est donc formé de diviseurs topologiques 
joints de zéro. 

Si I est formé de diviseurs topologiques joints de zéro: Soit (a1, ... , an) 
un n-uplet d'éléments de J. Il existe un voisinage équilibré U de O et une suite 
{xTTl}m dans A\U telle que (a,xm)m converge vers 0, i = 1, ... ,n. D'après le 
lemme 4, il existe des suites (>.m,i),.,., i = 1, ... , n; dans R+ qui convergent vers 
+oo et telles que les (>.m,iaixm)m convergent vers O. Posons pour tout entier m, 
Àm = inf{>.m,i, i = 1, ... , n}. Alors (>.m)m converge vers +oo et (>.maixm)m 
converge vers O. 
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Posons D = {ÀmXm, m EN}. Alors D est non borné. (Sinon, il existe un Q::; 1 
tel que aD C U. Ce qui donne a.Àm < 1 pour tout m (car U est équilibré et 
(xm)m est contenue da.ns A\U). Ma.is ceci est impossible car (.Àm) tend vers +oo. 
Donc D est non borné.). 
(.Àmaixm)m converge vers O implique que a;,D et borné pour i = 1, ... ,n. Donc 
(ai, ... , an) est formé d'éléments bornants joints, d'où le résultat cherché. • 
Définition 3. - Une fa.mille (Ij) d'idéaux de A est dite 6-removable, s'il existe 
une extension A' de A qui remove tous les Ij . 

Théorème 2. Toute famille finie d'idéaux B-removables est B-removabJe. 

Preuve. Soit {/1, ... , In} un ensemble fini d'idéaux :6-removables de A. Alors 
pour tout k E {1, ... , n}, il existe un rk-uplet 6-régulier (a1,k, ... , a,..1:,k) d'éléments 
de lk, D'après la proposition 1, pour tout k E {1, ... ,n}, tout borné B de A et 
tout entier naturel p, il existe un borné de A noté B(B,p,k) tel que: 

Vx E A (af,kx E B Vi E {1, ... , rk}) ;::=} x E B(B,p,k) 

Posons R = {l, ... , r1}x{l, ... , r2}x ... x{l, ... , rn}. Et pour tout r = (i1, ... 1 in) 
da.os R I br = Ili= l aij ,j = ait, lai. ,2 , , , ain ,n, 
Alors, les br, quand r parcourt R, ne sont pas des éléments bornants joints. En 
effet: 
Soit B un borné de A, p EN et x E A tels que: 

Cette relation reste donc vraie si on fait varier i 1 dans {1, ... , ri} en laissant 
i2, i3, ... , in fixes. Ceci implique que: 

(on pose: B~ = B(B,p,1)) 

Dans cette dérnière relation, (i2, ... , in) est arbitraire dans Jli=2{1, ... , r;}. Donc 
elle est vraie si on fixe ÎJ, ... , in et on fait varier i2 dans { 1, ... , r2}. Ceci implique 
que: 

Et ainsi de suite, on montre qu'il existe un borné B~_1 de A tel que: 

En posant B(B~_ 1 ,p,n) = B', on conclut que x E B'. 
On a donc montré que pour tout borné B et tout entier p,il existe un borné B' 
qui vérifie avec B, p,et les br, r E R, la relation ( *) de la proposition 1. Ce qui 
signifie que {br, r ER} n'est pas formé d'éléments bornants joints. Il existe alors 
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une extension A' de A qui remove l'idéal J engendré par {br, r E R}. Mais J 
est contenu dans n;=l Ik. D'où A' remove tous les h, k = 1, ... , n. • 

On voit donc que dans la classe B, on a des résultats analogues à ceux de la 
classe B. 
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