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On étudie dans quelle mesure un point rationnel d’ordre infini
d’une extension d’une variété abelienne par un groupe linéaire
peut étre situé sur son sous-groupe compact maximal (pour la
topologie réelle). La théorie des formes modulaires permet de
construire de tels points dans le cas torique, et cela fournit un
contre-exemple a une propriété de densité récemment intro-
duite par Waldschmidt. On démontre en revanche qu’il n’en
existe pas sur |’extension vectorielle universelle d’'une courbe
elliptique.

We study to what extent a rational point of infinite order on an
extension of an abelian variety by a linear group can lie in the
extension’s maximal compact subgroup (for the real topology).
The theory of modular forms allows us to construct such points
in the toric case, and this gives a counterexample to a density
property recently introduced by Waldschmidt. In contrast, we
show that there are no such points in the universal extension
of an elliptic curve.

Soient K un corps de nombres plongé dans le
corps R des nombres réels, et G un groupe algé-
brique commutatif connexe, défini sur K. Dans un
article récemment paru dans cette revue, M. Wald-
schmidt [1994] étudie sous quelles conditions un en-
semble de points K-rationnels de GG engendre to-
pologiquement le groupe de Lie G(R) des points
réels de G. La propriété de densité qu’il introduit
a ce propos quantifie, dans le cas des groupes, la
conjecture de densité de Mazur [1992].

Comme il est expliqué dans [Waldschmidt 1994],
cette propriété de densité est trés probablement sa-
tisfaite quand G est isogéne au produit d’une va-
riété abélienne A par un groupe linéaire L. Le pre-
mier but du présent article est de montrer qu’elle
ne ’est pas en général : notre contre-exemple, décrit
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au théoréme 2.1 et a la proposition 2.2, consiste en
une extension d’une surface abélienne A, quotient
de la jacobienne d’une courbe modulaire, par le
groupe multiplicatif L = G,,.

Dans la vérification que cette extension en four-
nit bien un contre-exemple, la propriété de densité
de Waldschmidt n’intervient ici que par la consé-
quence qualitative suivante, établie au lemme 1.1,
ol on suppose L déployé sur K, et les groupes
algébriques A et L simples sur K : si G est une
extension non isotriviale de A par L vérifiant la
propriété de densité, alors il n’existe pas de points
K -rationnels d’ordre infini sur le sous-groupe com-
pact mazimal G du groupe de Lie G(R).

Comme le laisse prévoir notre titre, c’est donc
finalement de l’existence de points rationnels de
ce type qu’il sera ici question. On en construit au
§2 sur certaines variétés semi-abéliennes (et cela
fournit le contre-exemple annoncé), tandis que le
§ 3 est consacré aux extensions vectorielles, ol tout
porte au contraire & penser qu’il n’en existe pas.
En guise de conclusion, on relie cette étude a des
problémes d’indépendance algébrique d’une part,
et de hauteurs sur les variétés réglées d’autre part.

(A l’exception du lemme 1.1, la lecture du pré-
sent article ne nécessite ainsi pas de se reporter 3
celui de Waldschmidt. Nous renvoyons néanmoins
le lecteur intéressé par 1’énoncé précis de la pro-
priété de densité & [Waldschmidt 1994, § 1], ou sa
genese est discutée en détail.)

1. PROPRIETE DE DENSITE ET RIGIDITE

Dans la catégorie des groupes algébriques sur K,
tout groupe G comme ci-dessus s’inscrit dans une
suite exacte canonique

0—L—G5A—0,

ou L désigne le sous-groupe linéaire connexe maxi-
mal de G, et A est une variété abélienne. On sup-
posera ici L déployé sur K, et on notera H™' la
composante neutre d’un groupe de Lie H. Dans ces
conditions, L(R)" est isomorphe & un groupe vec-
toriel, et G(R)™", extension de A(R)™ par un groupe

isogéne & L(R)", s’inscrit dans une nouvelle suite
exacte

0— L(R)" — G(R)" "> A'(R) — 0,

ou A'(R) est un tore réel, isogéne a A(R)". Mais
une telle extension est triviale dans la catégorie des
groupes de Lie réels, de sorte que la projection 7’ y
admet une unique section s, d’image le sous-groupe
compact maximal G¢ de G(R)". Celui-ci est donc
ici isomorphe a A(R)™.

Pour fixer les idées, nous supposerons de plus que
L et A sont simples dans la catégorie des groupes
algébriques sur K, et que l'extension G n’y est
pas isogéne & une extension triviale. En particu-
lier, L = G, ou G,,, et dans ce deuxiéme cas,
I’extension G correspond & un point K-rationnel
w = w(G) d’ordre infini sur la variété abélienne
A? duale de A. Si L(R)™ reste simple dans la caté-
gorie des groupes de Lie, cela n’est en général plus
vrai de A(R)". Néanmoins, sous ’hypothése que
A vérifie la propriété de densité, aucun des sous-
groupes de Lie (fermés) propres de A(R)" ne con-
tient de point K -rationnel d’ordre infini. De méme,
on vient de voir que G(R)" contient toujours stric-
tement plus de sous-groupes de Lie (tel G¢) que G
ne contient de sous-groupes algébriques, mais on a:

Lemme 1.1. Soit G une K -extension non isotriviale
d’une variété abélienne A simple sur K par L = G,
ou G,,. St G satisfait la propriété de densité, tout
point K-rationnel de G situé sur G¢ est d’ordre
fini.

Démonstration. Supposons qu’il existe un point vy,
de G(K) N G* d’ordre infini, et reprenons les nota-
tions du début de ce paragraphe. Puisque L(R)*
ne rencontre G° qu’en 0, le sous-groupe I' de G(K)
engendré par 7, et par un point d’ordre infini v,
de L(K)N L(R)" est de rang 2, et "image 7(I") de
I' dans A est de rang 1. Comme expliqué au corol-
laire 4.8(c) de [Waldschmidt 1994, on déduit sous
ces hypothéses de la propriété de densité pour G
que I' est dense dans G(R)™ pour la topologie clas-
sique. En effet, ’adhérence de Zariski de Z(v1,72)
dans G x G est H = L x G, puisque I'extension
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G n’est pas isotriviale. Soient alors 7 un élément
de G(R)" non situé sur G°, dont I'image par =’
engendre A'(R) pour la topologie classique, Log le
logarithme sur L(R)™", et 7y # 0 un point de L(R)™"
tel que 1,

Log(n; — s7'(12))
Logm

et les coordonnées d’un logarithme de #'(7;) dans
une base des périodes de A'(IR) soient linéairement
indépendants sur Z. D’aprés Kronecker, le groupe
engendré par 7; et 7, dans G(R)" est alors dense,
tandis que le point (7y,72) de G x G appartient,
comme requis pour cette propriété, & H(R).
Pourtant, I" n’est pas dense dans G(R)*, puisque
son image Zry; par la rétraction idg —s7’ de G(R) ™"
sur L(R)™ a pour rang 1 et ne peut donc ’étre dans
L(R)". L’hypothese faite sur 7, est ainsi contre-
dite. O

Remarque 1.2. Bien entendu, le lemme 1.1 ne s’étend
pas aux produits G d’une variété abélienne (non
nulle) A par un groupe linéaire. Il serait d’ailleurs
aussi mis en défaut par les tores non déployés G,
et pour la méme raison: pour tout facteur aniso-
trope A’ de G, le groupe A'(R) est compact. Ainsi,
quand

G =850, /Q,

G(Q) = G°*NG(Q) correspond aux solutions ration-
nelles de I’équation 22 +y? = 1. Plus généralement,
il existe des nombres algébriques, de degrés arbi-
trairement grands, dont toutes les valeurs absolues
archimédiennes sont égales & 1 sans qu’ils soient
des racines de 'unité.

Dans [Bertrand 1994 ; a] sont donnés deux types
de construction de points rationnels sur les sous-
groupes compacts maximaux d’extensions de va-
riétés abéliennes par un tore. Tous deux sont liés a
I’existence de couples de points orthogonaux pour
I’accouplement de Néron—Tate sur les groupes de
Mordell-Weil. C’est la construction de [Bertrand
a] qui va ici servir.

2. LE CAS DES VARIETES SEMI-ABELIENNES

Théoreme 2.1. Soit (A, \) une variété abélienne po-
larisée définie sur K, simple sur K, et admettant
un K -endomorphisme non invariant sous ’involu-
tion de Rosati attachée a la polarisation A. Si A(K)
est infini, il existe une K-extension non isotriviale
G de A par G,,, telle que G¢ contienne des points
K -rationnels d’ordre infini.

Démonstration. Comme A(K) est infini, il existe un
point K-rationnel w d’ordre infini sur la variété
A? duale de A. Vu P’hypothése faite sur les en-
domorphismes de A, on dispose par ailleurs d’un
K-homomorphisme h de A" vers A distinct de son
transposé hY, et la simplicité de A entraine que le
point x = (h—h")(w) est d’ordre infini dans A(K).
Grace a une construction de K. Ribet [Jacquinot
et Ribet 1987], ce point z se reléve en un point K-
rationnel canonique v = 7y(w, h) de 'extension G
de A par G,, paramétrée par w, et le théoréme 4
de [Bertrand a| affirme que + appartient au sous-
groupe compact maximal de G(R). Or y est d’ordre
infini dans G(K), puisque 7(y) = = l’est déja dans
A(K). O

En vertu du Lemme 1.1, une telle extension G ne
vérifie pas la propriété de densité. Pour en justifier
I’existence, il nous reste toutefois & construire un
corps de nombres réel K et une variété abélienne
A sur K vérifiant les hypothéses du théoréme 2.1.
C’est ’objet de I’énoncé suivant.

Proposition 2.2. II existe un corps de nombres quar-
tique totalement réel K et une surface abélienne
polarisée (A, \) définie sur K et simple sur K, tels
que l'tnvolution de Rosati attachée a \ agisse de
fagon non triviale sur End(A/K), et que le groupe
de Mordell-Weil A(K) soit infini.

La démonstration de cette proposition repose sur
une construction classique de Shimura [1971, §7.7;
1972, §10] (voir aussi [Ribet 1980]), intimement
lie a l’existence de Q-courbes elliptiques au sens
de Ribet [1992] (voir aussi [Shimura 1972, p. 184]).
Dans l'espoir de voir baisser le degré de K, nous
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rappelons tout d’abord le cadre général de cette
construction.

Soit N un nombre premier, congru & 1 modulo
4. Notons v le symbole de Legendre relatif a IV,
et f une forme modulaire parabolique normalisée
de poids 2, de niveau N et de Nebentypus 9, vec-
teur propre pour les opérateurs de Hecke. Shimura
[1971, théréme 7.14] attache & f et & ses compagnes
une variété abélienne A = Ay définie sur Q, qu’on
peut voir comme une sous-variété abélienne de la
jacobienne de la courbe modulaire X;(N), et qui
admet donc une polarisation A définie sur Q. La Q-
sous-algeébre de End(A4/Q) ® Q engendrée par les
restrictions & A des opérateurs de Hecke est iso-
morphe au corps de définition E des coefficients
de f, et coincide en fait avec End(4/Q) ® Q, en
vertu de [Ribet 1980, corollaire 4.2] (d’aprés [Shi-
mura 1972, remarque 1.7|, f n’est d’ailleurs pas de
type CM). Enfin, F est un corps CM (puisque 1) est
non trivial ; voir [Shimura 1971, théoréme 7.16]), et
I'involution de Rosati définie par A induit sur F la
conjugaison complexe (d’aprés la positivité de la
métrique de Weil). Ainsi, A/Q est une variété abé-
lienne Q-simple, qui admet des Q~endomorphismes
non nuls antisymétriques sous ’involution de Ro-
sati: ca sera par exemple le cas des restrictions a
A des opérateurs de Hecke T, , d’indices premiers
non résidus quadratiques modulo N.

J’ignore si ce type de de variété abélienne peut
présenter un rang de Mordell-Weil > 0 sur Q (voir
aussi la question 2.5 ci-dessous). Mais il est fa-
cile de lui attacher un corps de nombres K rem-
plissant les conditions de la proposition 2.2. Pour
revenir & son énoncé, supposons A de dimension
2, en choisissant par exemple N = 29, qui donne
E = Q(v/-5) [Shimura 1971, p. 207]. Si k désigne
le corps quadratique réel @(\/ N), et s son automor-
phisme non trivial, A est alors k-isogéne au carré
d’une courbe elliptique C' définie sur k, isogéne sur
k a sa conjuguée C° et n'admettant (méme sur
C) pas de multiplication complexe. Plus précisé-
ment, A est Q-isogéne a la variété abélienne B
déduite de C par restriction des scalaires de k a
Q [Ribet 1992, §7; Shimura 1972, p. 180]. Dans

ces conditions, si K désigne un corps de nombres
plongé dans R et linéairement disjoint de k, la k-
algébre K ®q k s’identifie au corps Kk = K (v N),
et B(K) est isomorphe & C(K ®¢ k) = C(K+/'N).
Dés que C(K+/N) est infini, A(K) le sera aussi, et
on conclura en notant que A reste simple sur K,
puisque toutes les sous-variétés abéliennes de A/C
sont définies sur k.

Reste donc & prouver, en notant p le nombre
premier N :

Lemme 2.3. Soit C une courbe elliptique définie sur
Q(y/p). 1l existe un corps (quartique) totalement
réel K ou p n'est pas un carré, tel que C(K(\/p))
soit infini.

Démonstration. Soit
V2= X? 4 (b+0'y/p)X + (c+ D)

une équation de Weierstrass de C sur Z[,/p|. A tout
entier rationnel z suffisamment grand et tel que
z2 + bx + ¢ soit modulo p un carré # 0, nous allons
attacher un corps totalement réel K, de degré < 4
ou p n’est pas carré, et deux éléments y et y' de
K, tel que le point

(X,Y) = (z, y+y'V/p)

appartienne a C'(K,). Comme les points de torsion
de C définis sur un corps de degré < 8 sont en
nombre fini, 'un de ces points (X,Y") sera d’ordre
infini, et le corps K = K, correspondant répondra
a la question.

Fixons donc (une classe de congruence modulo p
de) z comme ci-dessus; il en existe par Hasse—Weil,
méme si p divise —4b® — 27¢*. Alors, (z, y + ¥'\/P)
appartient & C' dés que

v+ py? = 2® + br + c:= A(x),
2yy' = bz + ¢ :=2B(z);

donc, pour B(z) # 0 (le cas B identiquement nul
pouvant étre traité directement), dés que

fly) == y* — A(z)y® + pB*(z) = 0.
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Pour z > 0, on a A*(z) —4pB?*(z) > 0, et f admet
quatre racines réelles. Par ailleurs, la congruence

f@W) =y*(y* — A(x)) = 0 mod p

admet, vu le choix de la classe £ modulo p, deux
racines simples dans F,, donc f(y) = 0 admet au
moins deux racines +y(x) dans Q,. Ainsi, p est
non ramifié¢ dans le corps totalement réel K, =
Q(y(z)), et p ne peut y étre un carré, tandis que le
point (X,Y) = (z, y(z) + B(z)y(x)~"\/p) appar-
tient bien a C(K,). O

Remarque 2.4. Ce sont précisément les endomor-
phismes antisymétriques de A;/Q qui permettent
la construction dans [Shimura 1971, théoréme 7.30;
1972, remarque 2.10] d’extensions abéliennes non
cyclotomiques du corps quadratique réel k. Les uni-
tés abéliennes que [Bertrand a, remarque 5| pro-
pose d’étudier sont-elles liées a ces corps de classes?

La proposition 2.2 conduit & quelques questions na-
turelles. Tout d’abord, vaut-elle avec K = Q (sans
imposer nécessairement que A soit de dimension
deux)? En particulier :

Question 2.5. Existe-t-il une forme nouvelle f de
poids 2, de conducteur un nombre premier N = 1
mod 4 et de caractére ¢ = (- /N) telle que le rang
de A;(Q) soit > 17

La connaissance des valeurs en s = 1 des fonctions
L(f,s) devrait fournir un élément de réponse, mais
I’absence de signe dans 1’équation fonctionnelle de
C(A;/Q,s) n’en facilite pas I’étude. J. Cremona,
consulté sur ce point, me signale qu’il est en fait
plus simple (quand [E : Q] = 2) d’étudier direc-
tement les points Q(v/N)-rationnels de la courbe
elliptique C. Il a vérifié avec P. Serf qu’il n’en existe
pas d’ordre infini pour N = 41, 337, ou 881, tan-
dis qu’une premiére recherche sur N = 29 et 37
n’a donné que des points d’ordre 3 et 5, respecti-
vement.

Supposons néanmoins qu’on puisse remplacer K
par Q dans la proposition 2.2 et soit £ un point
d’ordre infini de A(Q). Son image w sous n’importe
quel homomorphisme antisymétrique de A vers AY

est orthogonale & x pour 'accouplement canonique
de Néron-Tate attaché au fibré de Poincaré sur
Ax AY. Comme Q n’a qu’une place archimédienne,
il est alors facile de relever = en un point vy, de ’ex-
tension G/Q de A par G,, paramétrée par w, tel
que 7y, soit situé sur le sous-groupe compact maxi-
mal de G(R) [Bertrand 1994, § 3.a], et de contredire
ainsi directement la conclusion du lemme 1.1.
En second lieu, on peut se demander :

Question 2.6. Existe-t-il des variétés abéliennes po-
larisées A/R qui soient simples sur C, mais qui
admettent des R-endomorphismes non invariants
sous l'involution de Rosati?

Le résultat suivant montre que leur dimension sera
nécessairement > 4.

Proposition 2.7. Soit (A, \) une surface abélienne
polarisée définie sur R. Si A est simple sur C, l'in-
volution de Rosati attachée a A agit trivialement
sur End(A/R).

Démonstration. Soit D le corps des fractions de ’an-
neau des C-endomorphismes de A. L’énoncé est
trivial si D est de type I au sens de la classifi-
cation d’Albert. Par ailleurs, pour une C-surface
abélienne simple, D ne peut étre de type III (voir
par exemple [Lange and Birkenhake 1992, 5.5.5]),
et si D est de type IV, c’est un corps CM ; ses multi-
plications complexes non totalement réelles n’agis-
sent pas sur le réseau des périodes réelles, donc ne
sont pas définies sur R. Reste le cas (type II) ou
D est une algébre de quaternions indéfinie sur son
centre (qui ne peut étre que Q). Alors, (4, \) four-
nit un point réel d’une courbe de Shimura, quotient
du demi-plan de Poincaré J{ par un sous-groupe
de congruence A du groupe des unités D* de D.
Mais d’aprés [Shimura 1975, théoréme 0], de telles
courbes H /A n’ont pas de points réels. ]

3. EXTENSIONS VECTORIELLES ET INDEPENDANCE
ALGEBRIQUE

Le lemme 1.1 vaut que L soit le groupe multi-
plicatif ou le groupe additif. Nous montrons main-
tenant que la situation est plus favorable dans ce
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deuxiéme cas. Rappelons que le corps de nombres
K est plongé dans R.

Théoreme 3.1. Soit G une K -extension non triviale
d’une courbe elliptique A par G,. Alors, tout point
K-rationnel de G situé sur le sous-groupe compact
mazimal G¢ de G(R) est d’ordre fini. Plus géné-
ralement, tout sous-groupe I' de G(K) de rang 2,
d’image w(I') de rang 1 dans A(K), est dense dans
G(R)" pour la topologie classique.

Démonstration. La preuve s’appuie sur des énoncés
de transcendance, diis & Waldschmidt et & Wiis-
tholz, sur les périodes d’intégrales elliptiques de
troisiéme espéce. Soient g une fonction elliptique
de Weierstrass d’invariants algébriques réels para-
métrant A(C), w sa période réelle, n la quasipé-
riode de la fonction ¢ de Weierstrass associée, et
w un logarithme réel d’un point x de A(K). Dire
qu’un relevé v de x & G(K) appartient & G¢ équi-
vaut & dire qu’il existe un élément o de K tel que
le point (¢(u) — a, u) soit situé sur la droite réelle
engendrée dans R? par la période (n,w) de G(R).
En calculant le déterminant, on obtient

((W)w—nu — aw = 0.

On reconnaft ici l'intégrale sur un cycle non tri-
vial d’une forme différentielle de troisiéme espéce
sur A, définie sur K, de diviseur résidu (z) — (—z).
D’aprés [Waldschmidt 1979, corollaire 3.2.12] (ou
plus généralement, d’aprés le théoréme de Wiis-
tholz [1984] sur la méthode de Baker), une telle
période ne peut étre nulle que si x est d’ordre fini
dans A(K). L’image sous ’exponentielle de

(€(u) =, u) = ((n/w)u, v)

est alors bien un point v d’ordre fini dans G.

De méme, 'ensemble des logarithmes des élé-
ments d’un sous-groupe [' vérifiant les conditions
du théoréme 2.1 est représentable par le groupe
engendré par les vecteurs

{(8,0), (C(u) — @, w), (n,w)}

dans R?, ol u et a sont comme ci-dessus, et (3 est
un nombre non nul de K. En écrivant les mineurs

d’ordre 2, on voit que I' ne peut éviter d’étre dense
dans G(R)™ que si les nombres

Au(w) = ((u)w = nu,

sont linéairement dépendants sur K. Mais vu ’hy-
pothese faite sur 7(I"), les nombres u et w sont li-
néairement indépendants sur Q, et le résultat de
[Wiistholz 1984] fournit encore la conclusion re-
cherchée. O

w, u

Le cas des sous-groupes I' de rang 2 de G(K) ne
rencontrant G, qu’en 0 conduit & une question ac-
tuellement ouverte d’indépendance quadratique de
périodes de formes de troisiéme espéce, de type
« probléeme des quatre exponentielles ». Plus préci-
sément, établir la densité d’un tel sous-groupe dans
G(R)"™ équivaut a résoudre le probléme suivant :

Question 3.2. Soient « et 8 des nombres algébriques
réels, et, avec les notations précédentes, u et v deux
nombres réels ol p prend des valeurs algébriques,
tels que u, v et w soient linéairement indépendants
sur Q. A-t-on alors:

A (w) — aw

£ Ay (W) — Pw 2

U v

La conjecture d’indépendance algébrique proposée
dans [Bertrand 1988, conjecture 2.b| fournirait une
réponse positive a cette question (en vertu de [Ber-
trand 1988, p. 50, cas (v)]).

L’analogue du théoréme 3.1 quand A est une va-
riété abélienne générale n’est non plus pas connu,
et il serait intéressant de lui appliquer cette conjec-
ture. La situation exceptionnelle rencontrée au thé-
oréme 2.1 reflete d’ailleurs les «relations de type
Riemann » mentionnées dans [Bertrand 1988, page
50, cas (vi)|]. La partie unipotente du groupe de
Mumford-Tate du 1-motif attaché & cette situa-
tion [Bertrand a, § 3.3| n’est plus gouvernée par le
groupe algébrique H de la propriété de densité, et
c’est probablement 14 la raison profonde de sa mise
en défaut.

Remarque 3.3. Comme il est expliqué dans [Ber-
trand a, §3], le point 7 utilisé dans la preuve du
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théoréme 2.1 appartient en fait au sous-groupe com-

pact maximal de G(K,) pour tout complété K,
de K, ce qui entraine I'existence d’une infinité de
points de G(K) de «hauteur relative» nulle. Le
théoréme 3.1, joint aux définitions et aux calculs
de [Chambert-Loir|, montre en revanche qu’aucun
point d’ordre infini d’une extension non triviale
d’une courbe elliptique par G, n’est de «hauteur
relative» nulle. Il serait intéressant d’étendre ces
énoncés aux surfaces réglées et aux fibrés projectifs
sur les variétés abéliennes, tout en les quantifiant.
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