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Abstract. An alternative definition of entropy for non-commutative systems,
equivalent to the one by A. Connes, H. Narnhofer, and W. Thirring, is given. It is
based on the concepts of conditional entropy, and stationary couplings with
classical systems. It allows to prove that any quantum dynamical system with
singular spectrum has zero entropy.

Introduction

Un systeme dynamique non commutatif (A, θ,ρ) consiste en une algebre
d'operateurs A (ici, une C*-algebre), un automorphisme θ de A et un etat ρ qui est
^-invariant sur A.

L'entropie d'un tel systeme a ete definie par Connes et Stormer [4] dans le cas
oύ Γetat ρ est une trace, en suivant la demarche du cas classique (commutatif). Le
cas oύ ρ n'est pas tracial s'avere plus complexe; la definition de Γentropie
dynamique demande une procedure originale (Connes, [2] et Connes, Narnhofer
et Thirring [3]), que Γon peut reformuler en termes de «mesure physique»:

La mesure des phenomene quantiques s'opere en couplant un systeme
quantique (A,ρ) avec un appareil de mesure classique, c'est a dire un espace
topologique probabilise (X,μ). Le couplage se formalise comme un etat λ sur
Γalgebre produit tensoriel A®B [avec B = C(X\ Γalgebre des fonctions continues
sur X], de marges respectives ρ et μ sur A et B; le couplage λ apportera d'autant
plus d'information, a travers (B, μ), sur Γetat du systeme A qu'il sera plus eloigne de
Γetat tensoriel ρ(x)μ.

Un tel couplage etant fixe, a toute famille (A0,..., AJ de «sous-algebres» de
dimension finie de A(1) et toute famille (P0,..., PΛ) de sous-algebres de dimension

1 Par «sous-algebre de dimension finie,» il faut entendre plus precisement une algebre de
dimension finie et une application completement positive γ de celle-ci dans A, preservant Γunite.
Toutes les algebres sont supposees posseder une unite, quitte a en rajouter une
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fϊnie de B (autrement dit, de partitions de X\ est associee une information mutu-
elle ελ(A0, ...,AΛ;P0, ...,PΠ) qui mesure la quantite d'information passee des
A; vers les JPt via Γappareillage λ.

L'entropie conjointe HQ(A09 ...,AΠ) est definie comme le supremum de ces
informations mutuelles; Γentropie dynamique /zρ(A0,0) d'un sous-systeme fini est

la limite des - - Hρ(A0, . . ., Aw) lorsque les Af = 0l(A0) sont les iterees par θ de A0

enfin, Yentropίe dynamique hρ(θ) du systeme (A,0,ρ) est le supremum des ces

Get article propose une simplification de la procedure, dont le principe consiste
a limiter la classe des couplages autorises.

On ne considera que des couplages stationnaires:
- d'une part, Γappareil de mesure (X,μ) est lui-meme un systeme dynamique
classique, soit X = PZ, la mesure μ etant invariante par le shift σ de X;
- d'autre part, le couplage λ est un etat sur A®C(X) qui est invariant par
Γautomorphisme θ®σ.

On obtient ainsi une nouvelle definition de Γentropie dynamique, ne faisant
plus reference aux sous-systemes de dimension finie dans la C*-algebre A. En
notant P la sous-algebre de B (ou la partition de X) correspondant a la
coordonnee z = 0 de Pz, au couplage stationnaire λ est associe ce qu'on pourrait
appeler une information dynamique mutuelle:

Λ(P, λ) = Hμ(P\ P-) - Hλ(ΊP\ P- (g) A)

[P~ est le passe de P et Hμ(JP\P~) est Γentropie dynamique de la partition P dans
le systeme classique; Γentropie conditionnelle HA(P|]P~<g)A) est definie par
reference a Γentropie relative de Araki [1], fo(P, λ) s'interprete comme la « quantite
d'information dynamique » passee du systeme quantique (A, θ, ρ) dans le systeme
classique (X,σ,μ) a travers λ].

L'entropie du systeme dynamique (A, θ, ρ) sera le supremum des fι(P, λ) sur tous
les couplages stationnaires possibles.

Le premier avantage de cette approche est qu'elle s'affranchit de Γhypothese de
nuclearite presente dans [3]. La difficulte en revanche consiste a demontrer, dans
le cas nucleaire, que cette definition a priori plus restrictive coincide avec la
definition originale de Connes, Narnhofer et Thirring (cf. Proposition 4.1 ci-
dessous).

Le second avantage est de rendre aisee la demonstration d'une propriete
fondamentale de Γentropie dynamique, celle d'etre liee au « spectre de Lebesgue»:
on montre done que, lorsque Γunitaire implementant θ a un spectre singulier,
Γentropie est necessairement nulle (Proposition 5.1). Un resultat dans ce sens a
deja ete obtenu par Stormer et Voiculescu [6], II ne concerne que les automorphis-
mes de Bogolioubov sur Γalgebre des relations d'anticommutation, mais il dit
nettement plus dans la mesure oύ il suffit que le spectre soit singulier sur la base
pour que Γentropie soit nulle, alors que le type spectral maximal est Γexponentielle
de convolution de cette mesure.

1. Entropie relative

i.l. Rappel de la definition (cf. Araki, [1]): Mest une algebre de von Neumann,
un etat fidele de M; sa representation G.N.S. est notee (J^,πβ,fρ).
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Soit ω une forme lineaire positive normale sur M: la forme quadratique qui, a
Γelement πQ(x)ξρ de ̂  (xeM), associe le nombre ω(xx*), est fermable, et sa
fermeture determine un operateur positif auto-adjoint Aωtρ dans ,̂ appele
Hamiltonien relatif.

L'entropie relative S(ρ,ω) est definie par la formule:

Lorsque A est une C*-algebre, ρ un etat de A, ω une forme lineaire positive sur
A, on defϊnit S(ρ,ω) de la maniere suivante:
- si le support de ω est inferieur au support de ρ dans Γalgebre de von Neumann
enveloppante A** (ce qui est le seul cas que nous rencontrerons), on prolonge ρ et
ω a Γalgebre de von Neumann M reduite de πρ(A)" sur le support de ρ, oύ Γon
applique la definition precedente;
- sinon, on pose S(ρ,ω)= — oo.

1.2. Proprietes

1.2.1. On a

S(ρ,ρ) = 0,

S(ρ,ω)e[0, +00] si ω est un etat ([1], 1.3),

S(ρ, αω) = αS(ρ, ω) + α Logα 60(1^ , Vα ̂  0, ω e

Lorsque ω est fϊdele, on deduit de [1], 2.1 et 3.1, la formule:

0 (1.2.2)

dont on deduit sans trop de difϊiculte le lemme suivant:

1.3. Lemme. Soit {ωl9 . . ., ωn} une famille de formes lineaires positives normales sur
]\4 (α1? ...,αn} une famille de nombres positίfs de somme 1:
a) on a Σs(β9

ωύ = S(ρ9Σ1φύ+I,S(Σjωpωύ;

b) si les {ωj sont des etats, on a, en posant ω = ̂ αίωί:

X α,S(ρ, ωf) = S(ρ, ω) + X α,S(ω, ωj .

(On retrouve en partίculier Γinegalite de convexite:

Demonstration. On ne demontre que a), dont b) se deduit par 1.2.1 ci-dessus.

Cas particulier. On suppose les ωt fideles, et on ecrit, en posant ω = Σω f:

d d
Σ-ω Eφρ : Dωt)t\=Q = Σ^ωί[(Dρ : Dω\(Dω :

d d

Σ^
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DΌύ le resultat par 2.1.2.

Cas general. On applique le cas particulier aux ω^ω + ερ, et on fait tendre
ε vers 0.

2. Couplages et entropie conditionnelle

2.1. Definitions. On se donne une C*-algebre A et un etat ρ de A.
On appelle couplage de (A, ρ) avec une C*-algebre abelienne IB un etat λ sur la

C*-algebre produit tensoriel A(x)B, de marge ρ sur A.
Un couplage λ induit une mesure μ sur le spectre X de B.
Lorsque B est de dimension finie, a chaque point x de X sont associes

- un projecteur minimal χx de B, j
- une forme lineaire positive ωx {a-^λ(a®χx)} sur A et un etat ρx = , . ωx.

On obtient ainsi une decomposition

Q= Σ ω,= Σ μ{*}Q* (2.1.1)
xeX xeX

de Γetat initial ρ.
V information mutuelle associee a un couplage A de A avec une algebre abe-

lienne B de dimension finie (cf. [3], II.4) est le nombre

εA(A,B) = Σ μ{x}S(ρ,ρx);
xeX

et Y entropie conditionnelle est defϊnie comme:

)=- Σ S(ρ,ωx).
xeX

On a Q^ελ(A,B)^Hμ(JB) et
[Hμ(JB) = H(μ) est Γentropie classique de Γespace fini X = spectre de B, sous la

mesure μ].
La quantite εA(A, B) est croissante en ses deux arguments.
L'entropie conditionnelle Hλ(ΊB\A) (appelee entropy defect dans [3]) est

croissante et sous-additive en B, decroissante en A.
Heuristiquement, il faut comprendre Γinformation mutuelle comme un substi-

tut de la quantite Hρ(A) + Hμ(SB) - HΛ(A® B) (c'est a dire de quantites du type H(P)
+ H(Q) — H(PvQ) dans le cas classique). Elle peut egalement s'ecrire

c'est a dire la distance, mesuree en termes d'entropie relative, qui separe λ d'un etat
tensoriel.

Par partition (finie) de la C*-algebre abelienne B avec unite, on entendra
indifferemment une partition (finie) P du spectre de B, ou encore une sous-algebre
P (de dimension finie) de B, contenant Γunite, ou enfϊn une famille (finie) de
projecteurs de B, de somme 1B.

Si λ est un couplage de A avec B, il realise egalement un couplage de A® B avec
B, via le morphisme canonique de B(x)B dans B qui, a une fonction de deux
variables, associe sa restriction a la diagonale; ainsi, si IP et Q sont deux partitions
finies de B, on obtient par restriction un couplage de A avec P, avec Q, et avec la
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partition P v Q engendree par P et Q, mais aussi un couplage de A® P avec <Q; ce
qui donne un sens au lemme suivant:

2.2. Lemme. Si λ est un couplage de A avec B, et si P et Q sont deux partitions fίnies
dans B, on a

Demonstration. Consequence immediate du Lemme 1.3 et des definitions.

2.3. Lemme. Si (^ί)ί=ιt...tm

 est une famille de couplages de A avec une C*-algebre
abelienne B de dimension finie, et si (0^)1=1,. ..,m est une famille de nombres posίtifs
de somme 1, on a

Demonstration. Soit D une C*-algebre abelienne de dimension m, de projecteurs
minimaux {p1? ...,pm}5 et λ le couplage de A avec B®E) defini par

λ(a® b®Pi) = α^α® b) , a e A, b e B, 1 ̂  i ̂  m .

On verifϊe alors

A, B) = ε,(A®D, B) ̂  ε,(A, B) = εIαMί(A, B) .

3. Couplages statίonnaires et entropie dynamique

3.1. Definitions. Soit (A, 0, ρ) un systeme dynamique non commutatif : A est une
C*-algebre, θ un automorphisme de A et ρ un etat θ-invariant sur A.

Un couplage stationnaire du systeme dynamique (A,0,ρ) avec un systeme
dynamique classique (B,σ) est un etat sur la C*-algebre A®B qui est θ®σ-
invariant, et dont la restriction a A est egale a ρ.

Si P est une partition finie dans (B,σ), on notera P~ le passe de P, soit

P-= V σ~'F'
i^l

A un couplage stationnaire λ avec (B, σ\ et une partition finie P de B, sont
associes les nombres

et

(oύ μ est la restriction de λ a B, done une mesure σ-invariante).
On a h(P,λ)^Q et /ι(P, λ) ̂  h'(lP, λ).
V entropie du systeme dynamique (A, θ, ρ) est defϊnie comme

le supremum etant pris sur tous les couplages stationnaires de A avec les systemes
dynamiques classiques, puis, pour chaque λ, sur toutes les partitions finies dans le
systeme clasique.

3.2. Lemme. On a hβ(θ) = suph'(1P9λ). le supremum etant pris de la meme maniere.

Demonstration. L'inegalite /ιρ(θ)^sup/z'(P, λ) est immediate [on a toujours /ι(P,/l)
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On fixe ε > 0 et un couplage λ de A avec (B, σ), oύ B est Γalgebre des functions
continues sur Pz, P etant un espace fmi, et σ le shift, de sorte qu'en notant Pk la
partition de B correspondant a la coordonnee k (fceZ), on ait Λ(P0,λ)>hQ(θ) — ε.

1 / " \ 1 / " \
Ona#(P|P~) = lim-# WP f c et#(P|A®P~) = lim-# \/Vk\Jk (par2.2);

n n \ i / n n \ i /
on fixe m tel que, pour tout n^m, les deux limites soient approchees a ε pres, et

I T / ^ m~l T /m —1\— Log(w)+ Log <ε.
m m \ m /

Soit Y Γespace Z/wΛ muni de la probabilite de comptage v, et τ la translation
z-»z-h 1 (modm). On couple A avec B®C(Y) par A®v, qui est un etat θ®σ®τ -
invariant.

m

On donne un nom: Q={6α}αe/ aux atomes de la partition Q=\/Pfe; et on

construit une partition φ = {6α}αe/u{oo} de Pz x 7 en posant:

Qa = Qax{0} si αe/; et Qaΰ = Pz x {1, ...,m — 1}.

mp - 1 mp + ί

La partition V (tf®τ)*Q a pour trace V σfcP sur Γatome {i} de 7

ίmp-i+ί x
(ί = 0,..., m — 1), et a done pour entropie H ( V σfcP + Log(m). En divisant par

\ o /
mp et en faisant tendre p vers Γinfini, on trouve

D'autre part, si ρ = X μαρα est la decomposition convexe de Γetat ρ induite par
αe/

le couplage avec Q = VPfc, comme en 2.1.1 ci-dessus, la decomposition relative au

couplage avec <φ s'ecrit:
1 m-1

ce qui donne

-Log(m)+
m m m \ m

et #(Q|A)^#(P|P~(8)A) + 2ε.
DΌύ /i^φ, A®v) ̂  /z(P, A) - 2ε ̂  ήβ(θ) - 3ε.

3.3. Proposition. Pour tout entier m, on a hβ(θm) = \m\ - hθ(θ).

Demonstration. Le resultat est immediat pour w=0 et m= — 1; on peut done
supposer m>l.

On considere un couplage stationnaire λ de (A, 0, ρ) avec (B, σ), et la partition P
m-l

de B; on pose Q= V °k^- On calcule

DΌύ 1'inegalite hβ(θm)^m hβ(θ).
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Reciproquement, on fixe ε>0, un couplage stationnaire λ du systeme
dynamique (A,0m,ρ) avec (B,σ), et P={Pα}αe/ une partition finie de B tels que

On pose 7={0, ...,w — 1}; X designe le spectre de B. Sur Xx Y, on con-
sidere Γautomorphisme σ defini par

σ(x,i) = (x9i — l) si xeX, z>0; et σ(x,Q) = (σx,m— 1).

On considere ensuite le couplage stationnaire Ide (A, 0, ρ) avec (B® C(7), σ) defini
par

X(a®b®{i}) = λ(θίa®b), αeA, beB, Ogα^m-l

puis la partition Q = {QΛ}Λeι^Qoo de X x Y, definie par

βα = Pαx{m-l}, αe/, et Xx {0, ...,m-2}.

mπ-l /w-1 \

On a alors, pour tout n, W ^fcQ = ( V σfc^ }®Y(Y designe ici la partition en
o \ o J

points de 7); d'oύ on deduit

1 /wm-l \ 1 /«-!

— s~Λ V σkQ,AU— ελ ( \/
wwi \ o / « m \ o

et, en faisant tendre n vers Γinfini

hβ(θ)^

4. Comparaison avec Γentropie de Connes-Narnhofer-Thirring

L'entropie de [3] est definie de la maniere suivante:
On se donne n couples (Af, γt)9 oύ Af est une C*-algebre de dimension finie, et γt

une application completement positive de At dans A preservant Γunite. A tout
couplage λ de A avec une C*-algebre abelienne B, et toute famille (P1? . . ., PM) de
partitions fϊnies de B, est associee une information mutuelle:

oύ μ est la trace de λ sur B, et λk le couplage induit de Ak avec B.
L'entropie absolue Hρ(y 1?..., yn) est le supremum de ces informations mutuelles

pour tous les couplages et tous les choix possibles de (JPk).
A toute application completement positive unitale y d'une C*-algebre de

dimension finie dans A est associee Yentropie dynamique

• ' ~ - ^ ;Hβ(γ,θ°γ,...,θ»°γ).
«->oo J

Enfin, Yentropie dynamique de Γautomorphisme θ est definie comme le supre-
mum des Λρ(y, θ) pour tous les y possibles.

4.1. Proposition. Si la C*-algebre A est nucleaire, Γentropie definie au paragraphe
precedent coincide avec Γentropie de Connes-Narnhofer-Thirring (cf. [3, Def. V.1
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Demonstration. Notons η Γentropie hρ(θ) definie au par. 3.1 ci dessus, et K
Γentropie hρ(θ) defmie en [3, V.I].

On remarquera d'abord que, pour un couplage stationnaire λ de A avec B et
une partition finie P dans B, on a, en posant P—σ'P:

βA(y,0oy,...,Foy;P0,..^

soit, en divisant par (n + 1) et en passant a la limite:

Ceci etant vrai pour tout morphisme y:A0->A, on aura

et le Lemme 3.2 nous donne Γinegalite η ̂  K.
Reste a demontrer Γinegalite inverse.
Pour cela, on fixe ε > 0, une C*-algebre A0 de dimension finie et une application

completement positive unitale γ de A0 dans A verifiant

lere etape (cf. [3, Lemme VI.I]):
On note X Γespace (compact) des etats de A.
On fixe un nombre δ>0 verifiant:

Vω, ω' ε A , || ω — ω' \\ ̂  δ => |S(ρ o y, ω o γ) — S(ρ o y, ω' o γ)\ ̂  ε .

On fixe une fois pour toutes une partition finie R = { 1̂, ...,Rd} de X, a d
elements, suffisamment fine pour que Γon ait:

si ω et ω' sont deux etats de A qui appartiennent au meme atome de IR, alors
\\ω-ω'\\^δ.

Soit v une mesure de probabilites sur X, de barycentre ρ: A est naturellement
couplee a C(X) par Γetat Av: a (x)/-> J ω(a)f(ω)dv(ω).

Pour A = AV9 on a e^(A0, 1R) = Σ v(Ri)S(ρ ° 7, ρf ° 7), oύ ρf est le barycentre de la
i

mesure de probabilite induite par v sur Γatome Ri de IR. On remarquera que, par le
choix de δ et IR, le nombre S(ρ ° 7, ρ^ ° γ) est, a ε pres, independant du choix de v, et

d

que par consequent la quantite £ v(#f)S(ρ o y,ρ. o γ) est, a ε pres, affine en v:
.1

Si on se donne une famille v1? ...,vπ de mesures sur X de barycentre ρ, une
famille α1? ...,απ de nombres positifs de somme 1, alors, en posant v = J]αίvί, on
obtient

^v(A0,IR)-Za^v;c(A0,R)|^e. (4.1.1)

On posera X = C(XΈ\ et on notera Rfc la partition de Xz (et done de X) image
reciproque de θk(R) par la coordonnee d'ordre k.

A tout couplage A de A avec une C*-algebre B=Pp®Pp+1(g)...®Pm

(p,meZ,p<m) donnee comme un produit tensoriel d'algebres abeliennes de
dimension finie, est associe canoniquement un couplage λ' de A avec X, de la
maniere suivante:

a chaque k est associee une desintegration ρ = X μ^ρ? de ρ sur Γespace Ik des
ie/ k

atomes de Pk (cf. 2.1.1), et done une application ϊ'->ρ? de Ik dans X; d'oύ une
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application π de Γespace produit des Ik (p^k^m) dans le produit
XpxXp+1 x ... xXm de m— p + \ copies de Γespace X, et done un morphisme
d'algebres de B dans la sous algebre de X engendree par les coordonnees
comprises entre p et m. λ est alors definie par simple transport, via ce morphisme
(et prolongement arbitraire a X).

λ' a les proprietes suivantes:
1. Pour tout k compris entre p et m, la restriction de λ' a A® C(X) obtenue via la
/c-ieme coordonnee de Xz est un couplage de type Av:
2. on a |ε^(Afe,Rfc)-ελ(Afc,Pfe)|gε, et

[la quantite Hμ(\/lPk)— ^Hμ(Pk) augmente quand on remplace les Pfc par les Rfe

qui sont plus grossieres].

2eme etape. D'apres ce qui precede, et d'apres la definition de K, A0 et ε etant fixes,
pour tout n asez grand on trouvera un couplage λn de A avec X tel que Γon ait

et done, pour n assez grand,

εΛ n(7,θoy?...,6)no7;R0,..

Pour chaque couple d'entiers (r, n) on considere la quantite

oύ Afc designe le couple (A0? θ
k ° 7). Comme les an r sont bornes par Log(d) + ε, on

peut par un procede diagonal trouver un sous-ensemble infini / de N tel que

lim αΠj r = ar existe pour tout r e N .
/I-+QO, w e /

Les ar tendent en croissant vers une limite α^ quand r tend vers Γinfini, et on fixe r
tel que a^a^ — ε.

3eme etape. On a done fixe jusqu'a present: ε, A0, y, d, R et les partitions RΛ, les
couplages λn de A avec X, Γensemble d'indices /, et Γentier r.

On fixe un entier p ̂  r, et n e /, suffisamment grand pour qu'on ait

soit

ou encore

qui implique
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soit, pour n assez grand

~ ( « - P + l)(κ-5β)
p

et, d'apres le Lemme 2.2:
π Γ / * \ /*-ι
Σ ej V R,A* -βj V R/
p L \fc-p / \fc-p

Le travail effectue dans la seconde etape (diagonalisation de la double suite des
απ>r, et choix de Γentier r), fournit:

n k

V R;,
P \k-p

oύ chaque signe ^ represente une egalite a (n— /? + l)ε pres (r et p sont fixes, n est
sufϊisamment grand dans /), et done

V R/.AI) -s
-r /

/c

Pour fe ̂  r, on pose Pfc = \/ Ry, et on applique aux Pfc (r ̂  k ̂  n) la procedure
k-r

etablie dans la premiere etape, pour deduire de chaque λn un nouveau couplage λ'n
de A avec X, dont chaque restriction a un couple (Ak,Rk) est de type ΛV9 et pour
lequel les quantites ε^n(Ak, Pfc) et εA;(Afc, Rfe) different au plus de ε.

k- 1

Comme la partition \/ R,. (consideree dans le couplage λn), est plus fine que
k-i *-P
V R/ (consideree dans le couplage λf

n), on obtient,
k-p + r

Σ\eλίι(Rk,Ak)-εJ V R^
p L \k-p + r

et, toujours pour n assez grand:

fc-p

La C*-algebre abelienne X possede une double dynamique: celle heritee de la
dynamique de A, sur chacune de ses composantes X = S(A), et celle induite par le
shift sur XΈ\ on notera σ Γautomorphisme de X compose des deux, qui s'ecrit sur
Xz: σ({ωπ}neZ) = {θ(ωn+ ι)}W6Z; apres quoi, en posant 0 = θ® σ, la relation ci-dessus
se reecrit:

Σ εΛAo^(Ro5A0)-ελ,0^( V%A 0 ) ^(n-p + l)(ιc
PL \-P /J

et done, toujours pour n suffisamment grand dans /, et p fixe:

-P
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n
On considere alors la mesure moyennee Λi'=Σ

421

). Si on n'avait

moyenne que de p a w, les termes Σελ;ogk(R0,A0) et ελ»(IR0,A0) nen

differeraient que de ε au plus (d'apres 4.1.1); pour n assez grand, les termes
1 »
- 7 ^ελ^0gk(R0, AO) et ελίί(IR0, AO) different done au plus de 2ε.
n-\- 1 o

D'autre part, la moyennisation diminue Γinformation mutuelle (Lemme 2.3):
on a

1 -I

V
-p

-I

ε V R/.AO
-p

d'oύ

done

X( V
-P

ce qui s'ecrit encore, par le Lemme 2.2:

V i
-p

v1]
Cette inegalite est vraie pour tout p fixe, et tout n dans / grand devant p. La suite

de mesures {λ'ή, n e 1} ne depend pas de p, et elle verifie || λ'ή — λ'ή ° 3\\ ̂  1/n. Comme
I'ensemble des etats sur A®IB est compact, tout point d'accumulation de cette
suite nous donne un couplage stationnaire A de A avec (B, σ) qui verifie pour tout

et done, a la limite

^ K; - 14ε

soit

La demonstration est terminee.

5. Spectre singulier implique entropie nulle

On note UQ Γoperateur unitaire dans Γespace de Hubert J^β caracterise par la
relation

9 VxeA.

5.1. Proposition. Si la mesure spectrale de Γoperateur Uρ est singuliere par rapport a
la mesure de Lebesgue sur le cercle, ΐ entropie hρ(θ) est nulle.
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Demonstration, λ est un couplage stationnaire de (A, θ, ρ) avec (B, σ); on designe
par μ la restriction de λ a B. P est une partition finie de B. On veut montrer

On utilisera la propriete suivante, qui se demontre comme dans le cas classique:
+ 00

Si la partition Q est \/ σ'P-mesurable, on a

. (5.1.1)

Premier cas. On suppose que le systeme dynamique (B, σ, μ) est ergodique.
Par le theoreme de Sinaϊ [5], il existe dans B une partition finie Q qui est

+ 00

V σ'P-mesurable, et qui engendre un schema de Bernoulli d'entropie H(JP | P~).

On a Λ(Q, λ) ̂  /ι(P, λ) d'apres 5.1.1. +00.
On peut supposer maintenant que B = V σίQ Soit 2tfλ Γespace de Hubert de la

— co

representation G.N.S. de λ, avec vecteur canonique Ωλ; soit Uλ Γunitaire
de ^fλ implementant canoniquement Γautomorphisme θ®σ: Uλ(x®b)Ωλ

= [θ(x)®σ(b)]Ωλ, VxeA, bεJB.
Pour tout x dans A, le vecteur xΩλ appartient a la composante singuliere du

spectre de Uλ; pour tout b dans B, qui est un schema de Bernoulli, le vecteur
[b — μ(b)J]Ωλ appartient a la composante «Lebesgue» de ce meme unitaire: les
deux vecteurs sont done orthogonaux; ce qui donne

λ(x® b) — ρ(x)μ(b)) = <[x® (b — μ(ί>))]ΩA, Ωλ> = <[ft — μ(b)]Ωλ, x*Ωλ> = 0

soit /l = ρ®μ, et /ι(Q,/l) = 0; done a fortiori /t(P,/l) = 0.

Cas general. Considerons Γalgebre L°°(B,μ)σ des functions mesurables bornees
σ-invariantes sur le spectre de B, et ecrivons-la L°°(Z,v) oύ v est une mesure
de probabilite sur Γespace compact Z.

On obtient une desintegration λ= J λ z d v ( z ) de λ en etats θ®σ invariants sur

A® B, chaque λz fournissant un couplage entre un systeme dynamique (A, θ, ρz) et
un systeme dynamique classique ergodique (B, σ, μz). On remarquera que chacun
des (A, θ, ρz) herite de la propriete de spectre singulier.

On considere le systeme dynamique compose de la C*-algebre C(Z)® A, de
Γautomorphisme #=identite®0, et de Γetat ρ= $(δz® ρz)dv(z); puis le couplage
1= J (δz ® λz)dv(z) avec (B, σ). z

On a d'abord H~λ(P\ C(Z)®A®P~)= J HλflP\A®p-)dv(z) et done /ι(I,P)

= \h(λz, P)rfv(z) = 0 (d'apres le cas ergodique ci-dessus).
z
On a ensuite /^(P | C(Z)® A®P~) = lim H~λ(P \ (Cm® A®P~), oύ les Cw sont

m->oo

des algebres abeliennes de dimension finie sur lesquelles d agit trivialement (parce
que C(Z) est nucleaire, et d'apres [3, lemme LI, (5)]). Puis, pour chaque m,

1 Wvσ* <Cm®
\ o

en appliquant le Lemme 2.2 pour la seconde egalite.
DΌύ fmalement h(λ, P)=h& P)=0. (c.q.f.d.)
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