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Abstract. We show that cyclic cohomology of an algebra A is obtained from
traces with suitable domains on the algebra qA of the second author. When A is
a C* algebra so is qA and the notion of positive trace makes sense. We hence get
a notion of positivity for cyclic cocycles. We prove that a positive trace on qA
defines a type I or II Fredholm module on A.

Introduction

La construction de [2] associe a tout module de Fredholm p-sommable pair
(Λ, F, ε) sur une algebre si et tout entier pair n ̂  p — 1, un n-cocycle cyclique sur si,
le caractere de Chern de (/f, F, ε). Soit qsi Γalgebre universelle introduite dans [6].
II resulte facilement de [6] qu'un module de Fredholm p-sommable pair est un
homomorphisme de qsi dans Γalgebre J£p(ά+), ideal de Schatten des operateurs
p-sommables dans ά+ = {ξeά, εξ = ξ}. De maniere equivalente c'est un quasi-
homomorphisme de si dans J = J£p{i+). La construction de [2] se prolonge
facilement a tout homomorphisme de qsi dans une algebre J munie d'une trace de
domaine Jn. Notre but est de montrer que reciproquement tout n-cocycle cyclique
sur si est obtenu par cette construction. Nous abordons ensuite, quand si (et done
qsi) est une algebre involutive sur (C, le probleme de Γexistence d'une trace positive
sur qsi de caractere de Chern donne. Cela nous conduit a la notion de cocycle
positif τeKerbnKerβ, dont nous donnons de nombreux exemples.

I. Les algebres Ωsi et qsi

Soient k un corps de caracteristique nulle et si une fe-algebre. Rappelons (cf. [6])
que qsi designe Γideal engendre dans le produit libre si' * si par les elements de la
forme:

i{x)-i(x)9 xesi,
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oύ i, i sont les deux inclusions naturelles de si dans si * si. On a, pour tous x, y e si
et en identifiant si avec i(s/)Cs/ * si Γegalite:

q(xy) = q(x)y + xq(y) - g(x) q(y). (1)

On peut de maniere equivalente defmir si * si comme Γalgebre universelle
engendree par les symboles, x, q(x), xesi avec pour presentation la relation (1).
L'ideal qsi est forme par les combinaisons lineaires d'elements de la forme
xoq(x1)...q(xn), et q{xι)... q{xn) avec xιesi, n^l.

De meme, soit Qsi Γalgebre differentielle universelle associee a si [1, 8, 2],
engendree par les symboles x, dx, xesi avec pour presentation la relation

d(xy) = d(x) y + x d(y) \/x,yesi. (2)

Par construction Qsi est Γalgebre graduee associee a la filtration de si * si par les
ideaux (qsi)n. Les relations entre Qsi et qsi sont precisees par les resultats
suivants:

oo

Proposition 1. Soit Q= @Qn une k algebre differentielle graduee,
o

a) Pour tout tek Γέgalitέ suίvante dέfinίt un produit associatif et bilinέaire
sur Q:

ωi' tω2 = ωιω2 s ι degωx est pair,

ω1 tω2 = ω1ω2-\-tω1 dω2 si degα^ est impair.

b) Soit Ω(ί) Γalgebre construite dans a), sa classe dHsomorphie ne depend pas de t
si f + 0.

c) Lalgebre graduέe associέe a la filtration de Q(t) par les ideaux Ω$ = 0 Ωk est
Γalgebre Ω.

Les verifications de a), b), c) sont immediates.

Proposition 2. 1) Ualgebre si * si est canonίquement isomorphe a (Ωsi)(ί) par
Γisomorphίsme π, π(a) = a, π(q(a)) = da, VaesJ. On a π(qsi) = (Ωsi)\\].p () (q()) (q) ()\\]

2) Lέgalitέ ρ(a) = I L ρ(da) = dέfinit un homomor-
|_0 a-q(a)_\ [_q(a) 0 J

phίsme de Ωsi dans M2{si * si). On a ρ(Ωns/)cM2(qs/)n Vn^ 1.

Dέmonstration. 1) Soit π la bijection lineaire de si * si sur Ω telle que

π{a°q{a1)... q{an)) = a0 da1 ...da", πiqia1)... q(an)) = daι ...da" Ma'esJ.
Pour montrer que π est un homomorphisme de si * si dans Ω{l)'ύ suffϊt de verifier
que π(qa) π(b) = π({qa)b) Vα, be si. On a

π(qa) π(b) = da b = {da) b + dadb,

π({qa)b) = π(q(ab) - aq(b) + q(a) q(b)) = d(ab) -adb + dadb.

2) L'application α-> I . . est un homomorphisme de si dans
|_0 a-q{a)\

M2(si * si) et l'application a-+δ(a) = \ . . Λ est une derivation de si dans
iq(a) 0 J

M2(si * J ^ ) , d'oύ le resultat. Π
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On peut done considerer qsi comme une quantification de Γalgebre Ω{1 W des
formes differentielles universelles sur si de degre ^ 1. La famille Ωfysi d'algebres
est une deformation de Γalgebre Q{γ)si.

II. Traces paires et impaires sur qsi

Gardons les notations de I. Soit Jn l'ideal (qsi)n de si * si, i.e. le sous-espace
engendre par les elements x ^ x 1 ) . . . q{xm\ et φ c 1 ) . . . q(xm) avec x[esi,m^n. Par
definition une trace de domaine Jn est une forme lineaire T sur Jn telle que:

T(aβ) = T(βoc) \/aeJk,βεJι,k + l = n. (3)

(oύ Γon pose J° = si * sί\

Proposition3. Soit T une trace de domaine Jn+1, n pair, Γέgalitέ τ(x°, ...,x")
= T(q(x°)... q(xn)) dέfinit un n-cocycle cyclique τ sur s$'.

Demonstration. On a τ(x°,...,x") = 7 (̂(x° dx1 ... dxn)) oύ Ts est la trace graduee sur

M2(qs/)n definie par Ts (
 11 1 2 = T(aγ Λ — T(a22) ce qui montre que τ defmit

un n-cocycle de Hochschild, τ e Z " ( J / , J / * ) . La cyclicite de τ est evidente. Π

On notera Chn(T) le cocycle cyclique ainsi obtenu.

Lemme 4. ϋegalitέ σ{xoq(x1)...q(xn)) = (-ί)n{xo-q(xo))q{x1)...q(xn\ σ ^ x 1 ) . . .
q(xn)) = (—l)nq(xι)...q(xn) Vx'ej/ dέfinit un automorphisme involutif de stf * si.
Onaσ{Jn) = Jn\/n.

Demonstration. Cest Γautomorphisme qui echange les deux copies de si. •

Nous dirons qu'une forme lineaire T sur Γ est paire (resp. impaire) ssi Toσ=T
(resp. Toσ= — T). Toute forme lineaire T sur Jw s'ecrit de maniere unique sous la
forme T=T+ + T_ avec T+ paire et T_ impaire.

Soit Γ une forme lineaire sur Jn, pour tout m ^ n o n pose

T(m)(x°, x\...,xm)= Ή x V * 1 ) Φm)) Vx£ e J / .

L'egalite φ 0 ) . . . φc m ) = (α-(- l ) m σ(α)) oύ oc = x°q(x1) ...q(xm) montre que:

T+(q(x°)...q(xm)) = 2T(r\x°,...,xm) m impair

= 0 m pair, (4)

T_ (g(x°)... q(xm)) = 2 Tίm\x°,..., xm) m pair

= 0 m impair. (5)

II en resulte que toute forme lineaire impaire (resp. paire) sur Jn est determinee
par les formes multilineaires T{m) m ̂  n et la forme T_(q(x1)... q(xn)) si n est impair
[resp. T+(q(x1)... g(x")) si n est pair].

Proposition 5. Soient T+ et T_ des formes lineaires paires et impaires sur Jn, n entier
impair et soient T ( m ) les formes multilineaires assocίees sur si, m^in. Posons:
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1) T+ est une trace si et seulement si bT^n) = T^ι+l) et (1 +/l)T[m) = 0 pour tout
entier m impair, m^n1.

2) T_ est une trace si et seulement si Tί"~1) est un cocycle cyclique et bTίm)

= T(m+D9 ( l_ / l )Tl m ) = 2fc0Tίm"1) pour tout entier m impair m^n1.

Demonstration. Pour m impair, on a

xox1q{x2)...q(xm^ι) = xoq(x1x2)q(x3)...q(xtn+1)-xoq(x1)q(x2x3)...q(xm+1)+...

+ xoq(x1)...q(xmxm+ι)-xoq(x1)...q(xm)xm+1-\-xoq(x1)...q(xm+1).

II en resulte que si T est une trace on a:

L'egalite (4) ci-dessus montre que si T+ est une trace on a, avec m impair,

T{™\x°,..., xm) = Tim\x\ ..., xm, x°) i.e. T|m ) = - λ T ™ .

La proposition 3 montre que si T_ est une trace on a T^
De plus, l'egalite x°q(x1)... q(xm) + q(x°) x ^ ( x 2 ) . . . q(xm) = q(x°x1) q(x2)... q(xm)
+ q(x°) q{xγ)... q(xm) avec m impair, montre que si T_ est une trace on a (1 — λ) 7lm )

= 2&0Tlm~ υ e n utilisant (5). Ainsi les conditions 1) et 2) sont necessaires. Montrons
qu'elles sont suffϊsantes. Pour montrer que T est une trace, il suffΐt de montrer que
T(aω) = T(ωa) et T((qa)ω) = T(ωqa) pour tout a e s/ et tout ωeJ" (resp. Γ~1). Par
hypothese on a bT{m) = 0 pour m pair et bT{m) = T{m+1) pour m impair, ce qui
montre que T(aω) = T(ωa) pour tout ω de la forme ω = x°q(xί)... ^(xm). On a:

m

^(x1)... q(xm)x°= Σ ( - lΓ'^ίx 1 ). . . q(xjxj+1)... φ 0 )
1

+ ( - l ) m x 1 ( 7 ( x 2 ) . . . φ o ) + α ^ ( x 1 ) . . . ^ ( x m ) φ 0 ) , (7)

oύ α = 1 si m est impair et α = 0 si m est pair. Avec ω = q{xx)... ^(xm), l'egalite T(x°ω)
= T(ωx°) signifie done:

Pour m impair et T=T+ que:

ce qui resulte de (1
Pour m pair et T=T+ que:

ce qui resulte de l'egalite Db = b'D (cf. [2]) appliquee a T | m " 1 ) 2 .
Pour m impair et T=T_, que:

ce qui resulte de l'hypothese: (1 -/l)Tίm ) = 2b o Tί m - 1 ) et de l'egalite fe7lm"1) = 0 de
sorte que b'T^-l)^b0T^-ι\

1On pose λφ(x°, ...,xm) = (-l)mφ(xm,x°, . . . ,x m " 1 ) Vx f 6j^ et (^oφ)(x°, . . . ,x m + 1 )

= ( - l ) M ^ ( x w + 1 x ° , x 1 , . . . , x m )
2 On pose (cf. [2]), b' = b + b0, D = ί-λ
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Pour m pair et T=T_, que:

Tίm\x°, ...,xm)= Tίm\x\ ...,xm,x°), (8)

i.e. que D7lm ) = 0. Or pour m = n — l ceci fait partie de Γhypothese et pour m > n on
a 7l«) = ft7l«-i)j DT{Jn) = DbT{Jn~l) = b'DT{Jn~ι) = b'2b'T^n~2) = ̂ .

II reste a verifier que T((qa)ω)=T(ω(qa)) pour tout aestf et ω e J " " 1 . Si
ω = φ 1 ) . . . φ m ) cela resulte des egalites (4), (5) et (l+λ)Tjm ) = O, m impair,
( l - I ) 7 l m ) = 0, mpair.

On a:

ήf(xm+1)xoί(x1)... q(xm) = q(xm+1x°)q(xΐ)... <?(xm)

- x w + 1 ^ ( x 0 ) φ 1 ) . . . φ m ) + (2(x m + 1 )φ 0 )g(x 1 ) . . .φ m ) . (9)

L'egalite T(q{xm+I)ω)= T(ωq(xm+1)) avec ω = x°q(x1) ...q(xm) signifie done:
Pour m pair et T=T+, que:

ce qui resulte de Γhypothese (1
Pour m impair et T— T+, que:

T'(m+l)/Y0 vm+l\ i τ(m+l)/γm+l m\ iτ(m)/vffl+lγθ

i.e. que (fc + Afc)T|m)- -2fo0T|m) ce qui resulte de l'egalite λb = bλ-bo(ί-λ) et de
Γhypothese T^^-λT^. [L'egalite λb = b-bo(ί—λ) est une reformulation de
Db = b'D.']

Pour m pair et T=T_ que:

ce qui resulte de (1 -
Pour m impair et T=T_, que:

ce qui resulte de l'egalite (8) ci-dessus. •

II resulte directement de la proposition 5 1) qu'il existe toujours une abondance
de traces paires sur Jn. II suffit en effet de choisir pour tout entier impair m ̂  n, une
forme m+1 lineaire fm sur si telle que:

et de poser Tj.m) = /m Vm impair, Ti™) = bfm-ί Vm pair.

III. Traces impaires sur ^r^ et cohomologie cyclique

L'egalite bo = b' — b montre que Γon peut reformuler la condition 2) de la
proposition 5 sous la forme:

a) τί m ~ 1 } est un cocycle cyclique
b) bTίm)= 7lm + 1 ) pour m impair
c) DΓim) = 2fo/Tίm"1) pour m impair.
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Soit alors # le bicomplexe (cf. [3, 9]) obtenu en posant C"'m = Cm(^/,^/*) et:

dγ=D\Cn>m-*Cn + Um si n estpair,

d1=A:Cn'm-+Cn+Um si n est impair,

d2 = b:Cn>m-^Cn'm+1 si n estpair,

d2 = b':Cn'm^>Cn'm+1 si n est impair.

L'existence, etant donne un cocycle cyclique φeZ{χ~ι\^) d'une trace impaire T
sur Jn (n impair) telle que T(L~l) = φ resulte facilement de Γexactitude des lignes
dans le bicomplexe ci-dessus. Plus precisement considerons Γoperateur

, on a:

Proposition 6. Soit φEZ^~ι\j^) un cocycle cyclique. La trace impaire T_ la plus
generate sur Jn telle que Tίn~1] = φ est de la forme T_ = Tί + T2 oύ:

1) Tγ est determine de maniere unique par les egalites: T[n~ι) = φ, T/m)

= 2A'bfT{m-1\ m impair, T1

(m) = fcΓ1

(m"1) m pair.
2) T2 est determine par une suite arbitraire φme C™(όrf\ m impair, m^n, par les

egalites:

T(n-i) = ^Tin) = φ^T(m) = bφm_u m p f l / r ? Ίγ» = φm +Kφm-2,

m impair, oύ Kφ = lA'b'bφ — ocSφ, a = —— —y, VφeC™.

Demonstration. L'egalite DA' = 1 -A montre que les egalites 1) determinent

une trace impaire Tγ telle que T/"" υ = φ. On peut done supposer que φ = 0. On a
alors DTln) = 0 et on peut choisir pour T2

(n) n'importe quel element de C\. Pour
conclure il suffit de verifier que pour tout m impair et ψ e C™ les egalites T(k) = 0,
k = n-ί,n,...,m-ί, Tim)=Ψ, T(m + 1) = bΨ, T{m + 2) = KΨ, T{q) = 0 \/q>m + 2,
determinent une trace impaire, i.e. verifient a), b), c). Cela revient a montrer que
bKΨ = 0 et que DKΨ = 2bfbΨ, ce qui resulte de [2, p. 322, Lemma l i b ] . •

Corollaire 7. Soit p un entier pair:
1) Lapplication T-+T(p) induit un ίsomorphisme du quotient {Traces sur
Jp+1}/{Traces sur P~ι avec T{p~2) = 0} avec Hp

λ(^).
2) Lapplication ci-dessus induit un ίsomorphisme du quotient: {Traces sur

Jp+^/{Traces sur Jp~1} avec Hp(^)/SHp-2(^).
3) On a un isomorphisme HQV(stf)= Urn {Traces sur Jp + 1}/{Traces sur J avec

Cela montre que la cohomologie cyclique de dimension paire s'introduit de
faςon naturelle a partir des traces sur qstf. Considerons maintenant le cas de la
cohomologie cyclique de dimension impaire. Le groupe de Kasparov KKX(^, (M)
se decrit d'apres [11] comme Γensemble [ ε j / , / ® ^ ] des classes d'homotopie
d'homomorphismes de εjzf dans £® J*, ε j/ est le produit croise qstf x σΈ/2 de qsί
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par Γautomorphisme σ. Par analogie avec ce qui a ete dit plus haut on s'interesse
done aux traces sur les ideaux Jn = {εsrf)n de zstf. Le domaine naturel d'une trace est
jn + i a v e c n j m p a j r Soit σ Γautomorphisme de εjtf dual de σ. Les traces σ
invariantes sur Jn+1 sont exactement les traces duales Tde traces σ invariantes sur
Jn + 1 et sont done decrites par la proposition 5 1).

Les traces T sur J n + 1 telles que To<j= —T correspondent exactement aux
σ-traces sur Jn+ί, e'est-a-dire aux formes lineaires 7" sur Jn + 1 telles que:

T\aLβ) = T'(βφ))

En decrivant Γelement general de zstf sous la forme x = a + bF ou F2 = ί et FbF
= σ(b) on a:

T(a + bF)=T'(b) Va,beJn+1.

Etant donne une σ-trace T sur Jn+1 on pose

TinXxO9...,xJ=T(qxoqx1...qxJ.

La demonstration de la proposition suivante est strictement analogue a celle de
la proposition 5.

Proposition 8. Pour qu'une forme linέaire T sur Jn + 1 soit une σ-trace il faut et il
suffit que a) T{n)eZn

λ{^\ b) DT(m) = 2b/T ( m"1 ) m pair, c) T(m) = fcT(m-1} m impair.

On obtient alors une reciproque a la proposition 7.4 de [2] part I.

IV. Traces positives sur qs$ et cocycles positifs

Pour Γetude des traces positives sur qstf dans le cas oύ $ί est une algebre involutive
nous commenςons par reformuler la caracterisation (proposition 5) des traces sur
qsί en utilisant Γalgebre S obtenue en adjoignant une unite a s$. Formons le
produit libre s$ * sϊί relativement a Γunite, e'est un quotient de J / * Si et Γimage de

qsOl dans ce quotient est isomorphe a qjrf. En fait ceci revient a decrire q$tf a partir
des monomes a°q(a1)... q{an), a1 e J&, n ̂  1 avec les relations supplementaires \q(a)
= q(a) VaeJtf; q(ί) = 0.

Chaque trace T sur Γ C qsi induit une trace T sur Γideal correspondant Jn de
qs& et done des formes multilineaires Γ(m) = ωm sur Si. Comme T est nulle sur
Γideal engendre par q(\) et \q(a) — q(a\ aestf on a, avec T = T+ + 71,

1) ωm(x°, ...,xm) = 0 si x i -=l pour un i + 0.

f ^ - V , - ^ " 1 " 1 ) si m estimpair*
En particulier pour m pair on voit que BQωm est invariant par permutations

cycliques3, [i.e. (l+/l)£oωm = 0]. II en resulte que ABoωm = 0, i.e. que ωmEKεrB
nKerfc (cf. [2]). Le lemme 11.30 de [2] donne une maniere canonique de corriger
un tel cocycle pour en faire un cocycle cyclique:



522 A. Connes et J. Cuntz

Lemme 9. Soίent & une algebre unίfere, m un nombre pair et ω une forme
(m—l)-linέaίre sur $ telle que:

a) bω = 0 b) Boω est invariante par permutations cycliques alors ω' = ω
— ̂ bBoω est un cocycle cyclique et ω' — ωeb(lmB).

Demonstration. Cf. [2, Lemme 11.30].

Proposition 10. Soit T une fonctionelle lineaire sur J", n pair. Soient ωm les formes
multilinέaires normalisέes associέes sur s7. Alors T est une trace si et seulement si:

a) Pour m pair bωm = 0 et (1 +λ)Boωm = 0,
b) Pour m impair bωm = ωm + u Boωm = 2ω'm_1.

Demonstration. Pour montrer que ces conditions sont necessaires il suffit
d'utiliser 1) et 2) et la proposition 5. On a pour m impair,

= ωm_i — T^n~1) de sorte que Γegalite Boωm = 2ω'm_1 resulte de:

La suffisance resulte de la proposition 5 ou se demontre par calcul direct. •

Nous supposons desormais que k = (C et que si est une algebre involutive. II en
est de meme de J / , si * si, et de qsi, on a de plus:

Une trace T sur J", n pair est positive si et seulement si on a

II en resulte que T est positive et que pour tout entier pair Im^n la forme
sesquilineaire sur j/®(m + 1> defϊnie par

<α°® ... ®am,b°® ...®bm} = T(a°q(aι)... q{am)q{bm*)... q{b1)*

est une forme sesquilineaire positive.
La proposition montre que de plus on a bω2m = 0, (l+λ)B0ω2m = 0. Nous

adopterons la definition suivante.

Definition. Soient n un entier pair, si une algebre involutive unifere (sur (C) et ω
une forme (n + l)-lineaire sur si. Nous dirons que ω est un cocycle positif si et
seulement si:

a) bω = 0, (l+λ)Boω = 0,
b) La forme sesquilineaire sur si®ip +1\ p = n/2 definie ci-dessous est positive:

(a0® ... ®ap, b°® ... ®bp) = ω(b0*a0,a1, ...,ap,bp*, ...,fc1*).
On a done:

Proposition 11. Soit T une trace positive sur Jn alors les formes o)2m= T ( 2 m ) sont
des cocycles positifs, pour tout m^

La reciproque est manifestement fausse. Passons a des exemples.
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Exemple 1. Soit M une surface de Riemann compacte et J / = C°°(M) Γalgebre
involutive des fonctions de classe C00 sur M a valeurs complexes. L'egalite

τ(fo,f\f2) = 2li\f°dpdf2

M

definit un 2-cocycle positif sur stf.

Exemple 2. Soit M une variete Kahlerienne compacte et soit Ω la 2-forme fermee

canonique. L'egalite τ{f0J\f2) = 2/i\f°df1df2Ωn-\ oύ n = aim(L(M) definit
M

un 2 cocycle positif sur J / = C°°(M).

Exemple 3. Soit M2k une variete Riemannienne compacte et si = C°°(M). Dotons
les formes differentielles sur M du produit de Clifford note ω1 ω2. Supposons M
orientee et soit ε la forme correspondante. Posons, pour / ι e J/ ,

τ(f°,...J2k)= $ Tmce((l+ε)fo-df2...df2k)\ε\.

On obtient ainsi un cocycle positif sur M qui ne depend que de la classe conforme
de la metrique Riemannienne.

Exemple 4. Soient stfQ Γalgebre des elements de classe C00 dans la C*-algebre ΛΘ

[4, 5] δl9 δ2 les derivations canoniques de cette algebre et Tr la trace canonique.
Pour tout nombre complexe z, Imz>0, l'egalite τ(/ ° ,/\/ 2 )
= Tτ(f°(δί +zδ2)f1(δί +zδ2)f2) definit un 2 cocycle positif dur j/θ.

V. Regularite des traces positives sur qstf

Soient si une algebre involutive, n = 2p un entier pair, et T une trace positive sur
Jn C qjrf. Munissons Jp de la structure d'espace prehilbertien deflnie par le produit
scalaire:

Comme T est une trace on a T(aβ*)=T(β*a) et done

(1)

Par construction Jp est une algebre involutive munie d'un produit scalaire verifiant
les conditions (1) et:

<α/?,y> = </?,α*y> Vα,j8,yeJ*. (2)

Pour que Jp soit une algebre Hilbertienne il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient verifees: [7].

Pour tout ae P il existe c< oo avec:
(3)

{(xβ;oc,βeJp] est total dans Γespace prehilbertien P. (4)
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Nous commenςons par montrer que la condition (3) est automatiquement
satisfaite lorsque si est une sous-algebre involutive d'une C* algebre et est stable
par calcul fonctionnel holomorphe, on a:

Proposition 12. Soit si une sous-algebre involutive d'une C* algebre A. Supposons
que pour tout a e sJ et ε > 0 il existe XEsi avec

Λlors pour toute trace positive T sur Jn C qsi la condition (3) est verifiee.

Demonstration. II suffit de montrer que pour tout aesi les operateurs de
multiplication a gauche dans P par les elements a eta — q(a) de si * si sont bornes.
Or toute representation involutive de si est automatiquement bornee. •

Avec les hypotheses de la proposition ci-dessus, soit AΎ Γespace Hilbertien
separe complete de Jp muni du produit scalaire <α, β} = T(aβ*) Vα, β e Jp. Notons
λτ la representation de si * si dans Aτ par multiplication a gauche. II n'est pas vrai
en general que Jp verifie la condition (4), en fait (4) est verifiee si et seulement si la
representation λτ de Γalgebre qsi dans Aτ est non dέgέnerέe. On a cependant:

Lemme 13. Soit si une sous algebre involutive d'une C* algebre stable par calcul
fonctionnel holomorphe et soit T une trace positive sur J", n = 2p. Munissons
q/ = jp+ι du produit scalaire <α, β) = T(aβ*) alors % est une algebre Hilbertίenne,
i.e. verifie 1), 2), 3), 4).

Demonstration. Les conditions 1), 2), 3) sont deja verifiees. II reste a montrer que
%2 est dense dans °U. Pour cela il suffit de montrer que tout ξ e °M de la forme αω,
<xeJ = qsi, ωeJp est dans Γadherence de °U2. Comme Γoperateur x = λ(oc) de
multiplication a gauche par α est borne on peut supposer que ||x|| < 1. Pour tout
entier m > 0 on a p/(xx*)m)x-—>x fortement, oύ pjit) = ί —(\—t)j [10], ainsi

Pour m assez grand on a (αα*)me Jp+1 =<% d'oύ le resultat. Π

L'inclusion Jp+ιcJp definit une isometrie v de Γespace Hilbertien separe
complete de Φ, note A'τ dans AΎ. On a vv* = P le projecteur orthogonal de Aτ

sur Γadherence de λτ(qsi)Aτ. Par construction P commute avec λτ(x) pour
tout xe si * si et la restriction de λτ(x) a A'τ est Γoperateur λ'τ(x) de multiplica-
tion a gauche par x dans °U.

Lemme 14. Soient N Γalgebre de von Neumann a gauche de % et τ la trace
normale semifίnie fίdele correspondante.

1) Pour tout OLE qsi on a λ'T{a)EL2p(N,τ).
2) T' = τ° λ'T est une trace positive sur Jn qui coincide avec T sur Jn + 1.

Demonstration. 1) Pour tout x e si * si, λ'τ{x) commute avec les multiplications a
droite et done appartient a N. Pour α e qsi il s'agit de montrer que (α*α)p e Dom(τ).
II suffit pour cela de montrer que si COEJP on a ωeDom 1 / 2 (τ), i.e.
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oύ ρ(η) est Γoperateur de multiplication a droite par η. Mais Γoperateur ρ(η) est la
restriction a A'τ de Γoperateur ρ ^ ) de multiplication a droite par η dans 4T, dont
Γimage est contenu dans A!τ. Ainsi

\ = \\ρι(η)ω\\S\\ω\\ .

2) D'apres le 1) on a λ'τ{J) C L2p(N, τ) et done λ'τ{Jn) C L\N, τ) grace a Γinegalite
de Holder, ainsi V est une trace positive sur Jn. Pour α, βe Jp on a:

comme on le voit en construisant une suite ηneJp+1 telle que Qι(ηn)^P [10].
Pour α e J p + 1 on a P α = α, d'oύ:

T(otβ) = (ot,β*) = T{o>β) V α e / P + 1 , β e J p . D

Theoreme 15. So/ί J / une sous-algebre involutίve d'une C* algebre A, stable par
calcul fonctionnel holomorphe. Soίt T une trace positive sur Jn, n = 2p. II existe
alors une algebre de von Neumann N munie d'une trace semifinie τ normale et
fidele et un N-module de Fredholm n-sommable sur s$, SeKK{A,N) dont le
caractere de dimension n est egal a Chn(T).

Demonstration. La construction ci-dessus donne deux homomorphismes π et π de
A dans N tels que:

π(x) - π(x) e Ln(N, τ) Vx e s/.

Le caractere du N-module de Fredholm correspondant se calcule en utilisant
uniquement τ(q(x°)... q(xn)), oύ q{x) = π(x) — π(x), xestf et done uniquement la
restriction de V a Jn+1 d'oύ le resultat. Π

Remarque. Nous dirons qu'une trace positive sur J", n = 2p est reguliere si le
projecteur P defini ci-dessus est egal a 1. Une trace positive quelconque T sur Jn se
decompose toujours comme T= Treg + T s i n g (Γ reg = T avec les notations ci-dessus),
oύ Treg est reguliere tandis que 7^ing est singuliere dans le sens que la representation
λTsins de qsrf dans ^ ( ^ τ s i n g ) est nulle. L'argument ci-dessus montre en outre que
chn(T) = chn(Tτeg) et que T s i n g = (Tsing) + . Les traces singulieres sur Jn ont une
structure tres simple: On a TΦg = 0 pour k + n, n-1 et (1 + λ) T^~1} = 0, b{T^n~

1})
_ fin)

-'sing*

En ce qui concerne les traces regulieres on demontre aisement les proprietes
suivantes:

(a) Soit T une trace positive reguliere sur J", n = 2p, telle que τp + 2k~1) = 0
pour un k^O. Alors T = 0 .

(b) Soient Γ1? T2 deux traces regulieres positives sur Jn telles que les restrictions
T 1 | J n + 2k, T2|jn + 2k coincident pour un k^O. Alors Tγ = T2.
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