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Abstract. This work deals with relativistic Boltzmann equation and more particulary
with integral operator of complete equation and integral operator of linearized equation.
These operators depend on the differential cross section /z«p, g>, cos$) which is a fonction
of energy <p, g) and of the deviation angle 6. The only hypothesis is that h is a symetric
function of cos 9. The second part deals essentially with linearized equation in Special
Relativity. We take for the distribution function:

where a is a constant, A a constant vector and e a small constant so that e2 can be neglected.
We obtains the equation:

where K(p) is a positive function and G an Hilbert-Schmidt operator. Then we resolve
the Cauchy's problem by taking the Fourier's transformation of /, and in the last part
by investigating properties of the resolvent of — K + G we establish that as x° -> 4- oo the
solution of this problem has for limit the equilibrium distribution ae"Ap.

Ce memoire est consacre a 1'etude de 1'equation de Boltzmann
relativiste et plus particulierement a Foperateur integral de Tequation
complete, a celui de 1'equation linearisee et au probleme de Cauchy.

L'operateur integral de Inequation complete depend essentiellement
de la section efficace de choc Ji«p, <?>, cos 9) laquelle est une fonction
de 1'energie <p, q) et de Tangle 9 de deviation. Sous la seule hypothese
que h est une fonction symetrique de cos 9 nous obtenons des proprietes
generales de cet operateur qui ont en particulier comme consequence
le theoreme des moments (cf. [1]).

La seconde partie est consacree a la linearisation de 1'equation. Des
etudes ont deja etc faites pour etudier 1'equation de Boltzmann au
voisinage de la solution d'equilibre a e~*p et ceci par des developpements
a 1'aide de diverses families de polynomes (cf. par exemple [3, 12, 13]).
Ici nous nous placons en Relativite restreinte et cherchons une solution

_ _ _

sous la forme F = ae 2 (e 2 + e/J en negligeant les termes en e2 et
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sans prejuger de la forme de la fonction /. Cette derniere satisfait alors
a I'equation lineaire.

(I)

K etant une fonction et G un operateur integral ne dependant que du
moment p. Avec une hypothese simple sur la section efficace de choc,
nous etudions le comportement asymptotique de la fonction K(p) et
obtenons des proprietes remarquables pour 1'operateur G a savoir que G
est un operateur de Hilbert-Schmidt dans 1'espace Jti? des fonctions de
carre sommable en p et que — K(p) + G est un operateur dissipatif.

Pour etudier le probleme de Cauchy pour 1'Eq. (I) nous effectuons
une transformation de Fourier par rapport aux variables d'espace (xj)
et nous ramenons a une equation de la forme:

(II)~

A(y) etant un operateur de multiplication dans ffl dependant de la
variable d'espace y; nous pouvons alors appliquer la theorie des semi-
groupes d'operateurs a un parametre. Les proprietes obtenues pour les
operateurs K et G permettent alors une etude tres precise du spectre de
1'operateur A(y) + G. A 1'aide d'une technique deja utilisee par Arseniev
pour un probleme analogue (cf. [11]), nous montrons que ce spectre
est tout entier dans un demi plan Re^u < — d0 avec d0 > 0 ce qui a pour
consequence imprtante que la solution du probleme (II) a pour limite 0
quand x° — » + oo au sens de la norme de 1'espace des fonctions de carre
sommable en p et y.

Enfin nous montrons que le probleme de Cauchy pour 1'Eq. (I) a
une solution unique en un sens que nous precisions et nous etudions
le comportement de cette solution quand x°-» + oo.

I. L'Equation de Boltzmann

Dans cette premiere partie nous allons rappeler 1'expression de
I'equation de Boltzmann en relativite generate et en 1'absence de champ
electromagnetique. Pour I'etablissement de cette equation on pourra
consulter [1-3]. Sur la variete espace temps F4 on designera par 0a/J

le tenseur metrique (cf. [4]) de signature (H ). La vitesse de la
lumiere sera prise pur unite. Le fluide etudie est constitue d'un seul type
de molecules. La masse d'une molecule est m et son quadrivecteur
moment sera designe par p, ou q.
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Etant donne deux champs de vecteurs u et v quelconques nous
poserons:

uv = g^tfvP et <w, u> - }/\(uv)2 - (MM) (vv)\.

En particulier on a:

pp = m2, <p, q) = ]/(pg)2-m4.

Dans Tespace tangent au point (xa) de F4 on designera par P le
demi hyperboloide d'equation:

^pV = wi2; p °>0 .

Sur P nous prendrons la forme element de volume invariant (cf. [3]):

la probabilite pour qu'une molecule de moment p se trouve au point
x = (xa) de F4 est decrite par la fonction F(x, p).

Une molecule de moment p rencontrant une molecule de moment q,
elles se retrouvent apres le choc comme moments respectifs p' et q'.
Nous supposerons les chocs elastiques c'est a dire les relations:

On verifie alors aisement les relations:

pq = p'qf et <p, q) = <p', qry

quand x est fixe, nous ferons Tabus habituel de notations: F(x, p) = F(p).

L' Equation de Boltzmann

Elle s'ecrit (cf. [1]):

ou les T|a sont les symboles de Christoffel et / un operateur integral:

I(F) = J j [F(p') FfeO - F(p) Ffe)] <p, ^> H(p, q, p'} dP'dQ .
P' Q'

L'operateur / est completement determine quand on connait la fonction
H(p,q,p'). Dans le cas du choc elastique on peut prendre:

H(p, q, p') = h(<p> qy, COS0)
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ou 3 designe la mesure de Dirac et h une fonction dependant seulement
de deux arguments a savoir <p, q) qui est un terme d'energie et cos0,
9 etant Tangle de deviation.

De facon plus precise pour calculer /(F), on peut se placer dans une
premiere phase dans Fespace a 3 dimensions orthogonal au vecteur
p + q et rapporter cet espace a un repere orthonorme Q, Y\, ( avec:

\/2(pq -m2)

En designant par 9 et ip un systeme de coordonnees spheriques de la
projection p' de p' sur cet espace on a:

~2

sinfl cost/) + r\ sin0 sintp + C cos0),

Kl-3)

q' = —-/= (£ sin0 cost/) + r\ sm9 sinip + C cosfl).

On verifie aisement que Ton a:

pq-m

et que Ton peut ecrire (cf. [1])

I(F) = J<P, ^> ^2 f f (^(P') Fto')-f (P) ̂ te)) fc«P9 4>> cos0) sin0 dO dip
Q 0 0

ou p' et ^fx sont donnes par les formules (1-3).

Etude de Foperateur I

Pour etudier quelques proprietes importantes de 1'operateur / nous
poserons dans la formule (1-3) a = ^ sinflcost/; + r\ sin0 + ( cos^ et
da — sin0 dO dip. Pour abreger les notations, etant donne une fonction
f(p) nous poserons

et pour deux fonctions / et gf :

Enfin nous utiliserons la formule demontree par Chernikov (cf. [1]) et
aisee a verifier: etant donne une fonction $ des trois variables p', g;, p
on a:

ou dans la deuxieme integrale q' =p + q — p'-
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Soit alors <P(p, q) une fonction de p et q er <p(p) une fonction de p.
posons:

on verifie alors la formule suivante par exemple en utilisant un systeme
d'angles d'Euler:

, q) - $(p', q') (</>' + (/>;-(/>- (/>!) hdo
(1-5)-

ou Z designe la sphere unite decrite parer et ou p' et q' sont donnees
par les formules (1-3).

En particulier si nous prenons <P(p9q) = F(p)F(q) alors
et nous avons:

II. Equation de Boltzmann linearisee

Dans tout ce qui suit nous nous placons en Relativite restreinte,
1'espace temps R4 etant rapporte a un repere orthonorme (eQ,e^
(ij= 1,2, 3). Nous poserons alors dans ce repere

p = ym2 + r2 e0 + ra avec aa = — 1,

1 ^ 1
d P = — ( T d p dp dp ——prrfp; p — ( p > P ? p ) -

pu pu

L'equation de Boltzmann s'ecrit:

On sait qu'a 1'equilibre la fonction de distribution F(x, p) peut s'ecrire

-^ (cf.[5])

ou a est une fonction dependant seulement de x et / une quadrivecteur
oriente dans le temps (A0 > 0) ne dependant aussi que de x.

Nous etudions les mouvements des fluides au voisinage d'un equilibre
particulier obtenu en prenant a et X constants. Nous cherchons alors F
solution de (II-l) sous la forme:

ou Ton a pose a) = e~^/"p et ou e est une constante assez petite pour
negliger e2; / est une fonction de x et p.
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Nous ferons les deux hypotheses suivantes:
(7^): la section efficace de choc h est une fonction symetrique de cosfl

et il existe deux constantes positives A et B telles que:

A(l- cos2 0) <p, g> ̂  fc ̂  5(1 - cos2 9) <p, g> .

(H2): Dans le repere (e0, et) on a /l° = (1 + 5) j/H ou d est strictement
positif, la signification physique de ces hypotheses est la suivante:

(Hi) signifie que la section efficace de choc tend vers Tinfini avec
1'energie et s'annule pour des angles de deviation egaux a 0 ou n.

(H2) signifie que Fhyperplan x° = 0 qui dans .R4 portera des donnees
de Cauchy n?est pas orthogonal aux lignes engendrees par le champ de
vecteurs L

Les notations du paragraphe precedent seront utilisees avec cette
legere difference: lorsque nous prendrons $(p,q)=^(F(p)G(q) + F(q)G(p))
nous ecrirons T[F, G] au lieu de T[4>]; ainsi avec cette notation

Equation linearisee

Pour lineariser TEq. (II— 1) nous calculons d'abord [F, F]. On verifie
aisement compte tenu des chocs elastiques que:

si bien que I'equation de Boltzmann linearisee s'ecrit:

-2aco~1T[co/,co2] (II-3)

Etude de Voperateur T

Remarquons d'abord que T ne depend pas de la variable x. Nous
designerons par ffl Fspace de Hilbert des fonctions (j)(p) = 0(p°, pl) telles
que en posant p = ]/m2 + r2 e0 + r a on ait:

J |</>(j/W + r2, p1')!2 dp1 dp2 dp3 < oo.

Tous les operateurs que nous considererons seront des operateurs
lineaires dans Jf7. Le produit scalaire de deux fonctions dans ffl sera
designee par (f/g)

(fig) — I f-~g dp, ~g imaginaire conjuguee de g.

Nous poserons:
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On a alors

L ( f ) = - K ( p ) - f + G l ( f ) + G2(f) avec:

S~~* 1 -T\ Li UJ (• / / /•/ / 2 / ri i 2\ /

^ J2l/)= 0 J (W J Wl "T-^l/l^ J \Pj (

P

L'equation de Boltzmann linearisee s'ecrit alors en posant G = Gi + G2

8f
na. J ,

e K(p)

Sous 1'hypothese //! on trouve aisement que:

Si nous introduisons les fonctions de Bessel (cf. [6, 7])

"w l , 3 . . . ( 2 n - l ) J
0

avec a = m |/A/1 il vient:

'^A

ce qui permet d'enoncer:

Proposition 1. Sous les hypotheses (H^) et (H2) il existe deux constantes
strictement positives k0 et k1 telles que quelque soil p:K(p)^k0 + k1r.

Etude de roperateur G

Proposition 2. G± est un operateur de Hilbert Schmidt (cf. [8], p. 277).

On a en effet: Gi(f) = j L1(p,q)f(q)dq avec

I e-A(,+ <

' P,Q
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Proposition 3. G2 est un operateur de Hilbert Schmidt.

On a en effet G2(f) = $ L2(p,q')f(q')dq' avec

. _ , . x . . \-6naB _ , , / — , , , „ -~ /~/ _ 0 ) Q dg
P Q o

d'ou$\L2(p,q')\2dpdq'<cc.
II en resulte alors que G = G1 + G2 est un operateur de Hilbert

Schmidt done en particulier un operateur compact.

Etude de T operateur L

Proposition 4. L operateur L est un operateur auto-adjoint dissipatif
dans Jf. On a (L(f)/f) = 0 si et seulement si L(f) = 0 c'est-d-dire si f est

_A^
de la forme f = e 2 (j8 — vp), jS est une constante et v un vecteur constant.

Cette proposition se demontre en appliquant la formule (1-5) au
produit scalaire

II vient alors (L(f)/f) ^0 V/e JT.
La deuxieme partie de la proposition s'obtient en utilisant les

resultats obtenus par Chernikov dans [5].

III. Probleme de Cauchy pour Tequation de Boltzmann linearisee

Le probleme de Cauchy pour 1'equation de Boltzmann linearisee se
formule de la facon vague suivante: trouver une fonction /(x°, x, p)
satisfaisant a:

(7X

/(O, x, p) - /0(x, p) x = (x1, x2, x3)

ou encore, en designant par G la somme des operateurs G t et G2 etudies
au paragraphe precedent:

(I)
/(0,x,p) = /0(xiP).

Les qualites exigees por la fonction /0 qui est une donnee de Cauchy,
et celles qui en resulteront pour la solution / seront precisees dans le
theoreme final. Pour resoudre le probleme (I), nous allons d'abord
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resoudre une famille de problemes de Cauchy formels obtenus de la
facon suivante:

3

Etant donne deux vecteurs (xa) et (ya) de R4 nous posons x • y = ]T xjyj

j=i
et a chaque fonction /(x°, xj, p) nous associons sa transformee de Fourier
par rapport aux variables d'espace:

/(x°, y, p) = (2n)'^ J e ~ ^ ' y f ( x 0
9 x, p) dx; dx = dx1 dx2 dx3 .

#3

Si nous appliquons formellement cette transformation de Fourier aux
relations (I) il vient:

(II)

Maintenant, y etant un vecteur fixe nous allons etudier le probleme de
Cauchy (II) a 1'aide de techniques d'analyse fonctionnelle puis avoir
etudie les proprietes spectrales de Foperateur dans J^:

A(y) + G = —i \— Try I , — K(p) 4- G nous reviendrons au probleme (I).
\P I

Nous poserons pour simplifier I'ecriture — Q- = q.

Etude du probleme de Cauchy (11)

Nous allons utiliser la theorie des semi-groupes d'operateurs a un
parametre dans JT (cf. [8], p. 231, ou [9], p. 302).

Dans Jf Foperateur de multiplification (A(y)= — (i(q q) + K(p)) est
le generateur infinitesimal d'un semi groupe a un parametre (7(x°, y)
defini par:

U(x°9 y) (/) = exp { - (i(q - y) + K(p)} x°} - /.

D'autre part d'apres les propositions 2 et 3 du paragraphe II, G est un
operateur borne dans Jf ; il resulte alors du theoreme 13-2-1 de [9]
que A(y) + G est le generateur infinitesimal d'un semi groupe continu
de classe C0, que nous designerons par F(x°, y). Soit alors Si(y) le domaine
de definition de 1'operateur A(y) + G, en appliquant le theoreme 23.8.1
de [9] nous obtenons.

Theoreme I. S7 /0(j), p) appartient a &(y\ le probleme de Cauchy (11)
admet une solution unique /(x°, y, p) qui appartient a ffl quelque soil x° ̂  0.
Cette solution est donnee par:

f ( x 0 , y , P ) = V ( X ° , y ) ( f 0 ) .
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Remarquons que 2(y) n'est pas vide car on trouve aisement des
fonctions (f>(p) telles ( — i(q,y)JrK(p))(j)(p) soit dans Jf. De plus on salt
que 9>(y) est dense dans Jf (d. [8], p. 237).

Etude du semi groupe (Toperateurs F(x°, y)

En utilisant la minoration de la proposition 1 du paragraphe II:
k + kr il vient

done d'apres le corollairedu theoreme 13.2.1 de [9]:

Soit maintenant <p e 3)(y) et soit x?<x°, en utilisant le fait que L est
dissipatif on obtient:

et comme cette inegalite est vraie quelque soit x? > 0 nous avons done

Proposition 5. Le semi-groupe F(x°, y) est un semi-groupe Toperateurs
contractanls.

Etude du resolvant de Toper ateur A(y) + G

Les resultats de cette etude nous seront necessaires pour etudier la
solution du probleme (I) et son comportement quand x°->-oo.

E etant Toperateur identique dans ^ considerons le resolvant de
A(y) + G soit

Si 0 e @(y\ nous savons que:

lim,
2l7l ip

Nous allons etudier les singularites de la fonction u-^>R(fay). Pour cela
il est commode d'introduire une nouvelle fonction de /i a valeurs opera-
teurs a savoir, y etant fixe:
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On verifie aisement que si 0 e 3? :

') (0) = (£ - H(n, JO)- *

/c0 etant la constante de la proposition 1 soil alors 6 un nombre positif
fixe tel que — k0 + d < 0. Alors si Re/* > — k0 + (5 les seules singularites
de la fonction R(^ y} sont celles de la fonction (E — H(^ y))~ l . L'avantage
de rintroduction de H(ii, y} reside dans la proposition suivante qu'on
trouvera demontree par exemple dans [10]:

Proposition 6. Si H(^ y) est analytique dam le demi plan Re ̂  ̂  — /c0 + 6
alors (E — H(^y)}"1 est analytique dans ce demi plan excepte aux points
H pour lesquels Inequation <j) — H(JJL, y) ((/>) a une solution non triviale,
chacun de ces points est un pole isole de (E — H (^ y))' l .

Posons alors \y\ = yyy et etudions la fonction H(iu, y) on a la proposition :

Proposition 7. Pour Re/i ̂  — k0 + d. _
7.1. \\H(n, y)\\ tend vers 0 quand \/\u]2 + \y\2 tend vers Pin/ini et il

existe done un nombre co(d) tel que \\H(u>, y)\\ < 0.5 des que]/\u.\2 + |>'|2^oX^).
7.2. ^application (/^, J')->(£ — H(/i, y))"1 est continue par rapport au

couple (/i, y) pour la topologie de la convergence uniforme en tous les
points ou elle est definie.

Pour etablir cette proposition on utilise le resultat suivant aise a
verifier: Dans un espace de Banach approximable (done dans un Hilbert)
etant donne un operateur G0(a) dependant du parametre a et tendant
vers 0 pour la topologie de la convergence simple et un operateur com-
pact G, alors le produit G0(a). G tend vers 0 avec a pour la topologie
de la convergence uniforme.

Designons alors par 8(6, y) la partie du spectre de A(y)+G qui se
trouve dans le demi plan Re ju g: — /c0 + (5 et posons \JL = v + i T. On verifie
aisement la proposition.

Proposition 8. 8.1. Pour tout y fixe R(n,y) est analytique par rapport
d /i dans tout le demi plan a ̂  — /<0 + 6 excepte aux points u.k de S(d, y);
ces points sont des valeurs propres de A(y) + G.

8.2. On a ak ̂  0 Tegalite ay ant lieu settlement pour \y\ — |//fc = 0.
8.3. On a \ik < a)(5), a>(d) etant la constante de la proposition 7.
8.4. Pour \y\>oj(3] la fonction R(jJ.,y) na pas de points singuliers

dans le demi plan d> — k0 + d.

On utilise pour cela la proposition 4.

Proposition 9. Soit b un nombre strictement positif quelconque et
designons par d(y) la distance du spectre de A(y) + G d l\ixe imaginaire.

9.1. Si nous posons 2dQ(b) = inf d(y) alors d0(b) > 0.
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9.2. // existe une constante C(b) telle que sur la droite Re^= —d0(b)
et pour \y\ > b on ait \\R(n, y)\\ < C(b\ et dans le demi plan Re^ > —d0(b)
la fonction R(u, y) est analytique par rapport a u.

D'apres la proposition 8 on sait que si \y\ > co(8) on a d(y) >\ — k0 + 6\.
Pour demontrer 9—1 il suffit done de prouver que

inf d(y) > 0 .
b £ | > ' j ^ c o ( f > )

Supposons cette derniere quantite nulle: c'est dire qu'il existe une suite
{yn} convergeant vers yQ avec b^ \y0\ ^co(S) et une suite de complexes
Mn = an + *Tn tc^e Que °n ~* ®> MM ctant un pole de R(^ yn). II existe done
un entier nQ tel que pour n > nQ on ait on> — k0 + 6 c'est a dire d'apres
la proposition 8, in\ ^co(5}. La fonction \\(E — H(ii, ^o))"1!! etant continue
par rapport a T, elle est bornee pour T\^co(d) par une constante C1.
D'apres la proposition 9-2 il existe alors un entier nl tel que pour n>ni

et n>n0 on ait:

\\(E-H(^'yn))-
1\\<2C1 cequi entraine \\Rfan,yn)\\ < ~~-

en contradiction avec le choix des suites {>„} et {un} d'oii 9.1.
Pour demontrer 9—2 remarquons d'abord que si y\^\2\y\2^(L)(d) et

Re /i > — fe0 + d on a d'apres la proposition 7:

On est done ramenes a majorer \R(jj,,y)\ sur le compact defini par:

\y2 ^ co(8)9 \y\ ̂  b, Re/^ = d0(b).

Cette majoration resulte de la continuite de \\(E — H(/i,y))"1 il sur ce
compact. L'analycite de R(&y) resulte alors de la proposition 8 et du
choix de d0(b).

Proposition 10. Posons u = a + ii; avec c r ^ — k0 + d. Alors pour y
fixe, quelque soit </> e ̂  on a: Urn \\R(fj,,y)((/))\\ =0 la limite etant uni-

|T] -> oo

forme par rapport a a ̂  — fc0 + d.

On peut toujours supposer |T| >co(S) alors:

||jR(/i, y) ((/>)|1 = \\(E — H(n, y)) || J •

soit encore

ce qui demontre le resultat.
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Proposition 11. Pour tout <p e ffi et pour tout y tel que \y\ >0 on a

lim || K(x°, $ (0)11=0.
jc°->oo

A(y) + G etant le generateur infinitesimal d'un semi groupe contractant
de classe C0,Fintersection des domaines de A(y) + G et de (A(y) + G)2

est dense dans ffl. Pour demontrer la proposition 11, il suffit done
d'apres le theoreme de Banach-Steinhauss de la demontrer pour </>
appartenant a cette intersection. Nous avons alors:

lim " expfc x°)K(^59(0)4u, a>0 .,
2l7l

Avec les notations de la proposition 9, pour \y\ ̂  b > 0 prenons le contour
d'integration defini par le rectangle

a-*/?, a - f - i / ? , -dQ(b) + i09 -d0(b)-i/3.

R(n,y) est analytique dans ce rectangle et les integrales sur les cotes
paralleles a 1'axe reel tendent vers 0 quand /2-»oo. On a done

7(x°, y) (0) - -i- lim J exp(M x°)
2^71 /?-- _ d o _ . ^

Soit pour x°>0:

dR

I7C

?
.R2 (//, p) ((/>) ^^ -

M&is R(fji, y) = E -\ -- - -- - done pour 0 appartenant au

domaine de (A(y) + G)2 et pour Re//= — d0 on a, C etant la constante
de la proposition 9:

ce qui entraine, C2 etant une constante en x°

ce qui demontre la proposition 11.
15 Commun math Phys , Vol. 19
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Etude du probleme de Cauchy I

Nous dirons qu'une propriete est vraie pour presque tout y si elle est
vraie presque partout dans Tespace des y. Nous allons demonter le
theoreme suivant:

Theoreme II. Soil f0(x,p) une fonction telle que\ |/0(x, p)\2dxdp< oo
et telle que sa transformee de Fourier en x soit /0(y, p), appartienne d
^(y) pour presque tons les y.

Alors il existe une fonction /(x°, x, p) definie pour presque tout p et
presque tout x telle que

quelque soit x° > 0 et telle que sa transformee de Fourier par rapport d
x soit solution du probleme (II).

On a de plus lim J /(x°, x, p}\2 dx dp -0 .
x°-> cc

Cest en cesens que nous dirons que / est solution du probleme (I).
/0(x, p) etant done donnee et satisfaisant aux hypotheses du theoreme II,
nous lui associons /0(j), p). D'apres le theoreme I le probleme (II) admet
une solution unique /0(x°, y, p) qui pour x° et y fixes est un element de ffl.

Montrons que /(x°, j), p) est mesurable en y.
Tout d'abord f ( y , p) est mesurable en y.
Par ailleurs pour Re// = a assez grand on a:

} /o(y, P) = E

Done R (ILL, y) f0 (y, p) est mesurable comme limite des fonctions mesurables
done aussi

I a + i oo

/(x°, y, p) = -—- j exp i^x°R(^ y) /0(j), p) dp .
2lK a-ioo

Mais /(x°, y, p) etant mesurable en p il en resulte que /(x°, j), p) est
mesurable pour tout x° > 0 par rapport au couple (y, p).

D'autre part le semi groupe V(x°,y) etant contractant on a:

$ \ f ( x ° , y , P ) \ 2 d p < $ \ f 0 ( y , p ) \ 2 d p

ce qui entraine:

soit d'apres le theoreme de Fubini

S d p ( j \ f ( x ° , y , p ) \ 2 d y ) < c Q

done pour presque tout p on a:

J f(x°,y,P)\2dy<crj.
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Done pour presque tout p il existe une fonction /(x°,x, p) de carre
sommable en x definie par:

/(*°, I-, p) = (2nr* ( *'* W, y, P} dy .

De plus en vertu de 1'egalite de Parseval on a

°, x, p)\2 d x d p = $ I/V, y, p}\2 dy dp .

Etudions maintenant cette derniere integrate quand x0-» + oo. D'apres
la proposition 11 on a:

lim J|/V,>',p)l2dp = 0
x°-* + cx)

et pour tout x° > 0 on a

f l /V,^p) | 2 dp^f | /o(x° ,J ) l 2 dp

la deuxieme integrable etant sommable en y. II en resulte alors du
theoreme de convergence dominee de Lebesgue que:

lim S\f(xQ,y,p)\2dpdy = Q
x°-> + oo

ce qui acheve la demonstration du theoreme II.
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