On quasi-invariant measures in topological
vector spaces
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Abstract

We give a complete solution of the fundamental problem of existence of
quasi-invariant measures in infinite dimensional vector spaces considered and
partially solved by I.M. GELFAND in 1967 [4]. Our general result shows
particularly that in all infinite dimensional usual vector spaces, in particular,in
all Fréchet, Banach or Hilbert spaces and in all spaces of distributions, the
only quasi-invariant measure is null measure.

Résumé
Nous donnons une solution compléte au probleme fondamental de ’existence

des mesures quasi-invariantes dans les espaces vectoriels de dimension infinie,
probléme posé et partiellement résolu par I.M. GELFAND en 1967 [4]. Notre
résultat général montre notamment que dans tous les espaces vectoriels usuels
de dimension infinie, en particulier, dans tous les espaces de Fréchet, Banach
ou Hilbert et dans tous les espaces de distributions, la seule mesure quasi-
invariante est la mesure nulle.

0 Introduction

Dans [4], I. M. Gelfand a démontré le théoréme suivant : Soit £ un espace de
Fréchet de dimension infinie sur le corps des réels, séparable et tel que [’enveloppe
convexe équilibrée de tout compact de E est rare dans E. Alors la seule mesure
quasi-invariante sur E est la mesure nulle ([4] page 352, th. 4).
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Le but de la présente Note est d’améliorer ce résultat en le démontrant pour tous
les espaces de Fréchet de dimension infinie et en particulier pour tous les espaces de
Banach et espaces de Hilbert de dimension infinie, sans aucune condition restrictive
particuliere et de I’étendre a une vaste classe d’espaces vectoriels topologiques comprenant
pratiquement tous les espaces usuels de I’Analyse mathématique en dimension infinie.

Soit E/ un espace vectoriel topologique séparé sur le corps des nombres réels.
Rappelons qu’une mesure positive sur E est dite o-finie si F/ est réunion d’une suite
de parties de mesures finies. Une mesure pu, positive o-finie, sur F est une mesure
quasi-invariante si pour toute partie A de E' de y-mesure nulle, ses translatées x + A
pour tout x € F sont aussi de p-mesure nulle.

Sauf mention expresse du contraire, notre terminologie est celle de N. Bourbaki
en ce qui concerne les espaces vectoriels topologiques et les bornologies [1],[2] et la
théorie de la mesure dans les espaces topologiques non localement compacts [3]. Les
espaces vectoriels considérés sont de dimension infinie sur le corps des réels.

1 Lethéoreme principal et ses premi eres cons équences

Théoreme 1 : Soit E un espace localement convexe séparé de dimension infinie
et soit . une mesure quasi-invariante sur E.

a) Si E est ultrabornologique, tout disque compact de E est de p-mesure nulle.

b) Si E est limite inductive d’une suite strictement croissante de sous espaces
vectoriels boréliens, 'espace E tout entier est de p-mesure nulle.

Enongons tout de suite les premieres conséquences de ce résultat général.

Corollaire 1 : Dans tout espace ultrabornologique quasi-complet et en particulier
dans tout espace de Fréchet de dimension infinie , ou dans tout espace de Banach
ou de Hilbert de dimension infinie, la seule mesure quasi-invariante est la mesure
nulle.

Corollaire 2 :Dans tout espace dual de Fréchet, de dimension infinie, la seule
mesure quasi-invariante est la mesure nulle.

Corollaire 3 : Dans tout espace (LF) de dimension infinie, limite inductive
stricte dénombrable d’espaces de Fréchet, la seule mesure quasi-invariante est la
mesure nulle.

Corollaire 4 :Soit E le dual fort d’un espace nucléaire complet de dimension
infinie. Si E est quasi-complet, la seule mesure quasi-invariante sur E est la mesure
nulle.

En particulier dans les huit principaux espaces de la théorie des distributions :
D,E,S,E,S,D,Oum, O, ... la seule mesure quasi-invariante est la mesure nulle.
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2 Démonstrations du th éoreme principal et des corollaires

a) Soit E un espace localement convexe séparé ultrabornologique de dimension
infinie. Supposons qu’il existe K un disque compact de E tel que pu(K) # 0. Alors
I’espace vectoriel Fx engendré par K et normé par la jauge de K est un espace de
Banach et une partie borélienne de E, réunion dénombrable des boréliens nk, n
entier > 1. Donc p(Ek) # 0.

Par ailleurs Fx # E. En effet, sinon l'identité £ — FEj serait une bijection
linéaire dont l'inverse est continue donc serait continue en vertu du théoreme du
graphe fermé, puisque E est supposé ultrabornologique [1] ou [2]. Donc E et Ex
seraient topologiquement isomorphes et parsuite K qui est compact dans E serait
compact dans Fx ; donc Eg serait de dimension finie et parsuite F serait de dimension
finie ce qui est contraire a 'hypothese. Donc Ex # E.

Comme u(Ex) # 0, u(x + Ex) # 0 pour tout x € E par hypothese de quasi-
invariance de la mesure p. Considérons l'espace quotient E/g,.. Cet espace vectoriel
est de dimension > 1 sur le corps des réels, donc a la puissance du continu. Tout
point & =z + Fx de E/g, avec x € E est donc de mesure > 0. L’ensemble de ces
points forme une partition infinie non dénombrable de parties de ' de mesures non
nulles, ce qui est impossible en vertu de la propriété de o-finitude de la mesure .

En conclusion tout disque compact de F est de py-mesure nulle, ce qui acheve la
démonstration de la premiere partie du théoreme 1.

b) Supposons que E soit une limite inductive d’une suite strictement croissante (E,)
de sous-espaces vectoriels boréliens, autrement dit £ = U2 (E, et £, C E,4q,
E, # E,.1, et E, borélien de E.

Supposons u(E) # 0. Alors puisque p est dénombrablement additive, il existe
un entier m > 1 tel que p(FE,,) # 0. On obtient la contradiction comme dans le
raisonnement du premier cas a) en considérant l’espace quotient E/g,, car E,, #
Epny1 entraine E,, # E'; on conclue alors que p(F) = 0, ce qui acheve la démonstration
du théoreme 1.

c) Passons a la démonstration des corollaires.

De maniere générale la mesure de 1’espace tout entier F est la borne supérieure
des mesures de ses compacts en vertu de la propriété de régularité intérieure des
mesures [3].

Le théoreme 1,a) entraine donc que tout espace localement convexe séparé, de
dimension infinie, ultrabornologique dont tout compact est contenu dans un disque
compact est de p-mesure nulle. Il en est ainsi de tout espace de Fréchet ou de tout
espace (LF"), limite inductive stricte d’espaces de Fréchet, puisque dans un tel espace
I’enveloppe convexe équilibrée fermée d’'un compact est encore compacte, d’ou les
corollaires 1 et 3.

Le corollaire 2 est une conséquence du théoreme 1,b). En effet soit £ un espace
de Fréchet. Son dual E’ est réunion de la suite des espaces de Banach E], ou E! est
le sous espace de E’ engendré par le polaire U d’un voisinage de zéro de E, avec
(U,) un systeme fondamental dénombrable de voisinages de zéro de E. Comme U?
est une partie équicontinue faiblement fermée de E’, c¢’est un borélien de E’ pour
toutes les topologies usuelles de E’, donc £, est un borélien de £’ pour n’importe
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laquelle de ces topologies. On peut donc appliquer le théoreme 1,b) et obtenir le
corollaire 2.

Le corollaire 4 résulte du théoreme 1,a) combiné avec les résultats suivants
[5] : Le dual fort d'un espace localement convexe séparé nucléaire complet est
ultrabornologique et si E est quasi-complet, I’enveloppe convexe équilibrée de tout
compact de E est encore compacte. Notons qu'’il existe un espace nucléaire complet
dans le dual fort duquel il existe des suites de Cauchy non convergentes, d’ou la
nécessité de 'hypothese de quasi-complétude sur F (voir [5] théoréme 1 et remarque
2).
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