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On considere dans cet article des estimateurs a noyau de la régression basés sur des données
censurées a droite qui, dans le cas de non censure, sont identiques aux estimateurs a noyau de la
régression de Nadaraya-Watson (1964). La vitesse de convergence uniforme presque siire sur un
intervalle fermé et borné est établie pour ces estimateurs. On utilise ensuite une représentation
de la régression par une VC' — classe mesurable de fonctions et établit une inégalité exponentielle
permettant d’avoir la vitesse de convergence uniforme presque stire du type Foldes et Rejt6 (1981)
de l'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de répartition conditionnelle.

1 Introduction

Soit X 1'age auquel une certaine 'maladie’ (infection par le virus du VIH, syntome, déces,
panne ou défaillance etc.) apparait pour la premiere fois chez un individu. On suppose qu’en
examinant un individu, l'observation possible est (i) la maladie est déja apparue et 1'age
exact de la premiére apparition est connue; (i) la maladie est déja apparue mais on ne
sait pas précisément a quelle date; (iii) I'individu n’a jamais eu la maladie. Soit Y I'age
de l'individu lors de I’examination. Dans le cas (i), on observe la variable X, dans le cas
(ii), on sait seulement que X < Y et dans le cas (iii), on sait seulement que X > Y. Un
probleme courant en analyse des durées de vie consiste a décrire la loi de probabilité de ’age
aléatoire X d’un individu au cours d’une recherche clinique ou épidémiologique effectuée
durant une certaine période d’observation fixée, éventuellement en présence d’un mécanisme
de censure (cas (iii)). Parfois le pronostic sur la variable aléatoire X est plus difficile a faire et
on cherche une variable intermédiaire T" facilement observable et pouvant avoir un caractere
prédictif pour 1'événement [X < z|. On exprime ce lien entre X et 7" par la régression
r(t) = E(X|T = t). Nous nous intéressons ici a l'estimation non paramétrique de cette
régression en considérant pour cela, un modele de données vérifiant les hypotheses (i), (ii) ou
(iii), dites données censurées a droite. Plus précisément soient (X1,T}), (X2, T%), ..., (Xpn, Ty)
n couples de variables aléatoires réelles i.i.d, de méme loi que le couple (X, T) de fonction
de répartition (f.r.) F(x,t), de densité f(x,t) et de fonction de répartition conditionnelle
(fr.c.) F(z|t) de X sachant T = t, toutes les trois inconnues. On note par f; la densité de
probabilité de T' et par Ay le support de fy :

(1.1) ANo={teR/ fo(t)>0}
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Soit Y1, Y5, ..., Y, une autre suite de v.a.r. i.i.d. de méme loi que Y, de f.r. GG, indépendante
des (X, T;). On suppose que les v.a. X;, T; et ¥; sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P). On considere la régression définie pour tout t € Ay par

(1.2) P(t) = E((X)|T =1)

ou ¢ appartient a une famille de fonctions numériques mesurables sur R, et le probleme de
I’estimation non paramétrique de cette régression lorsque les observations disponibles sont
de la forme

(Zly(slaTl)a <Z27527T2)5 7<Zn76n7Tn)
ou pour tout 2 =1, 2, ..., n,
(13) Zz = IIllIl(Xi,YZ‘), (52 = l{XiSYi} = { 0 sinon.

X; est dit censurée a droite par Y; lorsque §; = 0 et le modele des données est dit sans
censure, si Y = 400 p.s. et donc G = 0. Afin d’assurer l'existence presque sire de 7(t), nous
supposerons dans toute la suite que E(] ¢(X) |) < +oo.

Kaplan et Meier (1958) sont les premiers a considérer le probleme de 1'estimation non
paramétrique de la fonction de répartition d’une v.a. X censurée a droite par une v.a. Y
en se basant sur des données de la forme (Z;,6;), i = 1,2,...,n, dites données censurées
a droite. Leurs travaux connaissent par la suite un développement intensif tant en théorie
qu’en pratique (voir par exemple ceux de Foldes et Rejté (1981), Foldes, Rejté et Winter
(1980 et 1981), Csorgd et Horvéath (1983), Gu et Lai (1990), Gneyou (1996 et 1997), Deheu-
vels et Einmahl (2000), Giné et Guillou (1999), etc.).

Les travaux sur le probleme abordé ici sont multiples dans la litérature. Citons par
exemple, dans le cas de non censure, ceux de Collomb (1981), Greblicki et al. (1984), Hérdle
et al.(1988), Stute (1986a,b), Einmahl et Mason (2000), Dersko et Deheuvels (2002), Dia-
khaby (2002) et dans le cas de données avec censures, ceux de Dabrowska (1987, 1989),
Carbonez et al. (1995) et Kohler et Mathé (2002).

Kohler et Mathé (2002) considerent des estimateurs de la régression basés sur des données
censurées a droite en utilisant la méthode de moyenne locale et la méthode des moindres
carrés. Ils montrent que l'erreur en moyenne quadratique converge presque surement (p.s.)
vers 0 quelle que soit la loi du triplet (X,Y,T).

Nous nous proposons ici de développer une méthode d’estimation non paramétrique de
la régression 7(t) basée sur les données censurées (Z;,0;,T;), i = 1,2,...,n. Nos résultats
portent sur la convergence ponctuelle et uniforme des estimateurs obtenus. Le principal
résultat conserne la convergence uniforme p.s. de l'estimateur donné au (2.6) avec ¢ (resp.
7n) remplacé par 1 (resp. par 7,s), s € J C R, a une vitesse appropriée. Plus précisément,
grace a une représentation de la régression par une VC — classe mesurable de fonctions
(VC pour Vapnik et Cernovenkis), nous montrons que sous des hypotheses convenables et
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raisonnables :

Tog 1
(1.4) SUP SUP | s (£) — 74(t) |= O(max(y/ —2—8"
s€J teA nhn

hR)) pes.

ou A est un intervalle compact de R et « est 'ordre de la condition de lipschitz qu’on impose
a ws. La vitesse de convergence que nous obtenons ainsi est similaire a celle obtenue par une
approche différente de la notre, par Hardle et al. (1988), dans le cas de données non censurées.

Le travail est organisé comme suite : Dans la partie 2, nous donnons les définitions
des estimateurs de la régression pour certaines fonctions ¢ et les hypotheses permettant
I'existence des estimateurs proposés. Ensuite, nous étudions divers types de convergence
dans la partie 3 et présentons les démonstrations des résultats dans la partie 4. Une annexe
dans laquelle nous rappelons la définition d'une VC — classe de fonctions mesurables est
donnée a la fin des démonstrations.

2 Définition des Estimateurs et Hypotheses

oM oy

Ecrivons pour tout t € Ag, 7(t) =

fo(t)
) o) = [ v@)(at)ds

Pour estimer 7(t), il suffira donc d’estimer ¢(t) et fo(t). Soit K un noyau sur R, c’est-a-dire
une fonction numérique mesurable vérifiant les conditions suivantes

(K1) [K(z)dz=1;

(K2) Il existe M € R, telle que K(z) =0 pour | z |> M;
(K3) lim;—t | 2K (2) |= 0,

et soit (h,) une suite de nombres réels positifs vérifiant
(H1) h, décroit vers 0 lorsque n — +00;

(H2) nh, croit vers +oo lorsque n — +00;
(H3)

Alors,
- Pour estimer fy(t), nous considérons l'estimateur a noyau K d’une densité de probabilité
donné par

nh,

tend vers 4o0 lorsque n — +oc.
logn

(22 fult) = = SR,

(voir par exemple dans Deheuvels (1974))
- Pour estimer ¢(t), nous considérons I'estimateur ¢, (t) & noyau K donné par

C8) )= [ VK Ddims) = 5 g Ky,

)7
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ou p, est la mesure empirique associée a 1’échantillon (71, 81,T1),... (Zn, 6n, T}) :
1< 5i
2.4 W=y Az,

A, étant la mesure de Dirac en a et GG, I'estimateur produit-limite de Kaplan-Meier de la
fr. G donné par (voir e.g. dans Deheuvels et Einmahl (2000))

(2.5) 1-Gaz)= ][] u-ilﬁlx

e S

Ziw < Zyp <...< Zp, désignant les Z; ordonnées et 9, ,, les d; correspondant a Z; ,, = Z;,
1<j<n.

Nous obtenons ainsi un estimateur a noyau K de 7(t) = E(¥(X)|T = t) de la forme

n 3i(Z;) t=T;
2im1 1—G’n(Z1-)K( R )
S K(5E)

Dans le cas général ¢y = 15, s € J ou J est un intervalle de R, on obtient un estimateur
Tns(t) de 74(t) = E(vs(X)|T = t) en remplagant dans la formule (2.6) ci-dessus, 7, par 7,
et 1 par ;.

(2.6) Ta(t) =

Par exemples :
1) Lorsque ¢ (x) = x, on obtient un estimateur r,, de la régression r(t) = F(X|T = t) donné
par

n 0;Z; t—T;
Zi:l 1—G’n(Zi)K( hnp )
YL KT

2) Lorsque () = t4(x) = 1z<q, on obtient un estimateur F,(z|t) de la fonction de
répartition conditionnelle F'(z|t) = P[X < z|T = t] donné par

~ B D1 T Gn(z)l{Z<$}K( )
29 Falelt) = Dic K(thf) '

Dans le cas de non censure, on retrouve 'estimateur de Nadaraya-Watson (1964) de r(t)
et celui de la fonction de répartition conditionnelle F'(z|t) donné par la formule (1.4) dans
Einmahl et Mason (2000).

(2.7) ra(t) =

Dans toute la suite, on note par EKM pour estimateur de Kaplan-Meier. Le nom EKM
provient de 'estimation de la fonction de répartition G de la censure Y par 'estimateur
produit-limite G,, de Kaplan et Meier (1958) donné au (2.5) et vérifiant pour tout 7" € R :

(2.9) sup | L= Gn)

——1—>0 8. lorsque n — +o0,
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(2.9) étant une simple conséquence de la convergence uniforme p.s. de 'EKM G,, de G (voir
par exemple dans Gu et Lai (1990), Chen et Lo (1997) et les références qui y sont citées).

Dans ce qui suit, nous présentons certains modes de convergence de nos estimateurs.
Nous établissons dans le paragraphe 3.1, la convergence ponctuelle sur Ag des estimateurs
(2.6)-(2.8) pour une classe F, de fonctions numériques mesurables telle que ¢ € F, si et
seulement si

[ $(X) P
1= GX))pt

(2.10) E((

> < 400 pour tout entier p > 2.

Nous établissons ensuite dans le paragraphe 3.2, la convergence uniforme p.s. sur une partie
compacte A C Aq de 7, pour la classe F, avec p = 1 et de 'EKM (2.7) de la régression
r(t) = BE(X|T =1).

Dans le paragraphe 3.3, nous étudions la convergence uniforme p.s. de 7,, sur A uni-
formément en s € J pour une VC' — classe F indexée par J. Nous en déduisons un résultat
du type Foéldes et Rejté (1981) pour 'EKM de la f.r. conditionnelle F'(z|t) uniformément
en t € A. Le dernier paragraphe est consacrée aux démonstrations des résultats.

3 Convergence des EKM de la régression

Nous étudions d’abord la convergence ponctuelle et ensuite la convergence uniforme p.s.
des estimateurs.

3.1 Convergence ponctuelle

Se rappelant de l'expression de 7(t) en fonction de fy et de ¢ donnée au (2.1), nous faisons
les hypotheses suivantes :
(F1) la densité fy de T est continue et strictement positive;

(F2) pour tout ¢ € F, (p > 1) 7(t) et v,(t) = E(%W = t) sont continues sur le
support Ag de fy.

Alors nous avons

Théoreme 3.1 Soit » € F,, p > 1. Supposons que les hypothéses (F1), (F2), (K1)-(K3),
(H1) et (H2) soient satisfaites. Alors quel que soit t € Ay et quelle que soit la loi du couple
(X,7T) :

(i) 7, (t) — 7(t) en probabilité lorsque n — +00

(ii) 7, (t) — 7(t) en moyenne quadratique lorsque n — +00

La démonstration du Théoreme 3.1 est présentée dans la partie 4. En choisissant ¢(u) = u
(resp. Y(u) = lfu<a}, x € R), on en déduit aisément le corollaire suivant :

Corollaire 3.1 Si fy, r(t), F(x|t) et va(t) sont continues sur Aq et si les hypothéses (K1)-
(K3), (H1) et (H2) sont satisfaites, alors quel que soit t € Aq et quelle que soit la loi du
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couple (X, T) :

(i) T (1) (resp. E,(z|t) converge en probabilité vers r(t) (resp. vers F(z|t) pour tout z € R)
lorsque n tend vers +o0

(ii) ro(t) (resp. Fo(z|t)) converge en moyenne quadratique vers r(t) (resp. vers F(x|t) pour
tout x € R) lorsque n tend vers +00.

En appliquant le Théoréme 2 de Greblicki et al. (1984) a I'échantillon (6;7;/(1 - G(Z;)),T3),
1 = 1,2,...,n, on obtient aussi le résultat suivant englobant la convergence ponctuelle
presque stre de 7, (t) vers 7(t) :

Théoreme 3.2 Soit ¢ € F, (avec p =1). Supposons que les hypothéses (F1), (F2), (K1)-
(K3) et (H1)-(H3) soient satisfaites avec K minoré par un nombre réel strictement positif.
Alors pour tout t € Ay, 7n(t) — 7(t) p.c. lorsque n — +oc.

3.2 Convergence uniforme p.s. sur un intervalle borné

Soit 7p =sup{z € R / 1 — Fx(x) =P[X > z] > 0} et 7 defini comme 7 en remplacant
Fx par G. Dans la pratique, 77 désigne par exemple la date limite des observations de X. On
supposera ici que G est continue et que 1 — G(7p) = C* >0 ie. 7r < 7¢ et considérera
la convergence sur un intervalle compact A = [a,b] C A,.

On dira qu'une fonction numérique g sur R est uniformément localement lipschitzienne
d’ordre o (ulL-«v), sl existe une constante k, > 0 et un nombre réel d, < 400 telle que

(3.1) sup | g(t) — g(t) [S ka [t =t |"
t,t'eR
1V |<da

Pour établir la convergence uniforme p.s. de 7, vers 7 sur A lorsque ¢ € F = Fj, nous avons
besoins des hypotheses suivantes :

(F3) la densité fy de T est continue sur A et vérifie
inf;en fo(t) = mo > 0.

(F4) ¢ est continue et ulL-ar sur Ay, 0 < v < 1.

(F5) 1l existe A > 0 tels que pour tout ¢ € F, pour tout t € A et tout entier k > 2,
E(|p(X)—7@) |*|T =t) < k! A

(K4) K est ull-asur R, 0 < oo < 1.

log1
(H4) oglogn
n

= o(h%).
Alors nous avons

Théoreme 3.3 Soient v € F = F; et 1, associé a un noyau K borné et a une suite réelle
positive (hy,) telles que les hypotheses (F3)-(F5), (K1)-(K4) et (H1)-(H/j) soient satisfaites.
Alors pour n assez grand

(3.2) sup | 7o (t) — 7(¢) |= O(max( log logn

,h 8.
teA nhn )) P
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La démonstration est donnée dans la partie 4. On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.2 Soitr, 'EKM de la régression r associé a un noyau K borné et a une suite
réelle positive (hy,) telles que les hypothéses (K1)-(K4) et (H1)-(H4) soient satisfaites. Si de
plus

(1) la densité fo de T est ulL-a sur Ny, 0 < a < 1 et vérifie
infren fo(t) =mo >0

(i) IA>0 /Vt€ A VkeEN, £>2 E(X—r(t)|F|T=1t) <k! A,

Alors pour n assez grand

(3.3) sup | r(t) — r(t) |= O(max(y/ 22108

ho 8.
teA nhn )) P

Par exemple le noyau d’Epanechnikov : K(z) = 3(1 —2?) |z| <1, vérifie les hypotheses
(K1)-(K4).

Dans ce qui suit, nous établissons un résultat global permettant d’obtenir la convergence
uniforme p.s. des EKM de la régression traités dans ce paragraphe, en nous dispensant de
I'hypothese peu usuelle (F5) imposée aux moments conditionnels dans le théoréme précédent.
En particulier, nous obtenons la convergence uniforme p.s. de 'EKM de la f.r.c. F(x|t) donné
au (2.8).

3.3 Convergence uniforme p.s. de ’TEKM de la f.r. conditionnelle

Rappelons 'inégalité suivante due a Talagrand (1994) et établie par Giné et Guillou
(1999) pour une VC — classe mesurable et uniformément bornée de fonctions (leur proposi-
tion 2.2) :

Si&y, &, ..., &y sont noviar. i.d.d et si F est une VC — classe mesurable et uniformément
bornée de fonctions telles que U > supsez || f |lso €t 0% > sup ez var(f(&1)) ot o et U sont
des nombres réels vérifiant 0 < o < U, alors il existe des constantes C' et Ky ne dépendant
que des caractéristiques A et v de la VC' — classe telle que

P {sup > 6) - B 1> t}

t tU
4 < K — log(1 .
(3.4) < Kyewp {1 lonl1+ 1)}

Vt > C\/log(AU/o)V,, ou Vi, = /no+ Uy/log(AU/0o).

Nous donnons en annexe la définition d'une VC — classe de fonctions mesurables sur un

espace mesurable (S, S) ainsi que le nombre de recouvrements d’un espace métrique (F,d).

Pour plus de détails, voir e.g. dans Pollard (1984) ou dans van der Vaart et Wellner (1996).
st

Soit (1) = B, (X)|T = 1) = £,
fo(t)

de fonctions numériques mesurables vérifiant les conditions suivantes :

t € Ay ou 1y, s € J appartient a une famille F

7
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(F6) Vs <s' e J, 0<ys(x)<tg(xr) VreR.
(F7) La famille 7 admet une enveloppe mesurable et bornée W(z) = sup,.; | ¢s(z) | telles
que E(¥(X))<m; <+oo et E(V3X)) <my < +oo.
(F8) Chaque fonction ¢, est bornée uniformément en s i.e.,
SUP,e 7 SUPgen | @s(t) [< +o00.
(F9) Chaque fonction ¢, est ull-a, 0 < @ < 1 uniformément en s i.e.,
il existe ko, > 0 et d, < +oo tel que
SUDsej SUP{t /e A, |t—t/|<da} | 0s(t) — ps(t) |< ko [ £ — 1" ]
Alors nous avons

Théoreme 3.4 Soient ¢y € F et s U'EKM de la régression 7, associ€é a un noyau K
borné et a une suite réelle positive (hy,) telles que les hypothéses (K1)-(K4), (H1)-(H4) et
(F6)-(F9) soient satisfaites. Alors pour n assez grand

log 1
(3.5) sup sup | 7s(t) — 75(t) |= O(max( 808N
s€J teA nhn

hR)) o ps

On en déduit le résultat suivant du type Foldes et Rejt6(1981) pour F,(z|t) :

Corollaire 3.3 Soit F,(z|t) VEKM de la fonction de répartition conditionnelle F(z|t) as-
socié a un noyau K borné et a une suite réelle positive (hy,) telle que les hypotheses (K1)-(K4)
et (H1)-(H4) soient satisfaites. Si la densité fy de T est bornée et ulL-ov sur Ag, 0 < a <1
alors pour n assez grand

. log1
(3.6) sup sup | B, (x]t) — F(z]t) |= O(max(y/ —>—2

z<7p teEA nhn

hR)) - pes

La démonstration du Théoreme 3.4 est présentée dans la derniere partie. Celle du Corol-
laire 3.3 est immédiate. Il suffit d’appliquer le Théoreme 3.4 a 7, avec ¥, (y) = lyy<ay et
J :] — 00, TF].

4 Démonstrations des résultats

4.1 Preuve du Théoréme 3.1

Nous adaptons le raisonnement de Bosq et Lecoutre (1987). En écrivant

" _p @n(t) fn(t)
4 0= @

ou f, est 'estimateur a noyau de fy donné au (2.2), nous démontrons d’abord que ¢, (t)
tend vers ¢(t) en probabilité et en moyenne quadratique lorsque n tend vers +oco puis, en
combinant le théoreme de Slutsky et la convergence connue de f, vers fy en probabilité et
en moyenne quadratique, nous avons le résultat.
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En tenant compte de (2.9), nous allons travailler avec

o, est égal a ¢, avec G, remplacé par G.

1
Posons U(t) = 1 iwé(z))Kh(t —Ty) ou Kp(z) = hK(%). On a pour tout entier naturel
p>1:

E(UP(t)) = E[E(UP(t)|T)] = W E[K}(t — TV E((0:9(Z1)(1 = G(Z1))™)P|T)]
- 1/Kp E((01(Z0)(1 = G(Z0)) " PIT = 8)fols)ds

/Kpt—s (s)ds

(4.3) = RPN KD xT,)(t)

avec

(4.4) Do(s) = fols) (e |T = 5) = fols)up(s)

Comme I', = fy.v, est continue, on applique le lemme de Bochner a I', et au noyau

(pr dx) "Kr. On aura

(4.5) E(UP(t)) = W (K3 # T,)(t) — Ty(1) / K"(@)dz ¥p>1
lorsque n — +o00. En particulier pour p =1

(4.6) E(n(t)) — @(t) = fo(t)7(t)

et pour p=2:

n® var(@,(t)) = nvar(U(t)) = n[E(U*(t) — (E(U(?)))’]

_ n[hihn(f(,in « o) (t) = (K, * T1)%(t)]

n

D’ou

nh, var(@,(t)) = ha(Kj *T2)(t) — hy(Kp, *T1)*(t)
Par suite
(4.7) nvar(G, () — fo(t)ua(?) / K2(2)dz

D’apres les hypotheses faites dans le théoreme, on en déduit que

E(pn(t)) — ¢(t) et var(en(t)) — 0

lorsque n — +o00 d’ott le (i) du Théoreme 3.1.
Pour le (ii) on a, compte tenu de (2.9), I’équivalence lorsque n — +o0,

E [ ou(t) = o(t) P~ E | @u(t) — ¢(t) P< E | alt) — EGu(t) |* + | Eu(t) — () |?
et chacun des deux termes a droite de 'inégalité tend vers 0 d’apres (4.6) et (4.7) O.

9
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4.2 Preuve du Théoréme 3.3

On écrit
~ _A_Qpn_go So(fo—fn)_@n—@ A(fO_fn)
(4.8) Ty —T = 3 + T +r 7

En notant par || f — g [|5= supsea | f(t) — g(t) | pour toutes fonctions bornées f, g sur A,
on a

L 1 .
(4.9) I =7 < o= 1l fo—f “A‘(H on =@l + 17 1SN fo = fa I2)

Or, pour une loi de (Z,T1,0, = 1) telle que 1 — G(Zy) = ¥(Z1), on a ¢, = f,. Il suffit donc
de démontrer que

loglogn
(4.10) I on — ¢ [l5= O(max( b)) ps.
nhy,
Or on a l'inégalité triangulaire
(4.11) lon =@ 1= @n = @n lls + 1| 60 = B@u I + | En — ¢ 15
L’égalité (4.10) résulte donc de 'inégalité (4.11) et des lemmes suivants :

Lemme 4.1 (i) Si les hypotheses (K1)-(K3) et (F3) sont satisfaites alors pour tout n assez
grand on a

(4.12) I E(¢n) — ¢ 2= O(hy)

(ii) Sip € F et 7, est associé a un noyau borné, alors pour tout n assez grand
(4'13) || Pn — @n Hvo: O(hn) p-S.

Preuve

Pour simplifier, on pose h = h,,. On a pour (i)

E(@lt)) — o(t) = (K + )¢ / K (w)[o(t — hu) — o(t)]du
D’ou
| B =2 < sup sup [l lu) = o(0) | [ | K(w) | du
teEA |u|<dq
(4.14) + 2sup | ¢(t) | | K(u) | du
teA lu|>dah=1

¢ étant ulL-a donc uniformément continue sur le compact A, on a bien (4.12) compte tenu
des hypotheses faites sur le noyau K.
Pour (ii) on a

[onlt) = eult) 1< o 3 L atzK ‘hTZd || 1_; T é@ |

| K [loo
0= Go(T))(1 — ClTmh o | Gl !—Z (X

(4.15)
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En combinant la Loi Forte des Grands Nombres (LFGN) et la Loi du Logarithme Itéré (LLI)
de Foldes et Rejt6 (1981) (voir (4.28) dans Deheuvels et Einmahl (2000)), on obtient

_ C ,loglogn, 1
4.16 n—n |2< =—(——-)% ps.
(4.16) Fon—@nlles 57 (———)" ps
K| E X
ou C' = Cy IA (| $(X) D, Cy étant une constante positive. D’apres 'hypothese (H4)

(1= G(Tr))?
on a bien (4.13) [O.

Lemme 4.2 Si ¢ € F = Fo et T, est associé a un noyau borné et si les hypothéses (K1)-
(K4), (H1)-(H}) et (F3)-(F5) sont satisfaites alors pour tout n assez grand

loglogn
(4.17) | 0= B ll2= Ofmax(y/ =22 1)) ps.
Preuve
Posons pour chaque t € A
(418) Pult) = Bgn(t) hZW
ou

o (Zs) t—"1T; o (Z;) t—1T;

4.1 () = —F

De la méme maniere que Bosq et Lecoutre (1987) nous obtenons une majoration de E(|

WP(t)|) p=1,2,...,n de la forme
E(IWF(t) ) < (0= DI K |l CrE | ¥(X3) [)"7*(2Mh)

£20) o My 'Z S C]f;A) (1 K oo CRE | 9(X0) [

ot Cr = (1—G(Tr))™!, M est un majorant de K? * fy (en passant par le lemme de Bochner)
et A est une constante provenant de la condition (F5). Il existe donc des constantes positives
C1 et Cs telle que

(4.21) E(|WPH) ) <CP?plhCy p=2,3,..., i=1,....n
D’ou d’apres 'inégalité de Bernstein-Fréchet (voir e.g. Lemme 2.2.11 dans Pollard [26])

n22

On en déduit, compte tenu de la compacité de A que pour tout € > 0, il existe des constantes
positives C', D, et (8 telle que

C
(4.23) P[|| ¢ — E@, [|%> €] < Wexp(—DnhGQ)

loglogn
Orsie= 0(4/ g—hg), le membre de droite de cette derniere inégalité est le terme général
n

d’une série convergente. Le lemme de Borel-Cantelli permet alors de conclure .
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4.3 Preuve du Théoréme 3.4

La démonstration du Théoreme 3.4 est basée sur le lemme suivant qui lui méme est basé
sur l'inégalté de Talagrand (3.4)

Lemme 4.3 Sous les hypotheses du Théoréme 3.4, on a pour n assez grand

log logn
hy 8.
nhn ? ’I’L)) p S

(4.24) Sup | ¢ns — s 1= O(max(
sE

Preuve
On a d’abord l'inégalité triangulaire
| SORS(t) - @S(t) |§| SOnS(t> - @ns(t) |
(4'25) + | @ns(ﬂ - E@ns(t) | + ‘ E@ns(t) - @s(t) |

En raisonnant comme dans la démonstration du Lemme 4.1 on obtient pour le premier et le
troisieme terme a droite de l'inégalité ci-dessus

(4.26) sup | @ns — @ns |=O(h) p.s.
et
(4.27) sup | E(@ns) — @5 I5=O(h2)

Pour le deuxieme terme, on a

[ on(®) = Bomt) 1= 111 3 (55 K-

E( 010s(Z1) K(t - T1)>> |

1 —-G(Z) h
| K gL f 6a(Z) g Sl Z)

(4.28) §T|5;<W—E(1—G(zl))>|
D’ou

P[Sup || Pns — E@ns ”0A0> Z]

seJ
1 =/ 6:05(Z) 011s(Z1) z

(4.29) < P[Ezz;(m_ﬁ;(p(;(zl)))b IIKlloo]
Posons Sbs(2)

B ' Rt , __ 9%se)

Go = {fun Rx {01} = B/ Iy € F ¢ fu2,) = ™ 2

D’apres le Lemme 3 b) et ¢) de Giné et Gillou (1999) G, est une VC — classe mesurable et

v
nh(l — G(Tr))

uniformément bornée par rapport a l’enveloppe
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Soient & = (Z1,01), & = (Z2,02),. .-, &n = (Zn, 0p).
Les &; sont des v.a. i.i.d telles que

(2,
FUe) = E(nhudi(cf(;l)))
- (nh(fbi()él())(l))E(lxlgylle,Yl)) = E(wsgfl) < E(‘i(hX)) < %

De méme
2 01s(Zy 2
E( ns(fl)) = E(nh(llé(GY(gl)))
V(X)) E(9*(X) Crmy
B amen —a)) < mhe(i = alre) = (nh)?

avec Cr = (1 — G(Tr))~'. D’ou

var(fou(€1) = s (B (5 ‘fsg((;gl)) ~ (BOLX))) < Sy =02

avec C? = m? + Cpmy. D’autre part on a

U M Cy

A _
I es o= Cr =G S ot =G = nh —

avec Cy = MCp. D’apres (4.29) on a
P[SUP | s — E@ns ||<>Ao> Z]

z

(4.30) < P[sup] Z <fns &) — fns(&)))| > m}

seJ

Appliquons l'inégalité de Talagrand (3.4) au second membre de (4.30) avec U, = — et
02
2 _

o- = On aura
" n2h?’

log log n}

P[sup| Z (Fle) = BGte) | > 01/ 222

seJ
C.Cyy/Toglogn/(nh)3/?
v/nhloglognlog 1+
( (o + 57/ 10g(AC,/Ch))? )}

nh nh
Or tend vers 400 lorsque n tend vers 4+o0. Il en est de méme pour ————. Donc
logn loglogn

il existe Ny € N* tel que l'expression a droite de l'inégalité ci-dessus soit dominée par
Kyexp{—Dloglogn} pour tout n > Ny, ou D = cte > 0.

= KOeXp{_KC
ov2
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Comme Kjexp{—Dloglogn} est le terme général d’une série convergente, le Lemme de
Borel-Cantelli combiné avec 'inégalité (4.30) et la majoration ci-dessus permettent d’avoir
pour tout n > Ny :

_ _ log logn
(4.31) su}? || @ns — E@ns Hfo: O(y/ ———) ps.
EIS

Le Lemme 4.3 découle alors de (4.26), (4.27), (4.31) et de I'inégalité triangulaire (4.25) O.

nh,

Preuve du Théoréme 3.4
On raisonne comme dans la démonstration du Théoréme 3.3 et on est ramené & établir
Iégalité (4.24) d’ou le résultat d’apres le Lemme 4.3 0.

5 Annexe : Classe de Vapnik et Cernovenkis

Etant donné un espace métrique (£, d) et € > 0, le nombre de e-recouvrements de I’espace
(E,d): N(E,d,€), est défini comme étant le nombre minimal de d-boules ouvertes de centres
dans E et de rayon €, requis pour couvrir E.

Une classe H de fonctions mesurables sur un espace mesurable (S, S) est une VC —classe
de fonctions par rapport a l'enveloppe H, s’il existe une fonction mesurable H presque
partout finie avec | h |< H pour tout h € H, et des nombres réels A et v telle que

A 12
N €)= (2)

pour tout € € (0,1) et toute mesure de probabilité P sur (S,S) pour laquelle

/H2dIP> < +o0.

On dira que la classe ‘H est mesurable si elle peut étre paramétrée par un espace métrique
complet et séparable © et 'application : (0, z) — hg(x) est conjointement mesurable.

Lemme 5.1 (a) St H est finie alors H est une VC — classe par rapport a [’enveloppe
max{| h | /h € H}.

(b) Si H = {hy,x € J} ot J est une partie de R et 0 < h,(s) < hy(s) pour tout z,y € J,
x <y, et s €S, alors H est une VC — classe par rapport a H =sup{| h | /h € H}.

(c) Si Hy et Hy sont des VC — classe par rapport a Hy et a Ha respectivement, alors
{h1+ ha/h; € Hiyi = 1,2} et {hy — hy/h; € H;,i = 1,2} sont des VC — classe par rapport
o (H? + H2)'?.

(d) Si H est une classe de fonctions sur (S",S") par rapport a une enveloppe H de carré
P"-intégrable, et si 11, est la m ieme projection de Hoeffding par rapport a la mesure de
probabilité P, alors la classe {I1,,h/h € H} est une VC —classe par rapport a une enveloppe
K telle que || K||p2@my < Cr |H|| 2@y, 1 < m <1, ou C, est une constante ne dépendant
que de r.

Preuve
Voir dans Giné et Guillou (1999).
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